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EXPLICATIO  SIGNORUM. 
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Ea  qibus  $  praepositum  est  ,  una  cum  elementis  calculi  differentialis  a  pag.  (180)  usque  ad  (342)  a  Tyrone  prima 
vice  legente  omitti  possum:  imo  ad  erratorum  finem  annotatum  erit,  quae  ei  legenda  sint. 

= .  x  -  £=,  5=1,  (~)  5  Z  ,  Z  aequalitatis  varias  species  denotant  :  nempe  per 

„  A  absolute  aequale  ipsi  B  (p.19). 

A  quoad  contentum  aequale  ipsi  B  (p.21). 

A'  ZB' ,  si  A7,  B"  denotent  quantitates  A,B,  postquam  reductae  fuerint 

-  complexum  ipsorum  A  et  B  ita  poni  posse,  ut  A  cum  a  et  B  cum  b  coincidant  (p.444) 
A  geometrice  aequale  ipsi  B  (etsi  congruere  nequirent)  (p.454). 

-  yp~~  X  (p.  188),  ubi  T  et  t  aequip  altent  ia  dicuntur» 

-  z  tendit  ad  limitem  a.  (p.29) 

expressionis  A  dictae,  valor  quivis  alicut  valort  expressionis  R  aequalis  (p.107). 
quilibet  calor  cujus  libet  expressionum  A  et  B  aequalis  alicui  alterius  valori. 
p  os  it  itum  ,  negativum  fp.22). 

B  si  A  denotet  m  B ,  et  m  B  si  A  denotet  >|<  B;  adeoque  oppositum  ipsius  A  , 
ut  dici  solet,  +  A  vero  ipsum  A  denotat, 
et  <  -  -  -  aliud  quam  per  >  et  <  tp.3l). 

Literas  latinas  graecasve  -- ubicunque  (nisi  aliud  monitum  fuerit)  quantitates  denotantur,  et  per 

(nisi  aliud  monitum  fuerit)  linearum  certa  puncta ,  ita  ut  «b  denotet  lineam  quae 
■inter  0  et  b  est» 

angulus  quem  linea  a  cum  linea  b  facit. 
angulus ,  quem  linea  ac  cum  linea  cb  facit. 
factum  e  factoribus  a  et  b. 

quotus  ex  a  per  b  diviso. 

radix  gradus  m  a  facto  ex  a  et  b ,  per  radicem  gradus  n  ex  c ,  multiplicata. 

radix  gradus  m  e  facto  ex  ab  et  radice  gradus  n  ex  c\ 

2;  inde  quid  per  intelligatur  patet  (p.108).  _ 

quantitas  pure  imaginaria  zcz  XS—X  (p.105). 

functio  certa  ipsius  x  ( p.X78). 

functio  quantitatum  x,  y - 

functio  (A)#  substituto  x  +  i  ipsi  X. 

si  x  variabilis  absoluta  sit,  (p.184^) 
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incrementa  simul tanea  variabilium  y,  %  pro  mto  x  (p.  193). 

differentiate  ipsius  (A).v;  verum  (p.190),  strictius  (^p.191),  generalius  (^p.269)  , 
purum  (p.194),  partiale  (p.  195). 

co efficiens  differentiatis  (heic  derivata  dicta),  (p.X9l),  derivata  pura  (p.194)  ,  par* 
tialis  (p.  195). 

-  differentiate  «tum.  (p.195) 

2  _ 

coef ficiens  diff.  «tus;  ita  si  y  functionem  denotet,  y  coef ditT.  2dns  |est ;  derivata 
«ta  (p.195) 

dy  .  dy;  ita  Jy2  denotat  Jy,Jy. 
sinus  x ,  log  «,  elevatus  ad  m. 

(A)[(A)x],  unde  quid  sin3#,  log2#,  et  (A)*”#  denotent,  patet. 

r(A)*jm. 

-  functio  per  (A)  denotata  ipsius  xm . 

-  integrale  integralis  ipsius  (u)#,  unde  quid  fff’ 1  Vel  J~  denotent  patet, 

-  angulus . 

A  perpendicularis  ad  B. 

-  A  parallelum  ipsi  11. 

-  triangulum . 

»  quadratum . 

linea  a  6  utrinque  00  ta . 

«  ©x  a  incipiendo  00  ta  *  in  plana  illa  in  qua  6  est. 

-  e  6  incipiendo  in  plaga  illa  in  qua  a  est,  00  ta . 

-  P  (ex  gr.  planum)  totum  O0  tum  (juxta  def.  p.  449 )f 
quantitas  omni  dabili  major,  qualis  omnino  datur,  tit  spatium  infinitum,  fccta  utrin* 
que  infinita  U*c;  sed  quantitas  omni  dabili  minor  non  datur  fp.69j. 

Vocabula  sequentia,  locis  annotatis  explicantur»  Pars  indivellibilis  ,  portio  (p.17)  ,  pure  imaginarium 
(p.I05)  logarithmus  et  potentia  elementaris  fp.43),  sensu  sublimiori  fp.168),  functio  absoluta  ,  et  variabilis 
absoluta  (p.lSl)  ,  aequipoll entia  (p.188) ,  quantitas  concreta  (p.97)  ,  forma  ,  sectio  (p.443) 
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ARITHMETICAE  GEOMETRIAEQUE 

Corradicata  coronisque  confluentibus. 


E  repraesentationibus  externis  internisque  ,  via  abstractionis  pervenitur  ad  loca  primaria  omnium,  quae  in  niimdo  externo  sunt  et  quae  in  externo  internoque  fiunt;  SPATIUM  et  TEMPUS;  quae  partiin  seorsim,  partim  conjun- 
i  considerantur!  abstrahendo  nimirum  e  mundo  externo  corpus  omne,  e  loco  quem  occupare  videtur,  et  quaerendo  quid  reliquum  .  quidve  ultra  sit,  oritur  intuitus  spatii  puri ,  atque  ex  eodem  in  diversis  locis,  vel  diversis  in 
e,n  loco,  aut  diyersis  repraesentationibus  in  eodem  repraesentante,  nascitur  intuitus  temporis,  (p.442)  4  " 


cum  -  .  .  -  - 1  . . “5  ~  uutuuaic  viueiur  ,  ci  quaerendo  QUlU  rcliduum  .  qutave  uura  sii ,  uruui-  •*»  “iJitvci  puri,  aique  «a.  euucm  m  juus  ,  vet  tuyersis  in 

eodem  loco,  aut  diyersis  repraesentationibus  in  eodem  repraesentante,  nascitur  intuitus  temporis,  (p.442) 

Ex  ^  ^  ^U0<^  SX  ^  eSt?  conccPtas  Pa*"tis  ;  et  continui ,  si  quid  partes  commune  habeant.  A  comparando  cum  B  oritur  aequalitas  ( absoluta  et  respectiva ).  Ex  aequalitate  et  parte  quantitas  ( absoluta  et  re- 

spectiva).  (p.  17,  19,  2UJ  .  4 

titiant  itas  cum  quantitate  parit  homogeneitatem  ,  et  majontatem  minoritatemque.  Et  hinc  reflectendo  ad  terimus  atque  snatium  •  quum  in  priori,  quantitatis  majoris  excessus  illico  pateat,  in  spatio  vero  saepe  aliter  se  res 
habeat::  de  omnibus  quantitatibus  ad  formam  simplicem  prioris  reducendis  cogitatur .  (p.  21.)  1  1  *  *  1 

Atque  talis  quantitas ,  nempe  ad  formam  TEMPORIS  reducta ,  OBJECTUM  ARITHMETICAE  est.(p  22.) 

L  Quantitas  cum  qualitate  (nempe  oerta  determinatione')  parit  t^yum  et^vum;  (mox  imaginaria  quoque) 

(p.  22.  et  105)  ’  11 

II.  Quantitatum  P  et  Q  certa  cum  determinatione  positarum  ,  resultatum  certa  sub  conditione  acceptum,  parit 
summam  S;  et  ex  S  et  P  quaerendo  socium  ipsius  P,  oritur  differentia  ‘ipsius  P  ab  S.  (p.  25.). 

III.  Differentia  eadem  ipsius  S  ab  S'',  atque  porro  ipsius  S'  ab  S"  et  ita  porro;  parit  P,  S'5  S",  S 
em  arithmeticam,  (p,  26.  et  105) 

Atque  si  series  ejusmodi  U  a  o  incipiat  ,  et  differentia  cujusvis  termini  a  sequente  sit 
merus  quoad  u-,  et  serie  tali  V  itein  a  o  incipiente,  cujus  termini  cujusvis  a  sequente  differentia  ==©  sit; 
si  o  ipsius  V  cum  o  ipsius  U  simul  ponatur,  ac  quilibet  terminus  sive  in  U  sive  in  V  sequens  simul 
ponatur  cum  eo  qui  in  altera  sequitur :  oritur  nomen  numericum  idem  terminorum  simultaneorum  *  in  U 
quoad  u,  in  V  quoad  v.  (p.  27.). 
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VI. 


IV.  Quaestiones  hinc  variae  exortae:  exgr.  praeter  alias;  num  B  numerus  sit  quoad  A?  si  non;  num  tale  u 
detur,  quoad  quod,  tam  A  quam  B  numeri  sint?  et  si  detur,  cujusnam  nominis  numerus  sit  A,  et  cu¬ 
jus  sit  B?  Ilinc  mensuratio  ipsius  B  per  A,  ubi  A  mensura ,  et  B  mensum  ipsius  A  dicitur;  atque  hic  ori¬ 
tur  etiam  idea  incommesurabilitatis  (adhuedum  subjective  tantum  possibilis);  atque  hinc  4  semper  minus 
cogitando,  limitis  idea.  Venientibus  talibus  a  et  Cautem,  ut  ad  quaestionem,  qualenam  mensum  sit  b  ipsi¬ 
us  «,  eadem  respousio  sit,  quam  ad  eam,  qualenam  mensum  sit  B  ipsi  iis  A;  oritur  proportio.  Tum  men¬ 
surando  quoad  A  non  solum  B  sed  C  quoque  ,  oritur  fractio ;  atque  hinc  passus  fit  omnes  quantitates  ho- 
mogeneas  quoad  idem  A  mensurare;  A  unitatem  apellando;  qua  minus,  fractio  vera  dicitur  et  numerus 
quoad  A  integer  audit,  (p.  28, -- -  31,  34). 

Hinc  reflectendo  ad  IV,  si  ibidem  A  unitas  sit  quaerere  b,  ex  a  et  B,  dicitur  multiplicare  a  per  B  ,  et  6 
factum  quoad  unitatem  A  e  factoribus  a  et  B  audit,  (p.  33.) 

Hinc  ex  b  tanquam  facto  supposito  ,  et  uno  e  factoribus  «  et  B,  quaerere  factorem  'socium  ejus  di¬ 
citur  dividere  b  per  illum,  cujus  socius  quaeritur,  et  hic  quotus  audit,  (p.  33.) 

Atque  prouti  unitas  (iu  IV.)  ►{<  vel  —  accipitur;  oriuntur  realia  quoad  +l,et  realia  quoad —  1.  (p.35). 
Si  factores  aequales  esse  contigerit,  multiplicatio  cum  divisione  parit  potentiam ,  radicem ,  logarit * 
fimum  ,  ( elemeutares ).  (  p.  42.). 

Atque  quantitas  item  cum  certa  determinatione  uti  iu  1)  ,  realitate  ejus,  multiplicationi  quoad  -—i  in¬ 
nixa  ,  parit  imaginarium  ,  et  conceptum  multiplicationis  latiorem,  (p.105.). 

Imo  potentia  logarithmusque  (e/ ement ares)  ,  per  binomii  elevationem  ad  tales  series  deducunt ,  quae 
conceptum  potentiae  loganthim  altiorem  pariunt ,  ubi  et  imaginaria  in  exponentem  ascendunt.  (p.168)., 

VII.  Ex  omnibus  his  quasi  in  oceanum  confluentibus:  oritur,  per  quarumvis  quantitatum  quibusvis  operationi¬ 
bus  affectarum,  qualemvis  compositionem,  conceptus  ita  dictae  FUNCTIONIS.  Ubi  item  (ut  in  IV)  variae 
oriuntur  quaestiones:  e  quibus  corona  arboris  Arithmeticae  exsurgit,  (p.  178).  Nempe 

"U.)  Pro  certa  functionis  conditione  ( qualitateve) ,  certa  functionem  constituentia,  qnae ,  quanta , 
qualiave  sint,  quaerere. 

S.)  Pro  certa  certorum  functionem  constituentium  conditione  (i qualitateve )  ;  quaeri  qualitas  functi¬ 
onis  valoresque  possunt;  (imo  etiam  simul  certa  functionis  conditio  poni  potest). 

Exgr.  Ex  31)  Si  conditio  ea  sit,  ut  functionis  valor  o  sit;  quaeri  v  alor  variabilium  potest,  (problema 
aequationum )  ,  aut  valor  coefficientium :  potest  etiam  conditio,  esse,  ut  functionis  Valor  maximus  vel 
minimus  sit,  et  pro  hoc  variabilis  quaeri,  (p. 179,  315,  342,440). 

Ita  aliae  conditiones  esse  possunt  ;  imo  variabilis  vicem,  genus  certarum  functionum  subire  potest  (ut 
in  calculo  variationum  dicto),  (p.  180  et  329). 

Potest  vero  conditio  ea  quoque  esse  ,  ut  quantitates  certae  quarum  genus  dicatur  x  ,  nulla  alia  opera* 
lione  affectae  ,  nonnisi  sub  certa  conditione  ordinentur:  et  resultata  quaerantur.  C  Analysis  combinat  oria') 
(p.  179  et  138,  atqueffom  II.).  H 

Sn  S3.)  quoque  variae  conditiones  esse  possunt:  exgr.  ut  variabili  nonnisi  integer  substituatur;  imo  ut 
etiam  functio  certa  qualitate  gaudeat,  (uf  in  theoria  numerorum),  (p.  180) 

Si  ipsi  x  substituatur  #  +  oritur  Probi.  Taylorianum.  (p.  183  et  289.) 

Si  vero  ipsi  x  substituatur  mx  (pro  x  denotante  •— ~)  ,  atque  ipsi  m  substituantur  integri  ab  1  incipi¬ 
endo  ;  et  valores  functionis  exorti  post  se  invicem  ponantur:  oriuntur  series  (ipso  x  imo  ipso  n  quoque  si- 
ve  1  sive  aliud  c  enotante);  estque  pro  certo  valore  ipsius  x  (exgr.  x  —  ] )  ,  aut  «quoque  constans, 
ipsi  m  numeri  omnes  ab  1  incipiendo  etiam  ultra  n  substituuntur;  aut  n  (quamvis  semper  finitum  deter¬ 
minatum,  sed  pos  quamvis  seriem  productam  novum  valorem  accipiens)  / — n  QO  ,  atque  ipsi  m  semper 
numeri  ab  S  usque  ad  n  substituuntur,  (p.  184  -  -  -  et  439)  * 

Si  in  casu  posteriore  terminus  quilibet  cum  sequente  comparetur:  prodit  series  incrementorum  %  ©t  si 
duarum  functionum  F  et  /  ejusdem  *  ,  unius  F  valor  notus  sit;  atque  termini  generales  T  et  t,  serierum 

incrementorum  ex  utraque  functione  deductarum  aequipolleant  (id  est -4;  ^  1  si  n  , - -  00  )  ;  prodit  et 

alterius  functionis /  valor.  Repenre  /  (in  forma  simplicissima)  docet  calculus  differentiatis ,  et  ex  t  fun¬ 
ctionem  /  quaerit  calculus  integratis,  (p.  184,  - -- 269- -  -  341) 


His  praemissis  SPATIUM  purum  ,  OBJECTUM  GEOMETRIAE  est,  applicatis  ubi  necesse  est,  verita¬ 
tibus  in  Arithmetica  deductis:  ut  arbor  utraque  fraterna  corradicata,  altera  alteri  opem  ferente,  coronis 
inter  lucidas  Spatii  Temporisque  connubii  aeterni  orbitas,  in  abysso  coelorum  confluat,  (p.  22,  442). 

I.  E  spatio  puro  :  nascitur  prius  superficies  ,  linea,  punctum ,  forma ,  et  sectio .  (p.  443). 

II.  Deditu  in  mundum  externum,  cum  reflexione  ad  corpus  idem  in  diversis  locis:  oritur  Axioma  congru¬ 

entiae,  et  constructio  mobilis  geometrici ,  motusque  geometricus  (conjunctio,  in  idea  non  in  concreto  ^spa- 
tii  et  temporis),  (p.  444.).  ’  1 

jH.  Deditus  in  spatium  purum,  cum  mobili  geometrico .  Motus  sine  quiete ,  ( Operatio  motus  Ima  )  ;  Mo¬ 
tus  cum  quiete  ;  cum  quiete  unius  puncti  ( Operatio  motus  2da  )  ;  cum  quiete  21  punctorum  (  Operatio 
motus  3tia  )*  (p.447,  448). 

IV.  Spatii  filia  primogenita  punctum  est,  dein  sphaera  quasi  media  inter  duo  extrema  (  inextensum  et  qua- 
quaversum  CO  tum).  Sphaerae  per  operationem  3tiam  filia  circulus  est;  et  ex  his  ,  adhibitis  reliquis  operatio¬ 
nibus  quoque,  generatur  recta,  atque  e  recta  et  circulo  planum ,  (449  et  455  et  468---) 

V.  Dedis  ex  eodem  puncto  p  ad  omnia  puncta  cujuspiam  F, 

1.  Omnibus  per  idem  (sive  1  sive  aliud,  dummodo  non  o  sit)  multiplicatis  i  complexus' extremitatum 
parit  similitudinem ,  et  homologa  ;  atque  contrarie  aequalia ,  et  conceptum  generalem  aequalitatis  geome¬ 
tricae.  (p.  451---). 

2.  Rectarum  dictarum  ipsarum  autem  complexus  fit  (sensu  generali)  pyramis  ;  et  forma  ad  p  apica¬ 
ta  parit  conceptum  anguli  generalem,  (p.451  et  457.). 

3.  Hinc  forma  excluso  angulo  fit  fluens-,  et  haec  exclusis  recta  planoque  fit  curva ,  admissis  vero 
recta  planoqne  parit  conceptum  generalem  tangentis  ,  et  perpendicularitatis.  (p.  4)8,459). 

4.  Remoto  (in  V)  p  in  GO  ,  oritur  angulus  o ,  vel  prima  non  sectio ;  et  e  rectarum  dictarum,  si 

finitae  et  aequales  reddantur  ,  complexu  fit  prisma  (sensu  generali  ,  et  tum  adhuc  generaliori  ).  Et  si  F 
recta  sit,  et  rectae  dictae  aequales  ad  angulum  aequalem  ponantur  in  plano;  exinde  oritur parallelismi  con¬ 
ceptus  generalis,  (p.  459 - 461). 

Vi.  Motus  geometricus  simplex  ( id  est  ut  iu  quovis  tempore  una  tantum  trium  operationum  (in  III.  dicta- 
mm)  ,  et  quaevis  numero  certo,  etsi  non  eodem,  eveniat):  recta  planoque  heic  jam  exIV  suppositis.(p„464) 

Cum  duabus  prioribus  operationibus,  et  semper  certo  praeterea  rectarum  numero  adhibito,  descenden¬ 
do  in  planum  (omnibus  co  restrictis);  fit  Planimetria:  ubi  prius  de  lineis  (neglecta  area),  earumque  se¬ 
ctione  (o  aut  aliqua);  tum  de  areis  agitur.  Constructionis  geometricae  sensu  stricto  ambitus. 

Admissa  operatione  3tia  quoque,  nec  restringendo  ad  planum,  redeundo  in  spatium  universum;  fit  6o- 
iidometria ,  constructione  geometrica  sensu  lato  accepta •  ^p.464). 

Notandum  autem  ,  iu  motu  dicto  simplici,  operationem  quamvis  seorsim  peragi,  nec  ulla  alia  lege  re¬ 
stringi ,  nisi  qttod  mobile  e  dato  loco  in  datum,  perveniat.  Unde  dnae  priores  operationes,  sola  restrictione 
ad  planum  accedente,  reducuntur;  Imo  ad  motum  puncti  a  rectam  ab  secum  ferentis,  usquequo  a  in  p 
perveniat.  2do.  ad  rectae  ab  motum  circa  a  in  plano  ,  donec  m  certam  rectam  datam,  cujus  una  extre¬ 
mitas  a  est ,  perveniat. 

VII.  MOTUS  GEOMETRICUS  COMPOSITUS  •  nempe  ubi  piares  operationes  (trium  dictarum  primitivarum 
conjunguntur)  in  eodem  tempore;  lege  quoque  qua  durante  motu  viae  simultaneae  per  singulas  operationes 
factae  a  se  invicem  dependeant,  data  :  e  quo  corona  arboris  Geometriae  excrescit,  Suntque  hae  operationes 
conjunctae,  (p.  465---). 

X )  Aut  numero  f  inito  ;  et  quiuem. 

1.  Aut  duae  tantum;  ex  gr.  si  recta  ab  in  plano  P  circa  a  mota,  interea  punctum  p  ita  moveatur  in 
ab, Ut  via  y  ejus  sit—  (f)«  (denotante  u  viam  puncti  b);  et  quaeratur  via  puncti  p.  (p.465). 

Aut  ab  quiescat,  et  p  in  a~b  motum  ,  L>em  B  ad  ab ,  secum  ferat,  atque  interea  ita  moveatur  punctum 
p'  in  B,  Ut  via  y  ejus  sit  =  (F).r  (denotante  x  viam  puncti  p)  ;  et  quaeratur  via  puncti  p',  Prodeurtt  hoc 
modo  talia  quoque,  quorum  etsi  non  omne,  quodvis  punctum  tamen  (nempe  pro  dato  quovis  x  simulta- 
aeum  y)  geometrice  (sensu  stricto)  construi  potest. 

2.  Aut  tribus  conjunctis:  exgr.  si  punctum  p  describat  iit  plani  P  recta  ab  viam  x,  secum  ferendo 
planum  p  |__re  ad  P  e  recta  B  !__ri  ad  ab,  atque  interea  p'  in  E  motum  rectam  t  ex  p  ad  BJLrein ,  m  p  se¬ 
cum  ferat;  et  punctum  p"  iu  C  viam  x  describat;  sitque  puncti  P  iu  B  Via  y— [aj*,  et  % — (b )y  5  et  quae¬ 
ratur  via  puncti  p"  in  s  pario. 

Aut  planum  P  circa  rectam  fixam  A  plani  P  moveatur,  via  certi  ejus  puncti,  u  dicta;  atque  inter©» 
p  describat  in  A  viam  x ,  secum  ferens  in  P  [_i-em  B  ad  A,  atque  simul  describat  pf  iu  R  viam  y\  sitqu® 
*ss(k)«  ,  ©t  y^,(h)x-.  et  quaeratur  via  puncti  p'.  ( p.466). 

Ita  plures  quoquo  oper itiones  (numero  certo)  conjungi  possunt. 

S$.)  Aut  innumerali  ites  ejusmodi  operationes  conjunguntur:  exgr.  si  recta  A  ini  plano  P  sit,  ©t:  re¬ 
cta  Bi_A,  atque  planum  Q  secet  planum  P  in  B,  et  rectam  A  in  b  ;  ac  moveatur  b  in  A ,  planum  Q  se¬ 
cum  ferens;  atque -interea  certa  iege  a  via  puncti  b  dependente,  moveantur  certa  puncta  generaliter  p  di¬ 
cta  (innumerabilia  quoque  ,  prouti  per  legem  determinantur)  in  Lribus  ad  rectam  B  in  Q  erectis:  et  quae¬ 
ratur  complexus  ipso  sum  p'  in  omnibus  temporis  punctis  expertibus  usque  ad  motus  finem,  (p.467) 


n  .  ...  .  ,.  ....  „  aut  nro  resultato  illa  per  uiiuf  id  fieri  queat,  quaeri  possunt.  Et  de  «tupl»  via  sub  eodem 
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tempore,  conceptum  €»§1?  fonnando ^oritur  Mediatia,  p 
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011 1) 0  quo  GEOMETRIA  tractabitur  x  { 

P  R  I  M  0  in  P  L  A  N  0« 

3CJ  Tractantur  illa,  quorum  omnia  puncta  geometrice  (sensu  stricto)  ccn&trui  possunt ;  (quae  id*» 
circo  in  planum  cadunt). 

33.)  Tum  illa ,  quorum  non  omnia  sed  quodvis  punctum  geometrice  (sensu  stricto )  construi  potest  s 
inulta  horum  talia  sunt,  quorum  omnia  puncta  (sensu  lato )  geometrice  construi  possunt. 

£.)  Sunt  quorum  non  quodvis  punctum  geometrice  ( sensu  stritto )  construi  potest:  at  horum  quae* 
dam  talia  sunt,  quorum  quodvis  punctum  construi  geometrice  ( sensu  lato)  potest,  et  alia,  quorum  quod» 
vis  punctum  nec  ita  construi  potest. 

Considerantur  vero  prius  in  Ii  dicta ;  et  quidem 

I.  (neglectis  areis  ),  formae  oriundae  per  iliorum  sectionem ,  ©  aut  et  hane  P^AUS  eum 

tum  sine  angulo. 

A»)  Cum  angulo ;  et  quidem. 

]mo.  Ex  una  recta,  cum  una,  dein  cum  duabus ,  tum  cum  3  rectis  :  (aut  pro  nullo  pari  parallelo ,  mit 
pro  uno  pari  parallelo  per  alterum  parallelum  ,  aut  per  alterum  par  non  parallelu  m  ,  secto  ;  tum  e plu* 
ribus  rectis . 

2do.  E  recta  cum  circulo:  prius  ima  recta ,  tum  pluribus ,  et  quidem  se  aut  non ,  aut  nonnisi  in  uno 
puncto  eodem  secantibus ;  et  hoc  aut  in  peripheriam  ,  aut  intra  aut  extra  eam  cadenti?.  Denique  conside» 
rantur  rectae  plures  ,  quarum  quaevis  per  2  proximas  tantum  secta  sit ;  et  quidem  aut  quavis  sectione  im 
peripheriam  cadente ,  aut  peripheriam  quavis  rectarum  tangente, 

3 ti  .  Considerantur  formae  e  circulis  duobus,  tum  pluribus  se  mutuo  cum  angulo'  secantibus. 

B.)  Tum  formae  e  rectis  circulisque  utvis  sine  angulo  compositis. 

II,  Postea  considerantur  oreae  eorum  quae  prodierunt:  atque  eae  quoad  aequalitatem  terminatam  ubi  fieri 
potest,  aut  interminatam  f  si  prius  fieri  nequeat)  (p.  21)  comparantur;  ad  formam  temporis  reductae  com¬ 
putantur  ,  transmutantur,  adduntur,  subtrahuntur, 

Ili.  Tum  eorum  quae  prodierunt  (tantum  possibilitate  demonstrata^,  ea  quae  possunt,  geometrice  (sensu  stri¬ 
cto)  constructa  exhibentur. 

IV.  Atque  demum,  e  datis  sufficientibus  eorum  quae  prodierunt ,  certa  concernentia  computantur  (applicata 
Arithmetica)  :  quo  pertinet  etiam  Trigonometria  plana . 

Tum  considerantur  in  58  atque  demum  in  £  dicta;  ipsa,  et  eorum  utcunque  compositorum  a  sectiones  % 
applicando  motum  e  duobus  compositum  in  arbore  expositum,  subsidio  theoriae  functionum  «ex  Arithme¬ 
tica. 

SECUNDO  :  Redeundo  e  plano  in  abyssum  spatii : 

Ii.)  Tractantur  prius  ea  ,  quorum  omnia  puncta  sensu  lato  geometrice  constrtii  possunte 

5S.)  Quorum  non  omne  sed  quodvis  punctum  geometrice  sensu  lato  construi  potest. 

(L)  Quorum  nec  sensu  lato  geometrice  punctum  quodvis  construi  potest. 

Prius  in  11  dicta  tractantur  considerando  formas  oriundas 

I.  Per  iliorum  sectionem  o,  aut  aliquam ,  et  quidem  hanc  eum  vel  sine  angulo  : 

Imo.  Rectae  cum  plano  et  planis,  deinde  cum  sphaera . 

2do.  Plani 

a)  cum  uno  plano ,  et  dein  cum  pluribus:  ubi  pluribus  (saltem  tribus)  nonnisi  punctum  eomm&- 
ne  parit  angulum  solidum  vocatum ;  unde  formae  e  pluribus  planis  compositae,  sectae  quoqlfs? 
per  plana  parallela,  considerantur. 

p.)  cum  sphaera:  plano  uno,  aut  pluribus  secta  nempe  sphaera ;  si  omnia  per  centrum  eant,  ps» 
iit  Triganometriam  sphaericam ;  si  vero  superficiem  simplicem  efficiant  ,  et  apices  angulorum 
solidorum  omnes  in  superficiem  sphaerae  cadant,  aut  quodvis  planorum  tangat  sphaeram,  ori¬ 
untur  (si  spatium  claudant)  corpora  ,  inter  quae  sunt  (perfecte  aut  certo  sensu)  regularia 

3tio.  Sphaerae  cum  sphaera  (una  aut  pluribus). 

II.  E  rectarum  ex  omnibus  punctis  formae  cujuspiain  F,  ad  idem  aliquod  punctum  p  ductarum  complexu  % 

oritur  Pyrami?,  Conus ,  et  si  p  abeat  in  00  ,  ac  rectae  finitae  aequales  reddantur,  (aut  aliter  dieend©^ 

rectae  eidem  adeoque  inter  se  parallelae  et  aequales  sint)  ,  oritur  prisma ,  Cylinder 

III.  E  sectionibus  quarumvis  harum  formarum  compositarum  (exgr.  plani  et  coni 

Atque  demum  in  58  et  (E  dicta  tractantur,  per  motus  quosvis  sive  in  formis  generatis  9  siv©  aliter  €0131® 
positos ,  applicata  functionum  theoria  ex  Arithmetica. 

Index, 
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3  rectis  :  (aut  pro  nullo  pari  parallelo ,  au£ 
rum  par  non  parallelum  ,  secto  ;  tum  e plu * 

s ,  et  quidem  se  aut  «o»,  aut  nonnisi  in  una 
ra  aut  extra  eam  eadento.  Denique  conside* 

\  secta  sit ;  et  quidem  aut  quavis  sectione  in 
ite» 

ibus  se  mutuo  cum  angulo'  secantibus* 
impositis. 

;  quoad  aequalitatem  termi  natam  ubi  fieri 
parantur;  ad  formam  temporis  reductae  eom- 

ij  ea  quae  possunt,  geometrice  (sensu  stri- 

certa  concernentia  eomputantu  r  (applicata 

st  eorum  utcunque  compositoruc n  sectiones: 
,  subsidio  theoriae  functionum  tex  Arithme- 

to  geometrice  construi  possunt, 
sensu  lato  construi  potest, 
construi  potest. 


I  sine  angulo  : 


bus  (saltem  tribus)  nonnisi  punctum  eommtt 
e  pluribus  planis  compositae,  sectae  quoque 

pe  sphaera ;  si  omnia  per  centrum  eant,  pa 
em  simplicem  efficiant  ,  et  apices  angulorun 
aut  quodvis  planorum  tangat  sphaeram,  ori 
iunt  (perfecte  aut  certo  sensui  reflari* 


•!»/  LECTORI  SALUTEM! 
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ix  rudimentis  primorum  elementorum  superficia- 
liter  imbutus,  proprio  nutu,  sine  ullo  alio  fine, 
nonnisi  interna  veritatis  siti  ductus ,  fontem  ipsum 
quaerendo/  fundamenta  tentaminis  hujus,  imber¬ 
bis  adhuc  juvenis  posueram  ;  quod,  cum  ita  vaca¬ 
re  a  negotiis ,  ut  res  ista  postularet ,  frustra  am¬ 
plius  sperem,  qualecunque  sit,  edere  decrevi  ;  ut 
aut  acutiora  ingenia,  in  otiis  quae  mihi  defuere, 
perfectius  quid  praestent ,  aut  alii  eodem  igne  fa¬ 
tuo  per  tenebras  illusi,  viam  tritam  haud  deserant, 
operamque,  pretium  ejus  non  facturi,  alio  locent. 

Certe,  tantum  abest,  ut  auctor  fieri  unquam 
voluerim;  ut  sine  discipulorum  gratissimorum  iriK 
pulsu  haud  quidquam  edidissem. 

.  Primaria  tantum  fundamenta  heic  ita  tradere 
propositum  est  ;  ut  Tyrones  ,  quibus  abyssum  levi¬ 
bus  pennis  trajicere,  merisque  imaginibus,  nullo  ori¬ 
ginali  gaudentibus  ,  in  auras  vix  respirabiles  tolli 
haud  datum  est,  pede  firmiore  progressi,  evehan¬ 
tur  ad  sublimiora. 

Ingratam  dixeris  operam;  cum  celsa  ingenia  , 
supra  vallium  ambages,  per  apices  alpium  gradian  - 
tur  :•  at  certe  nodi  ubique  gordii  adsunt ,  gigantum 
gladios  requirentes  —  Neque  pro  iis]  scriptum  hoc 
est  :  sed  pluribus  saltem  ejusdem  mecum  indolis 
faturis  ;  quibus  si  vires  tempusque,  quae  mihi,  do- 
‘nec  quadamtenus  conquiescere  potui,  impendenda 
fuere  ,  servaturus  sim ,  operam  haud  perdidi.  — 
Monitos  quippe  Cmeo  exemplo)  juvenes  velim  t 
ne  laborem  sex  millium  annorum  aggressi,  proprio 
marte,  jam  olim  inventis  quaerendis  vitam  deterant; 
discant  prius  grati,  quae  priores  docuere;  et  pro¬ 
visa  re  aedificent :  si  quid  autem  scripserint,  vide* 
aut ,  oraculum  conscientiae  interrogando  ,  ne  quid 
peste  communi ,  quae  et  spiritus  a  terrestribus  vin¬ 
ealis  liberos  coelo  dejecit,  correpti  edant;  nisi 
quid  in  emolumentum  scientiae,  saltem  culturae 
communis  proferant;  et  nil  quidem  admirantes,  f  non 


ut  ipsi  admirandis  similes  videantur,  sed  quod 
effectus  quivis  caussae  par  sit),  vires  majores  mo¬ 
deste  agnoscendo,  suis  acquiescant.  Ac  certe  in 
tanta  scriptorum  turba  ,  non  scribere  fit  rarius ;  a* 
deo  ut  fere  is  monumentum  mereatnr,  qui  legere 
scribe  reque  sciens,  sine  ratione  praegnante  scriptor 
non  fit:  de  re  agitur;  quidquid  boni  fuerit,  seri¬ 
ei  infinifae^erminus  antecedens  est;  bonos  autem  no¬ 
menque  auctoris  unici  manet,  quo  innominato, 
prodeunt  arbores  herbae  floresque,  cum  hymnis 
simplicibus  ,  quibus  amplum  naturae  templum  re¬ 
sonat.  —  Atque  demum,  et  veri  nominis  scripto¬ 
res  ,  (etsi  malignitati,  quae  libros  solum  teredini¬ 
bus  posteris  relictura  ,  auctores  ipsos  corrodit , 
superstites  esse  queant),  si  terra  duret,  ut  soles  in 
via  lactea  in  nebulam  confluent;  nec  quidquam  in 
mundo  externo  est,  (sive  systematis  orbium  ,  sive 
lucerna  unius  vesperae  'fuerit,)  ,  quod  non  aliquan¬ 
do  intereat;  et  nonnisi  conscientiae  vere  bonae  pu¬ 
rus  jugisque  fons,  Deo  teste  gaudens,  illi  coaevus  est. 

Equidem  ,  licet  generis  humani  gratitudine  di¬ 
gnum  censeam,  qui  finem  quem  mihi  proposui,  fe¬ 
liciter  assecutus  fuerit ;  cum  grana  tantum  arenae 
ad  pyramides  magis  aliorum  gloriae  attulerim;  si 
non  Senecae  dicto  me  ipsum  consoler,  Suspice  vi¬ 
ros  etsi  deciderint ,  magna  conantesx  hoc  saltem 
laboris  pretium  petam  ;  ut  voluisse  quoque  puro 
veritatis  amore  dulce  sit;  et  errores,  quos  partim 
per  omissionem,  partim  per  commissionem,  a  ho¬ 
mine  occupato,  vita  millefariam  divisa,  direptaque, 
(valetudine  infirma,  raroque  inter  nubila  perpetua 
apparente  coelo),  et  penuria  librorum  mathemati¬ 
corum  recentioris  aevi  ( ut  p.  425  testatur) ,  e- 
vitare  yix  possibile  erat,  benigne  emendentur.  Cer¬ 
te  quo  magis  res  perficietur,  et  quo  magis  superer; 
eo  Jubentius  succumbam.  Denique  tantum  valeat, 
quantum  valet  — •  et  Tu  lector  candide  vale  ! 


EXPLICATIO  SIGNORUM. 


RERUM  IN  TOMO  PRIMO  CONTENTARUM. 


Conspectus  arboris  utriusque  breviter  esi  se¬ 
quens  : 

Fundus  communis  exponitur  usque  ad  (pag.22) 
quo  etiam  (p.  442}  perlinet. 

I.  radicem  arboris  Arithmeticae  constituit 
conceptuum  primariorum  genesis  ,  prouti  quilibet 
e  prioribus  orti  se  invicem  excipiunt  (p.  22  usque 
p.  43  ,  §.  35). 

truncum  constituunt  primaria  ,  quae  e  con¬ 
ceptibus  dictis  per  axiomata  sequuntur:  utpote  re* 
sultata  operationum,  quot,  qualiave  sint,  si  cum 
commensurabilibus,  incommensurabilibus,  cum  fra¬ 
ctionibus  ,  potentiis  ,  logarithmisque  suscipiantur  | 
quo  etiam  operatio  elevationis  (ex  gr.  binomii)  per¬ 
tinet;  unde  potentiae  logarithmique  sublimioris 
conceptus  oritur.  Continentur  haec  in  (§•  35  a  p. 
43;  usque  p.  178.  in  hoc  tomo). 

coronam  arboris  constituunt  quaestiones,  quae 
e  conceptu  functionis,  ex  omnibus  praecedentibus 
„  confluentibus,  prodeunte  oriuntur  (ap.  178  usque  442 
in  hoc  tomo). 

II.  Ita  radicem  arboris  Geometriae  effici¬ 
unt;  specialior  spatii  intuitus,  et  conceptuum  pri¬ 
mariorum  genesis,  atque  sphaerae ,  rectae ,  plani * 
que  generatio \  horumque  combinati  ones  primariae, 
{a  p.  442  usque  ad  finem  tomi). 

truncum  faciunt,  emotu  simplici  oriunda;  P/«» 
nimetria  et  Solidometria . 

CORONAM  efficit  MOTUS  COMPOSITUS. 


1 


(  II  ) 


III.  Demum  (coronis  jam  antea  confluenti¬ 
bus)  ;  actiore  spatii  cuin  tempore  unione,  de  mupla 
via  sub  eodem  tempore,  mupl-ae  caussae  conceptum 
formando :  oritur  Mechanica  pura* 


Notandum  autem  est?  Imo  quod  dum  tale  a- 
Jiquod  quod  in  omni  tempore  est  ,  dicitur  possibi¬ 
le;  exgr.  dum  dicitur  4tam  proportionalem,  aut  po¬ 
tentiam  exponentis  aut  formam  aliquam  in  spa¬ 
tio,  possibilia  esse:  ea  re  ipsa  dari  intelligendum 
sit.  Aliud  est,  si  de  eventu  qui  in  aliquo  tantum 
tempore  est,  dicatur:  e  complexu  enim  omnium  , 
quae  sunt ,  unicum  in  quovis  temporis  puncto  ex¬ 
perte  resultatum  est.  At  si  ex  a^h-*~  reipsa  exi- 
stcntibus, (certo  modo  tali  suppositis,  ut  abstrahen¬ 
do  a  reliquis,  nulla  contradictio  sit)  ,  eveniat  B; 
tum  B  respective  quoad  afb  -  --  possibile  dici  po¬ 
test  ;  etsi  e  complexu  omnium  quae  sunt  (ita  uti 
sunt),  nunquam  prodeat.  Absolute  possibile  ,  idest 
si  «,  b  -  -  +  complexum  omnium  quae  sunt,  eo  mo¬ 
do  quo  sunt ,  denotet  ;  reipsa  etiam  fit  aliquando « 

em 

2do.  Dum  (p.  62)  possibilitas  mens  irrationis 
per  A  ipsius  B  asseritur:  demonstratur  quidem  (*- 
bidem )  dari  talia  et  n,n’ - , 

ut  pro’  — ,  —rr  7/  &c,  et  n'=2n  ,  n”  =  2 nl 
n  n 


(nempe 


-  C/e);  in  casu  commen¬ 


su  rabi  litatis  ,  (substituendo  ipsi  n  integros  ab  I  se 
invicem  excipientes)  prodeat  aliquando  tale  n ,  ut 
A^nu  ,  B =mn  sit;  secus  autem  pro  dictis  n,  n'--~ 
sit  A  "zzinu ^  B^»77z4-(w  u\  et  A-=nru\  B —mlu'Ar 
(a <^  n' )  & c  *  •  »  *  at  si  reipsa  exhibenda  u  ,  n’  -  -  - 
et  numeranda  in  B  fuerint;  supponi  divisio  ipsius  A 
per  quemvis  integrum  n  debet;  quod  ,  si  A  quanti¬ 
tas  ad  reetam  reducta  sit  ,  Geometria  sine  tenta- 
tione  praestat,  uti  et  4tam  proportionalem  exacte 


i  III  } 

exhibet,  posteaquani  Arithmetica  pro  quantitatibus, 
etsi  nonnisi  in  concreto  expositae  essent,  dari  haec 
demonstret,  quamvis  non  s  em  per  exhibere  valeat» 
Aliud  est,  si  quantitates  jam  mensuratae  suppo¬ 
nantur  ,  atque  ita  expressae  proponantur:  et  aliud, 
si  nonnisi  in  concreto  datis  lineis;  ex  gr.  linea  b 
per  lineam  a  dividenda  esset  (p.  33J  ,  et  quaera¬ 
tur  B  tale  mensum  unitatis  ,  quale  mensum  b  ipsi¬ 
us  a  est ;  aut  b  dividendum  per  lineam  B  esset  , 
quaerendo  a,  nempe  cujus  tale  mensum  est  b,  quam 
B  est  datae  unitatis;  Arithmetica  dari  in  hoc  quoque 
casu  resultatum  probat ,  sed  illud  nonnisi  peracta 
antea  mensurati one  exhibere  potest,  exacte  in  casu 
commensurabiiUatis ,  secus  vero  cum  errore  dato 
quovis  minore» 

SFECIALITEB  vero  continentur  in  tomo  hoc 
primo  sequentia» 

IN  INTRODUCTIONE.. 

1.  Prospectus  cognitionum  humanarum..  Pro« 
positio ,  ejusque  formae,  definitio ,  theorema ,  axio - 
ma  ,  demonstratio ,  vocabula  et  veritates  ultimae , 
scientia  ,  systema . 

Historia ,  philosophia ,  mathesis  ,  physica  (ex¬ 
terna  ,  interna),  psychologia  ( pura,  empyrica) ,  ae- 
sthetica ,  scientia  moralis  (pura,  applicata),  Offici - 
iim ,  jus  ,  jura ,  Theologia  (a  pag.  1  usque  6). 

Axiomata.  (  p.  6.  et  7  ,  ubi  ex  IV  deducitur 
modus  apogvgice  concludendi ).  Logica  ad  mathe¬ 
sim  requisita  :  nempe  praeter  prius  dicta,  genus,  spe 
cies ,  subdivisionesque  (p.  8  et  9.1;  aliquod  funda¬ 
mentale  (p.  10,  §  C);  tum  propositiones  quae  ex 
ima  sequuntur  (p.  11,  Imo);  dein  conceptus  aequi- 
valentes  quid  et  quando  sint  (p.  ll;2do  )  ;  atque 
(p.  12  ,  13)  e  duabusL  propositionibus  quando  et 
qualis  fiat  conclusio  ?  (relatis  omnibus  casibus  pos¬ 
sibilibus  ,  et  (p.  14,  15)  per  axiomata  demonstratis); 
sorites  (p .  Um;  conclusio  de  n  ad  ^+1  (p.  16„§  F), 
fundamentum  limitis  (p.  15  |  E), 

% 


i 


(  IV  ) 

iN  CONSPECTU  ARITHMETICAE  GENERALI. 

I.  RADIX  e  fundamento  eommun\ 

Complexus ,  pars,  totum  ,  pars  indivellibilis  , 
nempe  si  complexus  omnis  ejus  .  quod  praeterea 
est,  in  concreto  sisti  nequeat,  nisi  ea  quoque  ad¬ 
sit)  ;  portio  (p.  \  7), 

*  Indivellihile  partis ,  indivellihile  totius  est. 
Pars  partis  indivellibilis  ,  indivellibile  totius  est. 
Portio  portionis ,  portio  totius  est.  S i  p  portio 
ipsius  T  sit;  et  relicuum  ipsius  T  portio  ipsius 
T  esi.  (p.  18,  19.). 

Nihilum  mathematicum  ,  et  expers  ,  punctum 
temporis ,  continuum  (p.  19). 

Aequalitas  (  absoluta ,  respectiva)  ;  quantitas 
( absoluta ,  respectiva )  aequalitas  respectiva  quoad 
contentum  (p.  20,  21), 

f! luant  it  as  cum  quantitate  :  unde  majus,  minus  , 
demtio ;  hinc  reductio  ad,. formam  temporis  (p,24). 
Notio  Arithmeticae  (p.  22)  (ubi  tractat  per  erro¬ 
rem  omissum  est).  Bine 

Quantitas  cum  qualitate ,  paris  .  m  et,  +  * 

—  (p.  22 —  21).  Bine 

Additio ,  (quantitas  complexa, ),  ex  additione 
subtractio  (p.  25).  Hinc 

Series  arithmetica  ,  numerus;  variae  quaestio¬ 
nes  ( p„  27,  28).  Hinc 

Mensuratio  ,  incommensurabilitas  (p.  28  J,  li¬ 
nies  :  quantitas  variabilis  (p.  29 ).  Hinc 

Fractio  (p.  29^,  tum  Unitas  ( p,  30),  (Annotatio 
de  multiplicatione  linearum '(ibidem)  , fractio  vera , 
numerus  integer ;  distinctio  inter  et  ,  et  quae¬ 
dam  hoc  concernentia  (p.  31).  Ex  his 

Multiplicatiotiis ,  ex  hac  divisionis  conceptus 
(p.  33J,  (extensus  pag  106). 

Et  proportionis  geometricae  conceptus  ( p.  43, 
aut  p.  65), 

Iu  multiplicatione  signa  >J< ,  **  (pariter  in  pro* 
portione  (p.  34). 


(  V  ) 


Signa  +  5  —  in  multiplicatione  et  divisione 
(p.  35). 

Specialia  multiplicationis  schemata  (p.  36  - » ; 

n  1 

ubi  (p.  37  et  38)  de 


o 

o 


et  -----  praevia  annotatio 


est ;  et  (pag.  38  pro  (a)  legi  (a)x  debet. 

An  semper  detur  facium,  quotus ?  et  aliae  quae¬ 
stiones  (p.  39)5  ubi  linea  2da  a  calce  pro,  ex  l,le- 
gendnm  ex  §.  32,  1. 

Quid  si  factores  permutentur  prius  homoge- 
nei ,  tum  heterogenei ;  conceptus  celeritatis ,  et 
expositio  conceptus  quantitatum  analogarum  (p. 
39-—  41), 

Duo  divisionis  schemata  (p.  42). 

Per  plures  factores  aequales,  multiplicationis 
cum  divisione ,  filiae ;  potentia ,  radix ■,  logarithmus 
(sensu  elemenfari  )  (p.  42 ,  43;  ubi  p.  42  linea  7 
a  calce  pro  aequalia ,  legi  aequales  debet. 

II.  TRUNCUM  arbori*  constituit  §.  35,  p.43 
incipiens,  usque  ad  p.  178  §.36. 

l2  resultatis  aequalibus,  ad  eorum  aequalitatem 
unde  prodierunt,  non  concluditur  (p.  43)« 

Reductio  quantitatum  ad  formam  temporis  , 
xectaeve ;  (imo  quarundem  ad  circulum).  %  Qu an- 
%itas  finita  (absolute ,  respective)  (p.  44). 

Constat ,  continetur  (p.  45). 

Addita,  etsi  »J<,  adfuerint  quocunque  ordine, 
summam  eandem .  praebent  (ibidem  usque  ad  (p.47), 
ubi  V  p.  45,  per  eri  orem,  et  (Fig.7)p.46  omissum  est). 

Datur  limes  (ibidem  VI). 

%  Tempus  quodvis  continuum  gaudet  dimidio 
(p.  48)  et  si  dimidii  semper  dimidium  accipiatur, 
dabili  quovis  tempore  minus  prodit  (p.  48,  49) 

*  Si  u  multiplicetnr  per  factum  e  factoribus 
numero  n ,  quorum  quivis  =2;  factum  numerus 
quoad  u  erit.  (p.  49.  IX). 

*  Temporis  continui  Q  quod  inter  2  puncta  est, 
quaevis  portio  certo  numero  actepta  ,  superat  f- 
psum  Q  (p.  50). 


(  VI  ) 

*  Tempus  tale  (ut  prius)  per  quemvis  integrum 
(Uvidi  potest  (p.  50);  .onmiaque  dicta  ad  rectam  ap¬ 
plicari  possunt  (p.  51). 

Pro  n  integro,  et  a,  p  iffvis  ,  est  n( a.+  iO  — wa 
-f^j3  (p.  51). 

Ita?  *f  — —  ;  applicatio  ad  a — j3  fp. 

n  n  n  1  N 

52}« 

^  Si  e  tempore  T  (vel  recta)  possit  u  nume¬ 
ro  n  accipi,  ita  ut  w  =  o  vel  <Zu  supersit;  ex  eo¬ 
dem  T,  (n-)ri)u  accipi  nequeunt  (p.  52). 

*  Quaevis  quantitas  ad  unicum  reduci  potest 

(p.  53).  ' 

*  Si  A  31  B ,  est  etiam  A  =r  B ,  id  est  A'  :r  B 
(per  A',  B',  reducta  A,  et  B  intelligendo) ;  et  con¬ 
versa.  (p.  5  3). 

m  Si  A  constet  ex  est  A'  =  a'  -f  &'  -  -  - 

(etsi  interminata  sit  reductio)  (p.  54,55). 

Resultatum  additionis^  subtractionisque  quan¬ 
titatum  reductarum,  unicum.  Imo  etsi  ClzrQ,  et 
a  —  c ,  uti  sunt  considerentur;  undevis  dematur  a 
ex  C  ei  c  ex  Q  ;  residua  erunt  xlia  (p.  55). 

Quantitatibus  item  ita  ut  sunt^  sine  reductione 
consideratis;  et  ^litate  terminata  intellecta:  Imo  . 
Si  A  n:  B  jz  C ;  est  etiam  A  2;  (C  ?  ubi  ex  errore  B 
scriptum  pro  C  est)  ( p.  56)  2do*  Si  P  ^  Q ,  et 
p  iz  qi  ac  q)  (portio  ipsius  P)  ex  P ,  et  q  fportio 
ipsius  Q)  ex  Q,  undevis  dematur :  erunt  illa  quae 
ex  P  et  Q  remanent ,  aequalitate  terminata  aequa - 
lia  (p.  57  usque  59) 

IJt  resultatum  multiplicationis  divisionisque  u- 
nicum  esse  probetur:  prius  de  fractionibus  (men- 
suratiorve  jsupposita  expressis);  et  prius  pro  casu 
commensurabili  tatis  (a  pag  59  usque  62)  :  nempe 
Imo.  fractio ,  forma  quoti  exprimi  potest  (p.  59). 
2do  Si  per  integrum  multiplicetur  numerator ,  va- 
lor  toties  augetur  ,  si  denominator ,  valor  toties 
minuitur  ;  si  uterque  (per  eundem)  multiplicetur, 
\alqr  manet  3tio.  Regula  hinc  ad  denominato - 
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rem  eundem  reducendi ,  (vide  etiam  p»  3%);  (rso- 
ta,  unde  quae  fractionum  sit  major  dignosci  que¬ 
at).  4to  multiplicatio  fractionum  i  unde  fractio 
fractionis ,  et  modus  quo  fractio,  unius  rei  in  fra¬ 
ctionem  rei  alius  mutari  queat.  5to  Divisio  fra¬ 
ctionum .  6to  fractio  et  pro  casu  terminorum  non 
integrorum,  quotus  est.  7mo.  reductio  ad  datum 
numeratorem ,  vel  denominatorem.  o.  Etsi  per 
fractionem  eandem  multiplicentur  termini  fractio¬ 
nis,  valor  idem  manet. 

Possibilitas  mensur ationis  (p.62,  XXI). 

Datur  4ta  proportionalis  (p.  64.  XXI 1.) 
Proportionis  alia  definitio  fp.  65).  In  pro¬ 
portione  2  priora ,  et  2  posteriora  sunt  simul 
comm  ensurabilia  vel  simul  incommensurabilia  (p. 

66).  , 

Proportionalis  4ta  unica  est  (p.  66) 

Definitio  proprortionis  Euclide  a ,  ejusque 
cum  dictis  aequiv alentia  (p.  Ii  et  p.  67). 

Quaedam  de  limitibus  praevie  necessaria  (a  p. 
68  usque  70). 


Imo.  Si  «  o  ;  et  %  o  ;  imo  e  quotvis 

factoribus,  quorum  aliquis  /w\  o,  factum  o. 

Quantitas  omni  dab  ili  minor  non  existit  (p.  69). 

2do.  Si  co  ,  X  /— -\  o  %  et  6)  +  X  A-~v  o  ,  (nisi 
or  X^o)  sit.  3tio  Si  x  a ,  et  y  b  ;  tum 

x  ±t  y  a-*-\  a  ±;  b  °  et  summa  quotvis  quantitatum 
ad  limitem  tendentium  ,  tendit  ad  summam  limi¬ 
tum . 

4to.  Si  #  a—n  o,  et  #  a ,  ?/  s  tunc 


5tn.  Si  p*Z>  x°^>  q  ^  et  p — q  tum  etiam 

p°—x  a— -\  o  ,  et  a? — r/  o. 


6to.  Si  «■/ 


00  ;  tum 


91 


-*■  n 

n±l' 


1. 


n 


1  Ita  7mo  » 
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Svo.  Si,  a  constans  sit ,  et  s 
r-ft  ra 

— a^>  x^> - •; 

s 


00  ,  afqtie 


s 


.  ra 

tum  x —  — ~ 

s 


o. 


«T- V  - 

De  resultato  multiplicationis  f  atque  certo 
sensu  divisionis )  unico  ( a  pag.  70  usque  75). 

9no.  Ordo  factorum  ( etsi  omnes  incommen¬ 
surabiles  fuerint ,  utcunque  discerpta  factorum 
imagine)  non  mutat  factum. 

lOmo.  Factor  b  cum  nullo  f at  ore  a-^-c  (pro 
c  non  o)  factum  illi  quod  cum  a  efficit ,  nrle  pro¬ 
ducit  ,  (literae  in  duabus  primis  lineis  ita  sunt  cor¬ 
rigendae). 

et  y  'N- — ‘  h  ;  tum  xy  -s  ab\ 


11 


mo, 


Si  X 


a 


et  Umes  facti  e  quotvis  ejusmodi  factoribus  ,  esi 
facium  limitum.' 

l2mo.  A  divisum  p>er  B,  quotum  unicum 

A  A 

q;  et—  =Bj  atque  A=B^3  et  ,B=A?  item 


A 

9 


\. 


13tio.  Si  F)1jU  ■  V d  ^  Gt  //■ — - —  /\  ^  fttfjllO 

ffltc  vel  ,  et  wfl—C  ;  tum  A:B~C:D,  a- 

deoque  proportio  ita  designari  potest.  Af(Jue  si 
B  :  A=Q  sit;  B  per  AQ,  et  D  per  CQ  exprimi  po¬ 
terit.  Conversim  quoque  ,  si  A:B=C!D  ,  aut  B^=: 
et  D—CQ  ;  proportio  est  (p.  75,76). 


lito.  Si  x 


a 


tum  quodvis  ipsorum  - *> 


y  A--\  b  et  nec  y  nec  o; 

-(p.77)- 


x  a 

y  ~b~^  ~y"  '  b 

In  praec.  o  e  valoribus  divisoris  excludebatur: 
quidsi  divisor  a-^n  o?  (p.  79). 


Quidsi  tam  dividendus  quam  divisor 


o 


r ? 


quaedam  de  quoto  simul  variatorum  praevie  5  (a 
pag  80  usque  82). 

Imo.  Si  A/-*  1  ;  tum  pro  utvis  magno  N 

u 


datur 


u 


u'  < 


u 
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2do.  Si  — :  /— -\  1 ;  tum  etiam 


U 


u 


1. 

«# 


3tio.  Sit  co'  pro  dato  quovis  Nffpotest 


71 


fieri ,  ac  - 
u 


i  f/-pu/ 

1;  tunc  etiSm  — — -  / — <.  1. 


n 


4to.  Imo  etiam  , 

W  “T  0O 


U 

ur-t-\ 


>  ®t  i 

co 


7  a—-\  1,  si 


«/ 


.fieri  potest. 


5to.  Si 


74 

it' 


V 


l,ac— p  1 ;  etiam 


v 


«•+  v 
u*  i V 


1. 


6to.  Si  — ,  A— \  I  j  ac — r  a-*-\  1;  etiam 
«  .  v 


nv  ^ 

—  - - v  I- 

uv 


„  c,.  74  K  U* 

7mo.  Si  — r  a—\  i,ac  — 

«  v 


^\1;  etiam 


Quotus  formae 


ctj3  y--* 
-  - 


utcunque 


discerpi  valo- 


re  incolumi  potest  (p.  82,  83). 

De  potentiis  et  operationibus  earum  primariis 
(a  pag.84  usque  94);  additis  (p.I05  *  -  107  et  128,129). 

Quod  potentia  possibilis  sit  *  sive  commensu - 
rabitis  sit  exponens  q  sive  non  5  et  sive  &fs  siye 
^  fuerit. 

Imo.  Si  q  integer  ^"et  >  I  sit.  2do.  Si  «=1. 
3lio  Si  qzzi  o. 

4to.  Si  q  integer  m;  deinde  non  integer,  priuS 
^  5  ,um  l"S  sed  quantitas  commensurabilis  fuerit 
(p.  84  ,  85)  ;  ubi  p.  84,  XXIX  linea  5  pro  3—1 

ii 


¥ 
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logi  3—2  ?  et  p.  85  linea  1  pro  2—1  legi  3—2  de¬ 
bet. 

5to.  Sed  quaeritur  (ad  praec.)  num  detur  ta¬ 
le  A  ,  ut  aa—  AAA  ?  (p.  85}. 

6to.  Majus  ad  idem  elevatum ,  et  idem  ad 
majus  elevatum  fit  majus  (p.  86,  87);  et  pro  ex¬ 
ponentis  valore  eodem ,  potentia  eadem  est ;  unde 
potentiae  ad  exponentes  denominaioris  commu¬ 
nis  reduci  possunt  (p.  87). 

7mo.  Si  q  incommensurabilis  ,  et  prius  tam  q 
quam  a  ij«  fuerit  (p  87).  Casus,  si  a =  1  ;  si  a<i  1 
fp.  88).  Si  q  *-<  fuerit  fp.  88  et  39 )  *,  unde  poten¬ 
tia  e  divisore  in  dividendum  poni ,  expoliente  in 
oppositum  mutato  potest  (p.  89). 

Svo.  Qiiodvis  N  sive  sive  <C  1  fuerit ; 
m 

\/  N  1  ?  si  m  GO  Cp»  89). 

9no.  a^  .  a^  ~  a^@  fp.  89).  Et  aq  :  — 

ffl—Q  (p8  90). 

n 

lOmo.  Si  non  solum  a  711  =B ,  sed 

JUL.  n  .  _  .  ” 

etiam  B  »  =a^B  q  (pro  q=z-^  )•  rA  si  w 

i. 

/'*— \  ,  et  a q  =B  ,  est  etiam  B  2  atque  si  B  2 

q  1 

,  est  etiam  #2— B  ;  et  sive  j/B  ,  sive  B  ci  seri* 
batur  ,  perinde  est  (p.  90). 

m  m  /  q 

limo.  (i/E)n  =  l^(B n)y  et  1 2mo.  (~  ) *  = 

—  fp.  91\ 

«7 

l3mo.  («7  )P  =  o-^Cp-  91,  et  92;  ubi  pro 
\aq  )1  legendum  («^)  est. 
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k  9_ 

Hinc  J /aV  =5.  a** (p.  92). 

14to.  Si  «-<1  ,  aut  exponens  uterque  (aut 
unus  tantum)  m  fuerit;  (p.  92  et  93}. 

Si  ~J~=i ,  et  a®  =  r  ;  est  o?  =A ;  et  si 

tt 

a  I3  5  est  ^  (p.  98). 

b 

15to.  (a  li  c  ~  '  5=5  %  c(i  «  Et  |/" •  * 

h  k  k 

-szXS  a .  K  ^  •  l/  c  -  -  - 

ft 

16to.  Si  A-*"'  <7,  consideratur  potentia  pro 

a  ^vo  et  mvo,  prouti  w  par  aut  impar  accipitur. 
Origo  imaginarii  (p.  94). 

De  compendiis  operationum  per  logaritkmos 
(pag.  95,  96). 

De  expressionis  vaio-re  ,•  mutata  u?iitate^et 
de  expressionibus  quoad  diversas  unitates  factis, 
ad  eandem  reducendis  ;  (quum  omnia  dicta  huc¬ 
usque  certae  determinatae  imitati  ^<vae  innixa  sint) 
(pag.  96  usque  105).  Exempla  aequationis  sectio¬ 
num  conicarum  ( p.  101  usque  103);  ubi  nomina 
primaria  sectiones  conicas  concernentia  (p.  101  , 
102)  definiuntur;  et  pag.  103  inter  asymptotam  et 
y)  hyberholam  ,  et  q ,  legi  debet.  Quantitas  concreta , 
et  abstracta  (p.  97). 

De  imaginariis  ,  atque  (his  admissis )  calculo 
r adi c alium ,  (a  pag.  105  usque  118;  cui  addendum 
p.  128,  129,  9no  lOmo  limo  et  12mo.). 

Hucusque  Unitas  if*  ponebatur:  sed  prouti 
superius  quantitas  cum  quantitate  (  nempe  certa 
cum  determinatione)  produxit  ^vum  er  h  yu»i;  ita 
si  quantitatem  ut  radicem  e  quovis  B  spectare 
libeat;  oriuntur  pure  imaginaria ,  quorum  re  alii  as 
multiplicationi  quoad  —  1  innixa  est  (p.  105). 
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Regulae  admissis  imaginariis ,  atque  conce¬ 
ptus  multiplicationis  extensus  (p.  106). 

Expressionum  aequalitas  varia  (p.  107). 

Porro  significatio  jsignij  (/;  tum  Imo 

1^4'.^ — 1;  atque  \S a bz=:\/ ah  (p.  108). 

2<io.  Radix  pure  imaginaria  exprimitur  (pro 

2//  2  n  2  n 

P  j^vq)  per  K — P=  — -1  ;  atque  — l 

(pro  «,  6,  realibus  quoad  4*1)  potest  per  «4-^//— l 
exprimi  (p.  108  usque  110,  prima  tantum  Trigo- 
nometriae  elementa  requirens).  Nempe  p.  109  ra¬ 
dices  wti  gradus  tam  ipsius  -41  quam  ipsius  — 1  ex¬ 
hibentur  omnes,  numero  n.  Et  (pag.  110)  exemplis 
illustratur.  4 

m  m 

Hinc  (item  p.  110)  srVP  sit  p\  erit  P 
l)j  [ubi  error  ita  corrigendus  est j. 

__  N  * 

m  m  m 

(/— P.I^QC =)l^—PQ  (pag.  111,112). 

n  n  n  *  tl  , 

\S A .  B .  \/ C  -  -  -  z=  (/ ABC  (etsi  imaginaria 

adfuerint). 

m 

At  si  id  tantum  constet,  quod  z  et  y 

m  m 

&^Q;  ex  eo  zy^il^PQ  tantum  sequitur. 

m  mu 

3tio.  Si  a~x\  est  x  sed  non  ( =)  an 

fn  n  m  mn 

atque  si  x=z  Is' a,  est  x=z[/ p/V*—  [/a11 ;  et 
2.5  6  _1 

hinc  1=  1=)^— 1 ,  atque  (—1)  2 

2 

=*'.  sed  non  (=)  (—1)  4  (pag.  112,  113 J. 

Re  elevatione  imaginariorum .  [(a  pag,  113  u- 
sque  118).  B 

2/i 

4to.  Quaestio  ad  — 1  redit.  Est  vero  2 n.9 
aut  potentia  ipsius  2  integra,  aut  factum  e  tali,  et 
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2P 

numero  i hi pari;  l/* — 1  nonnisi  ad  m  .  2l>  elevatum 
(pro  m  integro)  dat  reale ,  etquidem  .+  1  pro  m 
pari  ,  et  — 1  pro  m  impari,  (p.  113). 

5to.  Etiamsi  p,  r  -  -  -  potentiae  integrae  ipsi- 
V  $  r 

us  2  fuerint ;  1 . 1^—1 .  1  -  -  -  nullum  rea- 

le  dat.  (p.  114). 

6to.  Radices  exponentis  2W  ipsius  —1,  eaedem 
sed  yia  a  pag.  108  diversa,  item  sub  formam  a  + 
US — 1  venientes,  exhibentur  (p.  115  --  -  li8). 

7mo.  Pure  imaginaria  a  reatibus ,  nonnisi  de» 
terminatione  (uti  ij  etw)  differunt ;  nec  scientia , 
quae  praecisione  evidentiaque  gloriatur ,  meris  i - 
imaginibus  nullo  originali  gaudentibus  contenta 
esse  potest,  (p.  118)  Et  aeque  visibiles  sunt ,  etsi 
imaginarium  in  exponentem  ascendat  (p.  168).  E» 
xemplum  quo  in  Geometria  visibilia  fiunt  imagi » 
naria ,  exhibetur  (p.  177  ,  7mo  )• 

De  regulis  additionis ,  subtractionis ,  multi - 
plicutionis ,  divisionis que^  quantitatum  complexarum 
(etsi  imaginaria  adfuerint),  (a  p.  118  usque  130). 

Megula  additionis  traditur  pag.  118.  Quod 
hoc  pacto  {ubi  ex  errore  pactor  scriptum  esi)  sum¬ 
ma  quaesita  prodeat ;  demonstratur  prius  de  rea* 
libus  pag.  119,  tum  etsi  imaginaria  adfuerint  pag. 
120,121. 

Subtractio  demonstratur  pag,  122.  Quod  op¬ 
positum  subtrahendi  ita  dicto  minuendo  addendum 
sit,  demonstratum  est  (pag.  26.). 

Multiplicatio  demonstratur  (pB  122  -  --  126). 

Divisio  demonstratur  (p.  126.). 

Exempla  quaedam . 

7mo.  (a-\rb)  ("#+  b  ),  et  (a— b )(a — b);  dein  (» 

+  |3  — J3)— j3  3  5  (l/a+^b)  .  = 

« — by  [(«+  b)2 — c2  }  fr2—  (&— 6)2J  ~  (aj;b+c )  (ai* .5 
— c)(afc — 6)(6-fc— «),  (pag.  127).  Et  ibidem  Svo, 
demonstratur  summam  qualiumvis  realium  et  pure 
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imaginariorum,  per  qualemvis  ejusmodi  summam 
divisam,  dare  quotum. 

1  1^-3  ®  r  l  i 

9no.  + — z —  )  ,  seu  [ — -f 


*] 


2  2  '  >  i-  2  '  ‘2  . 

(pag.  128) ,  ubi  <*  radicem  ex  r- 3  denotat  sensu 
(p.lC8). 

P  1 

lOmo.  Si  alSPn  +  —q  multiplicandum  sit 


'i 

per  bis' Q 


m 


b\s  qm 
\ _ _  pq 

P  j  erit  factum  abis^Pnq  Qmp 
ais'  P« 


r 

L 


1 


pq 

*b[S?nqQLmP  . 


-nq  -mp 

=  (ai)’1  PjP?  .Q  P?  ];  (pag. 


128  ,  ubi  error  ita  corrigendus  est).  Unde  etiam 

P  q 

regula  liquet  ;  nempe  a{s^Pn .  h  \/  Qm  = 

ab{/  pyqQmP. 


limo.  Modus  factorem  signo  is'  praepositum 
introducendi  ,  aut  ilium  qui  signo  subest,  educem 
di  (pag.  129). 

p  q  \  pqpvq' 

12mo.  A^P*:Bj^Qw  =;  (ibidem) 

13tio.  Divisio  ipsius  xn — 1  per  x—  1  ,  et  14to, 
ipsius  1  per  1— -x.  Et 

15to.  Plinc  summa  seriei  geometricae ,  et  ca¬ 
sus  ubi  formula  summae  fit  —  ;  tum  limes  sum- 

o 

mae,  si  exponens  *<[!  sit ,  nec  non  complementum 
quoti  in  exemplo  posteriore  (pag.  131  et  132). 


16to.  Seriei  Arithmeticae  terminus  generalis 
et  summa .  Exgr.  numerorum  imparium  summa  u- 
$que  ad  mum  inclusi  ve,  est  n2  (pag  132). 

18vo.  Si  («  +  #  )  per  se  multiplicatum  item 
per  «+  ^multiplicetur,  atque  hoc  continuetur,  do¬ 
nec  [a-\b)n  fiat:  quaeritur  productum  (p-  134). 
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Transformatto  ipsius  («+4)”  in  (1+ - )*.«”• 

Et  simili  modo  tollitur  quivis  factor  e  quovis  ter¬ 
mino  binomii  ad  exponentem  elevati  (p.  134). 

Demonstratio  binomii  pro  n  integro  >JjVo  (p. 
135 _ 137).  Alia  demonstratio  (qua  etiam  nume¬ 

rus  combinationum  exhibetur)  (pag.  137---  140). 

Demonstratio  formulae  binomialis  pro  expo¬ 
nente  qualivis  ,  (adhucdum  excluso  imaginario) , 
a  pag.  141  usque  150.  Prius  lex  qua  terminorum 
signa  pro  Arx  et  —  x  cum  4*  e  et  — -  e  combinatis 
prodeunt,  exponitur;  tum  exponente  coefficientis 
ab  exponente  seriei  distincto,  demostratur  seriem 
ejusmodi  ,  pro  ,  ad  limitem  tendere  3  atque 

limitem  esse  {\*x)e  • 

6to.  Si  x>l;  tum  (lf^)€  ita  exprimi  nequit 
(p.  151  et  152).  Pag.  152  in  linea  snprema  post 
1  signum  loco  —  esse  debet  *  atque  videatur  in¬ 
ferius  pag.  300;  ita  pro  1  videatur  (pag.  303 

et  304). 

7mo.  Aliquid  de  seriebus  infinitis ,  quarum 
incrementa  terminorum  o ,  cum  exemplis  qui* 

busdam  (p.  152,  153). 

8V0.  Si  /-~\  q\  de  {aArb)<l  quoque  valet 
m 

formula  binomialis . 


9no.  Etsi  binomium  imaginarium  contineat 3 
valet  (p.  156). 

10mo.  Si  exponens  binomii  vera  fractio  — ^ 

sit ,  formula  co effici  entis  pti  (p.  157). 

De  Logarithmi  expressione  per  seriem ,  et 
potentiae  logarithmique  conceptu  sublimiori ,  at¬ 
que  quantitatis  imaginariae  ascensu  in  exponejitem 
(a  p.  157  usque  178). 

Si  i  n  (1-f  ponatur  >  atque  n  00  j 


4  m 

tum  ™— -~ 
mf  1 


o.  At 
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luto.  Si  etiam  m  A— -\  CO  ,  et  ab  n  certo  mo¬ 
do  dependeat;  ex  gr.  sit  m—n ;  tum  fl-f  — \n 

n  J 

gaudet  certo  limite,  in  posterum  e  dicto ,  basi  I0- 

garithmorum,  qui  naturale* vocantur.  Etsi  (H— } « 
/  u  * 

ad  q  elevetur,  series  quae  prodit,  (p.  15S 

159).  '  u  ’ 

i.  '  "  * 

Etiam  e  quantitate  reperitur  logarithmus 
.  (p.  159-.-  160). 

3 tio  Modulas  systematis  logarithmici  reperi¬ 

tur.  ("p»  162). 

Si  vero  duae  bases  fuerint  B  et  C ,  et  log  N 

quoad  B  sit  b,  ac  log  N  quoad  C  sit  c\  est  — 

c 

_logC 
log  B 

Log  — 00  (pag.  163). 

Porro  si  in  serie  ipsum  e (per  praec.)  expri- 

mente,  substituatur  a+j3  aut  a — -/3  ,  aut  ap,  vel - * 

,  .  p 

prius  pro  a ,  j3  realibus;  (p.  163),  tum  etsi  imagi¬ 
naria  contineant  fp*  164 ---167);  animadvertitur, 
has  series  analogis  subesse  operationibus,  ac  si  ex¬ 
ponentes  ipsius  e  reales  essent;  generaturque  con¬ 
ceptus  pote?itiae  logarithmique  (seJisu  sublimiori ) 
(pag.  167,  168); 

Logqrithtnus  realis  hoc  sensu,  quantitati  Mvae 
haud  competit  (P*  169),  sed  elementaris  competit 
(p.  170). 

Datur  pro  quibusvis  realibus  A  ,  B;  tale;  x >  ut 
log  +  1).  (pag.  170---  173). 

Ubi  etiam  series  sinum  et  cosimtm  arcus  ntu* 
pli  exprimens  exhibetur.  Et  si  K(cos  1 .  sin  a) 

=  — lz=:eat/~~1J{k  (pro  A,B,K,£,  et  a  realibus); 

tum  KrssA*  +  B3  (p,  172  et  173). 


.  (  XVII  ) 

Logarithmi  imaginarii \  quantitatis  *■*  vae  in¬ 
numerabiles  ([>•  173),.  /  '  ^ 

Pro  quovis  K  >J<vo  datur  tale  k  ,  ut  e  =  ii 
(p.  174  ubi  pro  Fig.  17  legi  Fig.  17  *  debet). 

Fxempla.  Imo.  Logarithmi  ipsius  1  innumera¬ 
biles  ,  inter  quos  solus  zerus  est;  replis. 

2 do.  1~— 1  vet  7Tj/ — 1  est  unus  logarii  h- 

morum  naturalium  ipsius  —  1. 

3tio.  Yalor  ipsins 

4to.  — *1  —i  5  et  ap  " — -1  =  lognat 

5to.  Vafor  ipsius  (j/— l)^”1  (pag.  176). 

ea^—l  1 

6to.  Quid  per  cos  — : - 77- - — •  ,  et 


eaF—i _  \  J  .  ,  . 

sin  a  =  — - ~2tX~j[ - ~  intelligatur  (176,177,456) 

7mo.  Applicatio  certa  imaginariorum  ad  Geo¬ 
metriam  (p.  177). 

8vck  Log — 2 — log  —3  ,  certo  sensu  ~log  — - 


•V 

t> 


==■  iog  -^-(ibidem); 

III.  CORONA  arboris  Arithmeticae  incipit  a' 
§.  36.  p.  178,  et  desinit  in  hoc  tomo  pag.  442. 

Functio ,  variabilis  ,  constans  (p,  178).  Rami 
in  quos  corona  dividitur  p.  179,  180). 

Dein  Imo.  Functionis  divisio  ^  (p.  180, 181)  fn- 
algebraicam  ,  transcendentem ,  absolutam ;  2do. 
signatio  f  unctionum  ( p.  181  -  -  -  183) ,  (sed  in  hor 
opere  ,  nonnisi  ea  occurrunt ,  quae  in  Fxplication 
signorum  reperiuntur). 

3tio.  Si  in  (A)#  substituatur  et  que¬ 

ratur  valor  functionis  (A )(&+i)  {Probi.  Taylorf 
7ium) ;  et  porro  comparetur  augmentum  functioni::’ 
cum  augmento  simuUaueo'  ipsius  x  ;  pervenitur  :! 
rationem  ultimam  augmentorum  evanescent 'iu 7 

ur 


..  io 


X  xvm  ) 

Juxta  mwTmuM;  nempe  si  — /w^  (4  y# , 

litium  tr./^s  ©,  fadeoque  priusquam  =©  fieret).  In¬ 
signis  limes  iste  est  y  e  quo  et  calculus  diffeferentialis 
deduci  potest  ,■  (p.  I83j,  Sed 

4to.  Evidentius  simplici  asque  fi t:  si  fp.  184) 
Ipsi  x  {p*  184  ^  ubi  Une®  supremm?  x  pro  i  U%£  4^. 

icf),  substituatur  prius  ©,  dein  i.  ici  est  —  tum 

2x  |  3x  Wfc,  atque  valoribus  ,  prodeunt ilms  post  se 
invicem  positis  »  quilibet  cum  sequente  comparetur 
(quoad  incrementum )  $  et  incrementa  ista  novam 
seriem  forment :  seriei  bujits  sumina  in  aperto  erit* 
atque  si 

Sto,  Alia  series  occurrat,  e  qua  eodem  modo1 
pro  iisdem  x  et  n  deductae  simili  modo  seriei,  ter¬ 
mini  't  et  T  eidem  mx  (pro  quovis  eodem  m)  re- 

spondentes ,  aut  sim  aequales ,  aut  i?pro 

m  00  facile  patet ,  summam  utri  usque  esse 
aequalem et  si  unius  functionum  valor  notus  sit , 
et  valorem  alterius  innotescere,  (p.  184---180), 

6to,  Etsi  serierum  e  duabus  functionibus  deriva¬ 
tarum  termini,  certae  parti  ipsius  x  (  sed  quae 
c— ©^respondentes  non  uequ ip olle®nt{p.  1 8 i  --  189, 
et  269]?;  valet  in  praec*  dictum, 

Troo.  Datur  pro  ulvis  magno  N  integer  n  i- 

dem  pro  omnibus  m  ,  ut  (u)mx — (a)^ii  <;  ~~2L 

(p,  188,  1S9> 

8m'  di/fermtiuie  fp*  189  et  269)* 

Limitem  integr miis ,  differ entmle  verum  seu  '  eie~ 
mmtum  s  fumeii®  rnmmmirix^  difjeremtmle  siri- 
eims ,  vel  strietmm^  per  d  praepositum  denotatum  , 
ut  emff*  iigetmimii®  seu  dermutm  per  J  fp,f  90,  1.91). 

10»©*  'Si  1 unctio  absoluta,  cujus  valor  quae¬ 
ritor^  non  in  concreto, ,  sed  nonnisi  per  functionis  • 
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1;  ai  jam 


limitem  detur :  hunc  dari  demonstrandam  est5  (ut 
fit,  pag.  230)  ;  utcunque  sit  ,  saepe  differentiata 
functionis  (\)x  quaeritur  ,  per  duas  functiones  ta- 
les  (U)i  ct  (U)'*,  ut  (U)»/»x  —  (U)  (m — l)x  < 
(A)mi  —  (A  )(m—  l)x  <(UjV»x  —  (U)'{f»-~ljx  ,  et 
(LOawx  —  (U)(ot — I )<, 

(  II  )'*»£■  — fll  yfm — 1  )x 

(U ) mx  ■— ( P  )(ot— V  i  quoque  *—■ ,  I  ,  et  simul 

/  j,  ^  <yy*  v  , 

'  ‘  - ~tt  /s-^  I  ,  atque  (u}mx  gau- 

(U)mx — (U)(«i-l)x 

deat  forma  differcutialis  stricti  :  habebitur  differ  en 
liale  ipsorum  ( A)a?  et  (Bk  commime  fp,  191  )• 


limo.  Differentialia  aequipoSlentia*  functioni* 
bus  aequalibus  ,  et  functiones  aequales  differentia* 
libus ■  aequipollentibus  gaudent.  Idem  de  derivatis; 
atque  nec  integralia  differenti  alium  aequipoi lentium 
praeter  constantem  differre  possunt  (p,  191,192)» 

12mo.  Variabiles  plures  ct  pro.  va¬ 
riabili  absoluta  x  denotationes  y+wi  ,  I 

(p,  192,  193);  differentiata, 'derivata,  functionis  plu¬ 
rium  variabilium  (p.  194), 


13tio,  Differentialia  et  derivatae  quoad  varia¬ 
biles  diversas  accepta  (  p.  194), 


14to.  Different  tale  purum  ,  derivata  pura  f 
seu  («)*  (quoad  z)  est  :=  (&)&«*« 
Vc.  (p.  194, 195 ). 

15to.  Differentiata  et  derivata  partialis»  De¬ 
rivata  «ta  ,  differentiata  «tum  (p.  195), 

17mo.  Quotvis  fuerint  variabiles  n ,  v  ,  ab  ea¬ 
dem  absoluta  a?  (saltem  sitnulfaiiea  positione)  de¬ 
pendentes;  quarum  differentialia  sint  (b)&%  (cW 
qnoad  quasvis  variabilium  accipiantur  dif- 

ferentiaJia  (b)'*v  ipsius  uy  (c)r,i?  ipsius  v  ,  seriei 
inciemeutorum  summa  eadem  prodit,  ita.  (b)#*(e)% 

t 


(  XX  ) 

pro  terminis  generalibus  accepta 
summam  eandem  dant;  pariter  £b)#d-  (c)x  et  ( h)fx 
4-  (c)'x.  Unde  etiam  differentiale  seriei  convergen-^ 
ns  (B).r~p  (0  )x  -  -  -  est  sumina  differentialium  fun¬ 
ctionum  singularum.  Derivataque  summae  seriei 
quoad  eandem  variabilem  accepta,  est  summ^  de¬ 
rivatarum  singularum,  irem  quoad  eandem  variabi¬ 
lem  acceptarum  ( p,  195, 196 J. 

In  quovis  termino  generali  seriei  incremento¬ 
rum  dictae  .  cuivis  quantitati  substitui  ei  aequipol- 
lens  potest  ,  si  noqnisi  summa  spectetur.  Atque 
hinc  pro  reperiendo  integrali,  licebit  differeiitiali 
aliud  aequipollens  differentiale  purum,  quod  inte- 
grari  queat,  substitui.  Idem  de  derivata  (p.  197). 

I8vo.  Exempla  faciliora  pro  Tyronibus  (pri- 
mis  elementis  imbutis^  applicationis  theoriae  ad 
(geometriam  et  Mechanicam  (a  pag.  197  usque  212); 
ubi  §.  37,  pro  exemplis  supposita  demonstrantur,  et 
quaedam  inde  deducuntur,  imo  quoad  curvas  et - 
tam  primaria  exponuntur. 

Imo  (usque  5to  ).  Supponuntur  (§.37  demonstra¬ 
ta),  exponunturque  certarum  functionum  absolutc^- 
i  nm  simpliciorum  differentialia  derivataeque,  adeo- 
que  et  horum  integralia  (praeter  constantem)  (pag 
197  -  - » 203). 


5to.  duae  series  incrementorum 
ii t  dictum  est)  fuerint,  et  unius  summa 
nus  generalis  (a  )mx,  alterius  summa  B, 


generalis  (b)mx  fuerit 

tum  A^  “7" (p.  198J. 

P 


atque 


(a  )mx 


N 


(ejusmodi 
A  ,  termi- 
terminus 


6to.  Ex  d  log  u  §;  “i- ,  est  u  d  lottu  ~  u  ~  du  ; 

v  ~~ 

per  quod  functio,  etsi  logarithmus  in  exponente 
ssty  differentiari  potest;  atque  [hinc^/~ 

«'’«  (  199;,  ubi  linea  sequ. /««.“* Jog  a  legi  debet. 


(  'XXI  ) 

7mo.  p.199  Si  derivata,  fuerit  summa  termino* 
rum  numero  certo,  ad  exponentem  >{<vum  (integrum, 
per  errorem,  omissum \adeoque  potentia  haec  constet 
e  ceito  umero  terminorum,  qui  singuli  integrari 
possint  ;  erit  summa  integralium  terminis  singulis 
respondentium ,  integrale  derivatae  datae.  Si  vero 
derivata  fuerit  series  convergens  00  ta  formae 

A xa  rj-  - exponente  ab  aliquo  incipiendo  u- 

nitatem  superante  et  semper  crescente;  summa  in¬ 
tegralium  terminorum  singulorum,  integrale  totius 
derivatae  ,  et  pariter  series  convergens  erit. 

Literae  puncto  insignitae,  eadem  sine  puncto,  si¬ 
gno  d  praeposito,  imo  et  quodvis  aliud,  quoad, 
quamvis  variabilium  ^expressum  ,  ei  aequipolhens , 
substitui  potest;  quo  pacto  derivatae  saepe  purae 
(salvo  integralO  reddi  possunt,  (^p.  200 )  nempe 
si  i  §  ,  est p  (quoad  z>  =  pv  (  quoad  u) 

Eadem  pag.  200,  derivata  areae  in  plano,  de¬ 
rivata  lineae  in  plano  3  soliditatis  per  revolutio - 
nem  lineae  dictae  generatae,  referuntur.  Derivata 
lineae  in  genere  est  (p.268)< 

Pag.  201.  Derivata  distantiae  centri  gravi* 
tatis  a  certo  plano  quoad  abscissam  x-  atque  pag. 
eadem,  et  216 (etiam  p. 226  referuntur  differentia- 
lia  motum  rectilineum  concernentia,  denotationi¬ 
bus  pag.  193  adhibitis  ). 

P,  204.  "V III.  Imo.  / v  sive  J('  1  (quoad  v ) 


2do.  Casus  differentialis  yi  ,  atque  ubi  va- 
Jor  Ipsius  (Ajx-  plane  pro  xs=o  quaeritur. 

3tio.  De  casu,  ubi  (  A  )o=z:0Q  . 


4to.  De  casu  ubi  differentiale  (nempe  'termi¬ 
nus  seriei  genera! is )  pro  a?~ a,  id  est  terminus  se¬ 
riei  ptus,  o  vel  qo  fit ;  ( puncta  discreta  inferius 
pag.  269---). 

P.  20 a.  IX.  Imo.  Si  ordinata  y~axP\  area  ~ 

a  4  /)f  t 

J  y  ( quo  a  d  x  )  =■ — — —  (  ius  i  p  -----  —  i  ) , 

r  4"  i 
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2do.  Area  inter  hyperbolam  Sequi  latera  m  .  et 
q  (p.  m\ ,  atque  ordinatam  y  et  asymptotam. 
Soliditas  per  revolutionem  circa  asymptoiaYu  orta 

Exemplum  pro  diversis  functionibus  stiruma- 
tricibus  eidem  differeiuiali  respondentibus ,  quae 
tamen  cum  constantibus  concernentibus  eadem  in¬ 
tegra!  ia  praebent,  (p,  205  et  206);  ubi  linea  3iia 
a  calce  pro  a!?  legi  nf  debet. 

P*  207.  (usque  209)  Areae  dictae  hyperbolicae 
sunt  f tigar illimi  naturales  abscissarum  e  centro  ac¬ 
ceptarum  :  pbi  (p.  207,  4to  )  demonstratur,  deri- 

vatam  (quoad  z)  ipsius  Jog.nats  esse  ~ — ,  (imo 

z 

p.  210,  er  si  &  non  ipsa  variabilis  absoluta,  sed 
qualisvis  ejus  functio  fuerit).  Modus  constantem  in 
simili  casu  quaerendi.  De  iogarithmis  abscissarum 
i-*  varum  (p.  ‘209  et  2)0). 

P.  211  ,  5to,  Soliditas  paraboloidis ,  ellyp&oidis, 
byperboloidifc. 

6toi  Si  v  dei  i  vatae  quoad  eandem  varia- 

bilem  sint,  M  '*  =& ,  est  j~  u^kj^v.  Applica¬ 


tio, 

P.  212.  7mo.  E  derivata  arcus  circuli  quoad 
tangentem  (p.  309  deducta)  series  Leibmiiana 
peripberiam  exprimens,  t  vide  etiam  p«  303).  - 

P.  213,  Longitudo  arcus  circuli  per  integratio¬ 
nem  formulae  (p.  200). 

P.  214.  Catenaria  ,  ejusque  rectificatio. 

P.  214.  Exemplum  integrationis,  derivatae  su¬ 
perficiei  per  revolutionem  lineae  circa  axem  ortae. 

Eocempla  Mechanica  (a  pag.  215  usque  242). 

P.  215  et  216.  Conceptus  vis  momentaneae,  et 
constanter  agentis . 


P.  217  usque  219.  Demonstrantur  dilfcrentialia 

(p  201). 
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P„  219* --223  Exclusa  prius  medii  resistentia, 
et  vis  w  prius  ab  s  tutu  a  i  dependenf.  Motus  dif~ 
'for  mi  ter  acceleratus  ex  gr.  .per  gravitatem, 

P.  221. ,  Formula  praee.  velocitatem  edam  ultra 
centrum  exhibet. 

P,  222.  Altitudo  competens  celeritati  minimae, 
qua  globus  de  superficiei  terrae  verticali  ter  explo¬ 
dendus  esset  ,  ut  nunquam  redeat,  radio  terrae  ae¬ 
quatur, 

P.  222  et  223.  Si  vis  w  functio  temporis  fuerit. 

P.  223  usque  229.  Si  vis  w  functio  velocita¬ 
tis  v  luerit;  Prisma  resistentiae ,  exponens  resi • 
stent  ide*  Tempus,  celeritas  ,  spatium  in  medio  u» 
informiter  denso.  Applicatio  ad  corpora  labentia. 

P.  229.  usque  234.  Conceptus  centri  gravita¬ 
tis  geometrici .  Functionemque  (Ut  dictum  p.  191) 
est)  per  limitem  datam,  valore  absoluto  gaudere  , 
et  ejus  differentiale  {p.201 )  esse  demonstratur. 

i  •  -  — 

P.  234  usque  237.  Exempla:  centrum  grav.  se~ 
g menti  parabolae  ,  paraboloidis  sphaerae  ,  arcus 
circuli ,  segmenti  circuli  ,  superficiei  sphaericae 

pro  certa  abcissa. 

'  % 

P,  237.  Superficies  per  revolutionem  circa 

axem  generata  =  lineae  ,  cujus  revolutione  ge¬ 
nerata  est ,  per  *  distantiam  centri  grav.  ab  axe 
multiplicatae ,  Soliditas  =  areae ,  per  periphe - 
riam  centro  grav*  areae  descriptam  multiplicatae . 

P,  238  usque  241.  Centrum  oscillationis ,  et 
centrum  percussionis* 

P.  242  usque  268.  Demonstrantur  formulae 
differ  en  tiales  (p.  197  - -  -  suppositae  (praeter  ea, 
quae  pag.  207  -  -  -  217  -  -  -  229  —  demonstrantur ). 

1.  Si  (A)x,  est  )  quoad  u )  = 

hfj'  1  u ,  Datur  vero  pro  quovis  N  tale  n  idem 
pro  omnibus,  ut  requiritur  (p,  244---). 
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II.  duv  —  m)v  -f*  vdu ,  pro 


U‘ 


(A  ):r  et  v  = 


n  x  .  «?d*y — wd® . . 

autem  =  — — Grc. 


III.  Si  arcus  x  circuli  sit  variabilis  absolu¬ 
ta»  d ffferen tial ia  ,  sinus,  cosiuus  ,  tangentis  (p. 
250  usque  253)  ;  quoad  sinum  versum  (vide  p.327  ) 


Derivata  functionis  trigonam etricae  ,  unius 
quoad  aliam  (p.  253  \  {ubi  pro  sc2  legi  —  st*  de - 
bet')  •  Ibidem  et  p,  254  differentiale  arcus  quoad, 
functiones  trigonometricas  deducitur. 


P.  254  usque  263.  IV.  Si  pro  abscissa  ar¬ 
cus  ipsi  x  retpondens  £  ,  et  corda  c  sit;  fit 
s 

„  1  5  si  »  *v  00  •  Curva,  ( concava  ,  co?a- 

C/  7 


vex<i)  ,  tangens  ,  subi angens  ,  normalis  ,  subnor - 
malis .  Curva  gaudet  tangente  in  quovis  puncto  ; 
tangens  cum  ordinata  non  coincidens  secat  ordina¬ 
tas  omnes 


P.  260  usque  264.  Limes  summae  corda * 
rum^  ( qui  per  longitudinem  arcus  intell igitur)  , 
utcunque  sumantur  cordae ;  Differ  en - 

,  et  derivata,  arcus . 

P8  264.  Differ  enti  ale  areae ,  et  p.  265 
rentiale  soliditatis  per  revolutionem  generatorum, 
item  differentiate  sujyerficiei  talis  pro  curva 
concava  ,  et  (p.  266)  /jro  convexa 

P.  268,  Lineae  cnjusvis  (etsi  non  in  planum 
cadat)  differentiate ,  et  derivata. 


P.  269«  Dum  expressio  differentialis  pro  certo 
w?x  (p.205)  fit  o  aut  GO  vel  - —  ;  puncta  certa  r//- 

s creta ,  singularia  ob  certas  qualitates  dicta. 

P.  272  usque  285  Exemplis  haec  illustrantur. 
Expressio  tangentis  ,  s ub t  an  g  en tis ,  normalis ,  sub- 
normalis .  punctum  flexus  cwjrp**  Imi  ,  2di 
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neris .  punctum  multiplum ,  isolatum.  Asymptota 
O  283  usque  286), 

■  P.  286.  Yil.  De  -1-  et  — . 

o  .00 

P.  288,  De  ordinatis  ex  uno  puncto  tanquam 
centro  (vel  polo)  euntibus  :  spiralis  Archimede a  et 
logarithmica ,  (abscissa  u  in  peripheria  accepta}. 

P.  289  Theorema  Taylorianum  :  Imo-  de  casu, 
quo  ope  theorematis  hinomialis  demonstrari  potest, 
2do.  Generaliter  juxta  Lagrange  (a  p.  291  usque 
294)  ;  additis  complementi  finibus,  intra  quos  con¬ 
tineri  debet,  apud  quemlibet  terminum  subsistere 
libuerit Frias  pro  una  .var labili ,  (p.  311  pro  plu¬ 
ribus). 

P.  294  usque  311  applicationes  variae.4  Com- 
p lemgnfnm  generale  formulae  hinomialis  (p.  295). 
Ibidem  4to  de  facto  e  factoribus  ,  quorum  mime* 
rus  A-*“\  go,,  (ut  in  formula  binomiaJi). 

5to.  Applicatio  ad  (  1  ~f  pro  et  ex¬ 
ponente  wY0  et  7>1  ,  (p*  299};  pro  (p.300) 

6to.  Formulae  ipsius  (1  +  1)*  ,  pro  «<1, 
complementum  o  (301).  7mo  fpag.  302)  si  e 
fuerit  et  ^>1 .  complem .  A-^GO  ;  at  a^v  o  sem« 
per  ,  excepto  si  e  i-t  et  non  <C  1  sit  (p.  303)  $  nf® 
mirum  8vo  si  e=z  — 1,  series  nullius  valoris  est. 

9no.  Hinc  (ex  pag.  212J  illustratio  seriei  Lep* 
bnitianae  ex  (l  +  %)~x  pro  stsl  deductae. 

10mo.  Pro  ('i— °l)e  valet  (p.  304  usque  307}. 
Pag.  307.  animadvertitur,  (1— i)~m  exhibere  seri - 
em  arithmeticam  ordinis  (m-~ l)ti  (p.133). 

limo.  Adhuc  unum  exemplum  pro  factd  e  fa* 
ctoribtts  innumerabilibus. 

12mo.  Demonstratio  eriterii  convergentia® 

Olicieriani. 

iv 
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I4to.  p»  311  usque  314.  Ta ylonanum  ad  pia¬ 
res  variabiles  applicatum. 

P.  315.  X.  Applicatio  Tayloriani  ad  maximum 
minimumve .  Exempla  (p.  316  usque  318). 

P.  319.  XI.  usque  329.  Applicatio  Tajdoriani 
ad  radium  curvaturae ;  equo  conceptus  evolutae , 
erolventisque  nascitur.  Linea  l  lineam  L  tactus  or¬ 
dine  pto  tangere  quando  dicitur  ?  (p.  319)  Appli¬ 
catio  ad  rectam ,  circulum  C/c.  Radius  osculi ;  e- 
xempla  (p.  325  usque  32?)  radii  osculi ,  «eci/o- 
wi-y  conicae  ,  cyclo  id  is.  Evoluta  cyclo  idis  cyclo  id  i 
evolventi  aec/ualis  est  (p.  32S).  Cur  filum  in  tan¬ 
gente  cycloidis  tensum  fingemus  applicavit  (p.329) 

P,  329.  XII.  usque  342.  Prm c  ipiu  et  applica - 
tio  calculi,  variationum.  Theoria ,  duplici  modo 
Cp*  330  usque  333,  et  340}.  Exempla  :  longitudo  mi¬ 
nima  datam  aream  claudens  (p.  333)  ;  Rrachysto - 
clirona  (p.  33? 

P.  342.  §.  38.  Maniorum  coronae  arboris  unum 
constituunt  aequationes  (determinatae,  indetermi¬ 
natae^.  Radios  aequationis  unde  dicitur  ?  (p.  342). 
Non  quaevis  petito  satisfacere  debet  (  p.  343). 
Ordinatio  aequationis,  et  reductio  ad  formam  ra¬ 
tionalem  (p.  344,  345).  Resolutio  generalis  aequa¬ 
tionis  ordinatae ,  -gradus  Imi,  2di;  3tii,  4ti.  (p.  346 
usque  350). 

P.  351.  Quomodo  resolutio  aequationis  xiJ — l 
“©  cum  constructione  geometrica  polygoni  regu¬ 
lans  17  laterum  cohaereat ? 

Exempla  (p.  351  usque  359),  plerumque  scitu 
necessaria. 

Exemplum  etiam  pro  conjunctione  impossi¬ 
bili  (p.  357  ubi  inferius  pro  p,  358  legi  356  debe*). 

P.  359.  §.  39.  Transformationes  aequationum . 

P.  361  usque  363.  Si  aequatio  n  gradus ,  una 
radice  (etsi  imaginaria)  gaudeat:  radicibus  mime- 
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n  f  (nec  pluribus )  gaudet .  Idem  modo  communi 
(p.  363),  * 

P.  364  et  365.  E  praecedente  ,  lex  co efficien¬ 
tium  in  aequatione. 

P.  366.  Si  radix  aequationis  ( ordinatae  et 
ad  coefficientes  integros  reductae)  commensurabi¬ 
lis  sit ;  numerus  integer  est :  unde  modus  inqui¬ 
rendi,  inim  radix  talis  detur ,  et  quae  sit. 

P.  367  usque  373.  Si  radices  omnes  reales  sint ; 
tot  signorum  imitationes  sunt,  quot  radices  tj«vae,  et 
tot  successiones  signorum  aequalium,  quot  *-<vae* 


P.  374  usque  379.  Modus  radices  aequationum 
altiorum  reales  ,  (si  dentur)  ,  etsi  incommensu¬ 
rabiles  sint ,  per  approximationem  quaerendi  (me 
thodo  Newtoniana  ,  aut  Lagrangeiana) . 


P.  379  usque  3S1.  Si  plures  fuerint  incogni¬ 
tae,  et  totidem  aequationes  gradus  Imi. 

P.  381  usque  392.  Demonstratio  regulae  inge¬ 
niosae  a  Bezout  ab  inductione  datae 


P.  392  et  p.  416  usque  121.  Aequatio  inde¬ 
terminata  gradus  Imi  ,  per  fractiones  continuas . 

A 

Si  A  et  A '  inter  se  primi  fuerint;  tum  '~7 

'  A 


minimis  terminis  exprimitur;  atque  si 


A' 


a 

1? 


et  tum  et  A 'k~a\  et  h  integer  est,  Cp. 

393).  Si  N =a5  -  et  N,«,  b  -  -  -  singuli  perse  pri¬ 
mi  sint;  tum  N  alia  factorum  imagine  exprimi 
nequit  (p.  394).  Hinc  si  primorum  a,  b  quilibet 
seorsim  metitur  numerum  N  ;  eundem  N  ei  pro¬ 
ductum  e  quibuslibet  eorundem  primorum  meti’ 
tur  ;  et  conversim  integrum  N  integer  P  nonnisi 
ita  metitur ;  si  P  factoribus  primis  ita  exprimi 
queat,  ut  imaginis,  qua  N,  factoribus  primis  ex¬ 
primitur  ,  partem  constituat .  (p.  395).  Quivis  nu¬ 
merus  primus  sub  formam  6«  rir  1  venit,  sed  non 
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quivis  numerus  hujus  formae  primus  est,  E  dictis 
divisor  communis  maximus  quotvis  integrorum0,  nec- 
non  minimus  eorum ,  quem  datorum  quivis  meti» 
turi  posterius  ad  denominatorum  communem  mi» 
nimum  quaerendum  applicatur  (p.  396);  prius  alia 
methodo  etiam  fieri  potest  (p.  397). 

P.  398  Fractio  continua  vulgaris.  Approximan¬ 
tium  expressio.  Differentiae  approximantis  cujusvis 
o  sequente •  (p.  4c0 J 

P.  401  usque  104.  Differentiae  approximem» 
tium  a  primitiva  sernper  decrescunt ,  et  qaevis  ap¬ 
proximans  terminis  minimis  expressa  est  &c. 

P.  405  usque  407  Fractio  continua  forma &  ge¬ 
me  r  alio  r  is  /atque  hujus  evolutio  in  seriem .  Series 
Mrounkeri  cum  Leibnitiana  conveniens. 

P.  408  usque  411.  Applicatio  fractionum  con* 
t  mu  arum  ad  resolutionem  aequationis  quadrati » 
eae,  ■  Megula  fractionem  approximantem  'quamvis 
pro  vaiore  radicis  quanto  vis  propius  exprimendi . 
Exempla  (p.  411  et  412). 

P.  412  usque  AMResoIutio  aequationis  quadrat  i- 
*'*&  per ,  *  sz  K" «-f  -  *  -  ' 


1 »  416  usque  421.  Dissolutio  aequationis  inde-  ' 
terminatae  per  prior  at  additis  aliquot  exemplis,  in- 
«ter  quae  est  ,  quod  si  peripheria  per  quemvis  pri- 
uiorum  b-m-  dividi  (constructione  geometrica) 
possit  %  etiam  per  factum  e  quibusvis  eorum  di- 
vidt  potest ,  si  nullus  eorum  ?  praeter  2«,  pluries 
quam  semel  occurrat ). 

Si  numerus  gradus  aequationis  impar  fuerit , 
aut  pro  numero  gradus  pari ,  terminus  ultimus 
fueni  5  aequatio  radice  saltem  una  reali  gaudet y 

(P*  422  usque  424,  ubi  ad  finem  lineae  6ue  pro  os 
legi  eo  debet). 
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P.  425  usque  436.  Demonstratio  GAVSSiana  , 
dari  radicem  aequationis . 

P.  437  usque  441  Primaria  de  seriebus  \  de 
coef fidentibus  pro  functionis  valere  =  o  ;  et  mo¬ 
dus  functionem  fractam  in  alias  formae  requisitae 
discerpendi . 

GENERALIS  CONSPECTUS  GEOMETRIAE  a  pag*  442 
ad  finem  tomi  Imi]. 

Spatii  conceptus  e  inundo  externo  per  abstra* 
edonem  (p.  442}:  punctum  spatiale ,  punctum  tem¬ 
poris  (p.19).  Ubivis  in  spatio  datur  punctum  spati*- 
ale ,  et  omnia  puncta  spatialia  sunt  aequalia.  Su¬ 
perficies^  linea ,  forma ,  sectio  (p,  443). 

P.  444.  Reditus  in  mundum  externum ,  corpus 
idem  considerando  in  diversis  locis :  constructio 
mobilis  geometrici  ;  atque  cum  hoc  reditus  in  spa¬ 
tium  purum  ;  axioma  congruentiae.  Motus  geome¬ 
tricus .  '  ..  t 

P.  445  et  446*  Conceptus  motum  geometricum 
respicientes ,  Pariae  tum  quaestiones :  atque  Az/jc 
(a  p.  446  usque  448}  tres  operationes  primitivae  , 

P.  448.  Nova  quaestione  exorta,  fit  co?iceptus 
per,  A  unicum  iqisius  P5  denotatus  ,  exemplis  illu¬ 
stratur. 

P.  449.  Passu  ad  omne,  oritur  conceptus  rectae , 
planique  $  additis  analogis  quibusdam  definitioni¬ 
bus. 

P*  451  Suppositis  prius  recta  planoque :  e 
pluribus  rectis  ex  eodem  puncto ,  oritur  pyramis 
(sensu  lato J;  et  accendente  multiplicatione ,  con¬ 
ceptus  similium ,  et  homologorum .  Ibidem  voces 
plaga ,  regio,  internum  explicantur. 

P.  452.  Aliae  definitiones  similium .  E  prima 
definitione  contrarie  aequalia ,  geometrice  aequa¬ 
lia  \  Exempla  (a  p.  452  usque  455). 

P.  455  usque  457.  E  ■>  pluribus  rectis  punctum 
idem$  commune  habentibus ,  via  unius  circa  p  done; 


1 
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redeat;  aut  in  plano  facta ,  atstmon  :  si  prius,  oritur 
circulm ,  et  conceptus  concernentes  ,  ( definitiones 
functio  :nm  trigon.}.  E  posteriori  oritur  forma  api* 
cata ,  et  r  nc  conceptus  'generalis  anguli ,  qui  certo 
respectu  quantitas  fit.j 

P.  458  et  459,  Forma  sine  angulo,  dicitur 
fluens ,  etsi  liaec  etiam  quantitas  ^ nempe  absoluta) 
sit,  dicitur  uniformis.  Fluens  sine  recta  planove-,, 
dictus  curva.  Fluens  cum  recta  planoye ,  parit  tan¬ 
gentem  ,  et  haec  p  e  rp  e  n  dic  u  lar  ii  ai  em. 

P,  459  usque  462.  Redarum  pyramidem  gene¬ 
rantium  puncto  communi  remoto  in  GO  ,  oritur 
prisma ,  (sensu  lato).  Atque  hinc  aequif luens ,  li¬ 
neae  primario  aeques  it ae,  et  conceptus  | generalis 
paralellismi  ( directi  et  inversi). 

P.  462.  Descensus  in  planum  :  figura ;  rectili- 
neae  species  quaedam,  quo  pertinet  (pag.  9).  Quid 
per  geometrica  constructione^  perficere ,  intelliga- 
tixr  (p.  463)  sensu  tacito  Euclidis. 

P.  463.  Constructio  geometrica ,  sensu  stricto , 
et  lato ;  nempe  inferius  demonstrando,  inter  quaevis 
2  puncta  esse  rectam;  si  quid,  sine  conjunctione  o- 
perationum  primivitarum ,  certo  numero  duarum 
priorum  (omnibus  ad  planum  restrictis)  perficiatur, 
geometrice  ( sensu  stricto)  construi  dicitur;  si  ve¬ 
ro  non  restringatur  ad  planum  ,  ( admissa  opera¬ 
tione  3tia  quoque,  quod,  per  errorem  omissum,  ad* 
di  debet ),  geometrice  ( sensu  lato)  eonstrui  dici¬ 
tur  (p.  464). 

P.  464.  Iivplano  quae  tractantur  ?  (Annotatio 
de  trigonornetria  sphaerica)  (p*  465 ). 

P.  465.  Reditu  in  abyssum  spatii;  quae  tractan¬ 
tur  prius? 

Ibidem  §.  12  usque  468.  Conjunctio  operatio¬ 
num. 

P.  468.  Formae  quomodo  fiunt  quantitates  re * 
spectivae  ,  et  reductae.  Ibidem  usque  476.  Gene¬ 
ratio  certae  lineae ,  quam  rectam  esse  (p.  578)  de¬ 
monstratur. 

P,  476  usque  479;  Ititer  quaevis  2 puncta  spa - 
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tii  datur  linea  ejusmodi  ;  exit  continuata  e  q  na¬ 
vis  sphaera;  congruentibus  2  punctis  necessario 
congruunt  ( et  continuatae );  neque  a  puncto  ad 
punctum  una  recta  plures  dantur .  Est  quoqu*  re* 
cta ,  quantitas  absoluta ,  et  potest  in  se  porro  mo * 
veri. 

P.  479  usque  482.  Plani  generatio .  Si  recta 
duo  puncta  in  plano  habeat,  tota  incidit.  Per  (quae¬ 
vis  tria  puncta  datur  planum  ,  nec  plura  dan¬ 
tur 5  (si  3  ilia  puncta  non  in  recta  sint J.  Planum 
per  quamvis  rectam  in  ea  sitam  in  duas  plagas  ae¬ 
quales  dividitur. 

P.  482.  Formae  angulares  duarum  redarum 
congruunt ,  si  arcus  e  verticibus  radiis  aequalibus 
descripti  aequales  sint ,  et  sumina  angulorum  e 
puncto  rectae  (in  eadem  piani  plaga),  est  dimidiae 
peripheriae  (id  est  2  rectis)  aequalis;  et  eonver- 
sim  ,  duae  rectae  sunt  in  eadem,  si  sumina  angulo¬ 
rum  e  puncto  utrique  %  communi  in  eadem  plani 
plaga  sit  —2  rectis;  sunt  quoque  hinc  omnes  formae 
anguli  recti  aequales.  Descripto  (apice  angulorum 
pro  centro  accepto)  circulo;  in  omnibus  dictis,  ni¬ 
si  ita  esset,  pars  toti  fieret. 

P.  482.  Planum  est  quantitas  (nempe  absoluta). 

Ibidem  usque  487.  Sectiones  rectarum  qilano- 
rumque  inter  se,  atque  planorum  cum  sphaera .  Re¬ 
cta  cum  recta  (aut  plano),  nonnisi  punctum,  planum 
vero  cum  plano,  aut  nihil,  aut  rectam,  commune  ha¬ 
bet.  Recta  per  planum  transit  in  spatii  plagam  al¬ 
teram.  Si  planum  P  cum  plano  Q  punctum  com¬ 
mune  habeat;  sectio  recta  est;  transitque  P  per  Q 
in  plagam  alteram»  Ad  redam ,  planumve  datur 
e  quovis  puncto  eorum  ad  ea  L.ris  ,  {ei  e  quovis 
quincto  etiam  extra  illa  datur  ad  ea  { _ i- i s .  re¬ 

cta  ad  duas  plani  redas  Lris  fuerit  ,  erit  ad  o- 
mtips  in  eodem  plano  per  punctum  sectionis  ductas > 
adeoqiie  ad  planum  ipsum  Lris  (p.  48S). 

Planum  p  est  [_re  a(^  planum  P,  si  L*'is  af*  P 
in  p  cadat,  (p,  484).  Anguli  verticales  tam 
rum.  quam  planorum  aequales  sunt  (ibidem),  idem 
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,amon  modo  communi  evidens  est,  si  formarum 
angularium  aequalitas  pro  arcubus  aequalibus  de¬ 
monstretur  (482). 

P.  485.  Circulus  maximus  in  sphaera ;  angulus 
circulorum  maximorum  fit  quantitas  respectiva .  Jr- 
cus  circulorum  maximorum  ,  ad  arcum  a&  circuli 
maximi  Lres  ,  in  extremitate  quadrantum  ( polo 
dicta)  concurrunt. 

Si  plana  P  et  Q  se  invicem  ad  angulum  re-~ 
ctum  secent  in  recta  rtS  ;  e  quovis  puncto  p  ipsius 
P  ad  ab  demissa  [_iis  5  est  L  ad  Q  ;  atque  e  quo¬ 
vis  puncto  ipsius  ab  erecta  ad  Q  Lris  ,  in  P  cadit. 

P.  486.  Cii  duo  plana  P  et  p  se  invicem,  secan¬ 
tia ,  sint  ad  3tium  Q  L_ria  sectio  priorum  est  |  ri9 
ad  Q. 

Angulus  rectae  cum  plano ,  fit  quantitas  re - 
sn activa  (p*  480),*  atque  est  minimus  omnium  (ni¬ 
si  rectus  sit),  quos  recta  eadem ,  cum  recta  quacun¬ 
que  plani  per  punctum  sectionis  ducta  facit. 

Ibidem  usque  ad  finem  ,  de  planis  rectisque 
se  invicem  non  secantibus .  Axioma  EucUdeum  tria 
.complectitur ,  quorum  quodvis  sufficit,  (p.  4S7  et 
488). 

P.  488'  usque  490.  Brevis  disquisitio  de  theo¬ 
ria"  parallelarum  :  et  Appendicis  idea. 

P .  490  usque  ad  finem  tentamina  eam  demon¬ 
strandi  olirn  facta. 

Appendix.  Geometriam  ab  ea  independentem 
absolutam  exhibens. 


Errata, 
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ERRATA. 

*>  <  .  N 

•  / 

Pag.  1 :  i  it  Introductione  ;  ubi  desideria  ae¬ 
terna,  nempe  veritatis ,  et  amoris  fraterni  reci¬ 
proci  in  eodem  Patre  uniti  exponuntur  ;  id  es t 
quae  nulli  tempori  finitor ,  nec  ulli  existentiae  for^ 
mae  propria  sunt,  et  notam  Auctoris  communis 
eandem  referentes,  nonnisi  claritate  potentiave  dif¬ 
ferunt  ;  vocabulum  bracchiis  per  errorem  omissum 
est. 

Praeterea  nec  beatitudo  definita  est :  sit  igi- 
tur  fas  aliquot  verba  ex  olim  editis  addereV 

Quis  est ,  qui  reflectens  ,  se  infinitae'  caussae 
superiori  subjectum  esse  non  sentiat,  eOque  per 
se  infirmus  non  refugiat  ?  Certe  si  nit  admirari 
rectum  sit,  in  quantum  effectus  quilibet  e  sua  cau¬ 
sa  promanat;  omne  admirari  rectius  est:  quocun¬ 
que  enim  sensus  internos  externosve  porrigamus, 
sive  cogitare  nos  ,  bonumque  omnium  velle  simus 
conscii  ,  sive  ad  voluntatis  nutum  moveatur  cor® 
pus  (unum  aut  millia  simulj,sive  flos  nocte  aper¬ 
tus  gemmam  aurorae  ferat;  admiranda  omnia,  ad 
summe  et  denique  solam  admirandam,  supremam 
omnium  Caussam  inconeeptibilem  provocant,  nobis 
infinite  superiorem  ,  attamen  intus  extusque  ubique 
proximam. 

Indicium  beatitudinis  esset  ;  gratitudo  ex  o- 
roniom  et  singulorum  gaudio  suae  existentiae  re¬ 
sultans  ,  caussam  hanc  communem  dulci  desi¬ 
derio  quaerens:  qtianquam  et  illi,  cui  inter  ruinas 
templi  quondam  pulchrius  nitente  sole  exstructi  , 
nullum  terrestre  gaudium  germinat,  aut  cujus  idea- 
iibus  aethrreis  disparentibus  ,  quasi  de  coelo  deje¬ 
cti  ,  et  ex  arida  paradiso  respicientis  labentes  !a« 
clirimae  nullas  amicas  inveniunt;  in  moestissima^ 
tenebras  descendant  candidi  angelorum  chori ,  de* 

v 
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sortumque  aeterna  resone?  laetitia  —  nec  Deus  in- 
fi  n  i  tus  uS  I  ibi  magis  appareat,  quam  ad  pectoris 
vulneribus  immeritis  gementis  solitudinem  dereli¬ 
ctam  explendam — imo  infinitus  quidem  ubique  prae¬ 
sens  ,  proximus  ad  lectum  morientis  sentiatur  — 
Certe  veluti  terra  ,  si  oculis  pro  videndo  sole  de¬ 
stituta  ,  sensu  polleret,  calorem  attractionemque 
ejus  persentisceret;  simili  modo  sensus  animae  in¬ 
timus  de  Deo  testificatur,  et  omnes  mundi  ex  irri- 
irienso  abysso  micantes  annuunt;  ac  suprema  manu 
sacrosanctissima  pectoribus  imis  inscripta,  dummo¬ 
do  lux  alma  faveat,  nec  falsa  spuriaque,  generi  hu¬ 
mano  inimica,  mortales  oculos  obcoecet,  ultro  le¬ 
guntur  ;  lectaque  e  procellis  temporaneis,  ad  aeter¬ 
nitatis  tranquillitatem  elevant. 

Absoluta  beatitudo  vero  (quae  omnium  et  sin¬ 
gulorum  est),  consisteret  objtctive  in  eo  ,  ut  sub 
quovis  tempore,  et  in  quavis  existentiae  forma  , 
omnes  et  singuli  simul,  ut  infantes  aeternitatis  ,  c- 
jusque  certi  haeredes  ,  incrementum  quam  maxi¬ 
mum  capiamus;  id  est  quo  clariora  fortioraque  red¬ 
damus,  expleainusque  in  quantum  fieri  potest,  ae¬ 
terna  desideria,  temporaneis  quoque  satisfaciendo, 
in  quantum  priora  requirunt  (saltem  permiuuntX 
Subjectiva  autem  est ,  dulcis  omnium  necessitasjo&- 
jeetivam  dictam  semper  volendi,  sensusque  coelestis, 
dum  in  almo  veritatis  die,  gelidae  individualita- 
tis  glacie  undique  soluta,  omnibusque  amore  recipro¬ 
co  in  brachiis  infinitis  Patris  communis  unitis,  re¬ 
flexione  luminis  calorisque  divini  ex  omni  in  omne, 
QO  00  ,  pulchritudo  originalis  absoluta  aef ernaque  pa¬ 
tefiet;  adeo  ut  pulchritudin //hujus  absolutae  desi¬ 
derium  quoque  aeternis  adnumerari  possit,  (ut  nu¬ 
mero  sacro  trina  sint),  quamquam  saepe  tempo- 
re  aeternitatem  ineptiente,  splendida  imago  evane¬ 
scens  ,  telam  foedam  post  se  relinquat. 

errores  praeter  eos  qui  operis  ipsius  sunt,  partim 
corectori ,  partim  typographis  attribui  possunt. 
Ori c graphici  facile  corriguntur  :ut  p.]l  esse  pro  ese 
i  concinentibus  pro  concionentibus ,  atque  ex- 
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struitur  pro  extruitnr  ,  p.  337  Brachystochrona  ,  pr» 
Brachistochrona,  p.  447  sphaera  pro  spaera,  p  443  in» 
riivellibiiis  pro  indivillibilis,  p.  41 1  scribere  proscii- 
bere,p.l06  expressionum  pro  expressiouum,  p.  240 
isovhronum  pro  isochrorum.  p.273  nempe  pro  nem. 

Maculae  typographicae  in  plurimis  locis,  et 
quibusdam  exemplaribus  quoque,  per  se  facile  cor¬ 
riguntur  :  at  sunt  quaedam,  quae  propter  artis  lieic 
defectum,  in  quibusdam  exemplaribus  non  satis  aut 
plane  non  expressa  sunt ;  ex  gr.  pag  7.  linea  ultima, 
nonnisi  a  et  resulta-,*  p.  150.  (l  ,  p.  160  li¬ 

nea  6.  (1—2 «),  p.  170  linea  6  a  calce,  Bp/ — 1  , 
p.  324  linea  5  a  calce  ,  prima  Iitera  y  est,  at  non  in 
omnibus  prodiit,  p.199,  /.  10  pro  I  a  lege  loga. 

Praeterea  expressiones  quoque  in  plurimis  lo¬ 
cis  interruptae  in  sequentibus  lineis  continuantur  : 
quod  tam  molestum  est  ,  quam  claritati  obest,  sed 
aliter  hic  fieri  non  potuit.  Exgr.  p.  108,  110  111, 
112,  116,  117,  135  ,  137,  153,  157,  17 1,  172  Ifc.  5 
In  indice  correcta  sunt,  «errata  sequentia. 

Pag.  22.  (Vide  Indicis  p.  IV).  P.  39,  42,  45  et  46 
(/.  p.  V). 

Pag.  56  (/.  VI).  Pag.  73  (/.  VIII.  10mo  ).  Pag.  84 
(/.  IX). 

Pag.  85  et  92  (/.  X).  Pag.  103  (1.  XI). 

Pag.  110.  (i.  XII  ubi  maculae  typographicae  de¬ 

lendae  sunt) 

Pag.  118  (L  XIII).  Pag.  128  (/.  XIV).  Pag.  199 
( 1  XX )  ' 

Pag.  206  (/  XXII).  Pag.  424  (/  XXVIII).  Pag.  464 
(/.  XXX).  Praeter  haec 

P.  24  Tab.  I.  Fig.  1.  deleatur.  Pro  Fig.  3  quae 
ad  p.  25  §  14  pertineret,  illustrare  etiam  fu 
gurae  5  et  6  additioni  inservientes  possunt.  Ce- 
teroquin  figuris  omnibus  adseriptae  paginae 


sunt. 

<  i 

p. 

38 

linea 

7,  pro 

(a)  lege  (a)x. 

p. 

46 

adde 

(Fig  7). 

p. 

56 

!  in  ea 

9  pro 

Fig.  3  degatur  Fig 

p 

61 

reductaru  m 

pro  reduetorum. 

7  * 
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P. 


89 

95 


linea  6  a  calce,  pro  nm  lege  n 
linea  4,  pro  basi  Q  lege  a. 


m 


P.  110 


m 


linea  6  a  calce,  pro  j/ - — P(=)  Je»e 

#  b 

•P  =>. 

ad  lineae  16  finem  ,  pro  —  lege  (=). 
linea  8  a  calce,  pro  ex  lege  ex. 
linea  suprema,  pro  ( l—  lege  (1  hh 
linea  8  lege  Fig.  17  * 

linea  3,  pro  (A»3  lege  (A 'jx3. 
linea  suprema  ,  pro  i  lege  x. 
linea  3,  post  dicitur,  adde  per  d  (A)# 
denotatum. 

I •  2.  a  7mo  post  ^ viim  adde  integrum, 
linea  3  post  x,  pone  parenthesim,  linea  5 
ante  per  ,  dele, 
linea  6  a  calce,  pro  e*  Jege  ex. 
linea  8  a  calce,  pro  est,  lege  sit. 
linea  9  ante  X  pone  10mo. 
linea  5  a  Imo,  lege,  ultra  c,  nec  in¬ 
tra  vel  in  b. 

linea  10  a  calce,  pro  cs2  lege  — *cs'. 
linea  12  a  calce,  lege  — 2(  z)x. 

linea  4  a  calce,  pro  xd  jegc 

linea  8,  pro  Jv  lege  alv  . 
linea  1  a  calce,  pro  Fig  49  legatur  Fig49  * 
linea  4  a  calce, pro  Fig  50  legatur  Fig.50* 
pro  citata  p.  358  legatur  p.  356. 
linea  11  adde,  nempe  S=CT  (j>.40)  fit 
=T  pro  _C==1.  J 

linea  12,  pro  xP~y  ^2  lege  #fx~vt2f 

linea  12  a  calce, pro  Fig..;' i  legatur  Fig.55. 
linea  2  adde,  si  punctum  motum  6  fue¬ 
rit. 

P.  479  linea  8  a  calce,  lege  dimidietas  nbb. 

In  arbore  linea  15  a  calce  (ad  laevam);  adde : 
ubi  tamen  sive  functionem  constituentia,  sive  fun¬ 
ctionis  qualitas  quantitasve  quaeri  possunt. 


P. 

P. 

P. 

P. 

P. 

P. 

P. 

P. 


P. 

P. 

P. 

P. 

P. 

P. 

P. 

P. 

P. 

P. 

P, 

P. 

P. 

P* 

P. 


m 

iS- 

111 

150 

152 

174 

183 

184 

191 

199 

201 

207 

211 

215 

230 

253 

27O 

280 

309 

316 

317 

357 

359 

369 

421 

466 
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Reliquos  errores  haud  animadversos,  Lector 
ipse,  rem  ipsam  semper  prosequutus  ,  e  contextu 
benigne  emendare  rogatur.  Notanda  tamen  sunt;; 

Imo.  P.  105  Cartesio  nimium  tribuitur  :  nescio 
quomodo  mihi  tanquam  certe  Genio  ejus  conveni¬ 
ens  inhaeserat,  quod  nuper  eum  revolvens,  haud 
reperi;  quanquam  sequentibus  verbis  pulchris  prae¬ 
fationem  suae  Geometriae  claudat  :  spero  poste¬ 
ris  mihi  gratiam  habitum  iri ,  non  solum  pro  iis , 
quae  hic  explicui ,  sed  etiam  pro  iis ,  quae  consul¬ 
to  omisi ,  quo  ipsis  voluptatem  illa  inveniendi  re¬ 
linquerem . 

Montucla  refert  Wallisium  prius  exponentem 
integrum  >-<  vuin  introduxisse  ;  sed  opera  ejus  hic  non 
habentur:  quicunque  introduxerit,  et  fractos^  ima- 
ginariaque  primus;  adsunt,  et  (ut  numeratione ) 
grati  iis  utimur. 

2do.  P.57  demonstrationi  aequalitatis  paralle- 
Jogranimorum  Euclideae  evidentiam  parit;  quam¬ 
quam  id  etiam  f  per  p  55)  fiat. 

Interim  ubique  ubi  fieri  potest  aequalitas  ter^ 
minata  ostendenda  :  quod  in  parallelogrammis,  Ali», 
et  prismatibus  rectilineis,  altitudinibus  basibusque 
aequalibus  gaudentibus,  Cet  pluribus  *  aliis)  facile 
fit.  Priora  ex  inspectione  Fig.  17. ILI  patent;  idemque 
ad  prismata  (pro  reciis  parallelis  plana  parallela 
ponendo)  facile  applicatur.  Nempe  si  ea' II  2(93 et 
luerint  Ala  3I93a  et  TfSBa';  fiat  et  €ella93, 

et  €e'll93a';  positisque  A  in  ae5?,  et  ,  in 

parallelogramma  0Bae  et  secentur 

parallelis,  in  priori  ad  €£  per  a93  ad  distantias 
in  altero  ad  93€  per  €e'  ad  distantias  €£;  si 
non  contineatur  certies  in  33a,  patet  esse  <$  II  €93 
Erit  que  A  A  A,  B  +  B'~  bfb\C+C'±  c+c',  D  + 
~d+  d\  E+ E'=:e-J“6',  F 'znf+f.  IJude  partes  omne* 
sibi  invicem  respondentes  assignari  patet;  tam  pro 
Alis  et  2(33a',  quam  pro  parallelogrammis 

et  €93a'e',  tam  altitudinibus  aequalibus,  quam  ba 
sibus  aequalibus  gaudentibus. 
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PRO  TYRONIBUS  PRIMA  VICE  LEGENTIBUS 
notanda  SEQUENTIA. 

i 

Praetereant  a  pagina  10  usqne  16,  Postea  vero 
usque  ad  pag. 62  XXI  nonnisiea  omitti  possunt,  qui¬ 
bus  *  praepositum  est.  Abinde  usque  pag.  74  ]2mo. 
sufficiet  indicem  percurrere ;  ad  pag.62.  XXI  autem 
legant  etiam  Indicis  pag.  II  et  111.  Porro  a  pag. 
74,  l2mo  legant  usque  p.  77;  14to  ;  et  ab  inde  u- 

sque  p.  84,  XXIX  sufficiet 'indicem  percurrere.  Ab» 

inde  usque  pag.  140  nonnisi  ea  quibus  *  praeposi¬ 
tum  est  omitti  possunt,  quamvis  ea  quae  difficilio¬ 
ra  videntur  ,  init  iens  tam  iii  c  quam  alibi  prima  vi¬ 
ce  percurrere  poterit. 

Abhinc  initiens  prima  vice  usque  pag.  342  §. 
38  omnia  praeter  p.  178  et  179  omittat. 

A  p.  342  autem  legatur  usque  347;  8.  et  abhinc 
omittendo  usque  p.  351,  legantur  exempla  usque 
p.  359;  et  abinde  usque  p.  379  §  40  omittendo,  le¬ 
gatur  usque  p.  383  ,  et  abinde  usque  p.  392  §.  44 
omittendo  ,  legatur  usque  p  422  §.  43.  reliquis  u- 
sque  p.  442.  omissis. 

A  pag.  442  autem  omnia  legantur,  praeter  re¬ 
ctae  planique  generationem  ,  ac  theoriam  paralel- 
larum  concernentia  ;  quae  percurrere  sufficiet. 

Arborem  vero  ,  indieemque  saepius  cum  atten¬ 
tione  perlegant. 

Secunda  vice  legentes  autem,  primis  Geome* 
triae  Trigonometriaeque  et  Mechanicae  elementis 
imbuti  omnia  perlegant,  fundamento  altius  super¬ 
structuri. 

Interim  sequentia  adhuc  in  gratiam  Tyronum 
addere  libet. 

Primo .  Post  pag.76.  Quum  proportio  geometrica 
per  a  :  aezzzb  :  be  exprimi  possit:  patet  factum  ex* 
tremorum  esse  facto  mediorum  aequale  ,  nempe 
abe^aeb. 

Conversim  quoque  si  A,  B,  C,D  talia  fuerint, 
ut  AD— BC;  est  A:B  ^.C;D.  Nam  dividendo  per 
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BD,  erit  ^11=  adeo  que  gs=  >  seH 

C  :  I).  Unde  haec,  nota  proportionis  geometricae  fit* 
ex  gr.  2,  3,  4,  5  non  sunt  in  proportione;  nam  2.5 
non  =  3.4,  et  si  proportio  esset  ,  2.5=z:3.4  esse 
deberet. 


Hinc  etiam  e  quibusvis  duobus  factis  aequa¬ 
libus  proportio  institui  potest.  Ex  gr.  ex  cx  —  (« 
id  est  1  .  a)  fit  c:l=za;x;  nam  cx^aA. 

Imo  etiam  quaevis  tria  in  proportione  data 
fuerint^  quartus  reperitur ,  dividendo  factum  dati 
paris  per  illum  cujus  socius  quaeritur ;  per  par  in- 
telligendo  par  extremorum,  aut  par  mediorum:  nem¬ 
pe  e  duobus  paribus  unum  datum  est,  et  quantitas 
tertia  est,  quae  suo  pari  caret.  Ex  gr.  Si  A :  B 
C  :  D .  et  A.B,  D  data  fuerint  ,  erit  AD=BC;  adeo* 


que 


AD 

B 


=.  C.  Ita  reliqui  casus  patent. 


Quum 


vero 

» 


si 


A 

B 


C 

D 


sive  AD  =  BC 


fuerit,  (per  quorum  quodvis  unum  ,  ponitur  alte¬ 
rum);  tum  A.  B,  C.  D  in  proportione  sint:  per  hoc 
ex  una  plures  ,  atque  e  pluribus  novae  promanant. 

I.  Ex  una  ,  aicte^ib  :  be :  erit  permutando  ter¬ 
minos  prius  internos,  fit,  a:  b^z  ae :  be^  permutando 
vero  externos  est  be:  ae—b  :  a. 

Ita  aliquod  extremorum  et  simul  aliquod  in • 
tornorum,  per  idem,  multiplicando  ,  aut  per  idem 
dividendo  .  proportio  erit.  Nempe  si  a:ae~b:he, 
est  ap  :  ae~=zbp  :  be  ,  et  a:  aeq~b  :  beq  imo  ap  :  aeq 


hp  \  beq.  Ita 


a, 


ap 

~Y 


be 

9 


p  q  p 
Ita  componendo  ex  a:  aezzb:  be  ,  sequitur 

a  ae  :  ^  ae~  b  HP  be:be  ,  et 

^  a  fp  aeifp  a  =r  *  b  fp  be:ff  b\  notando  ,  quod 

in  bis  duabns  lineis  ae  pt  be  eodem  signo,  ita  et¬ 
iam  a  et  b  eodem  signo  (sive  diverso  a  priore  si¬ 
ve  non)  accipiantur. 


\ 


(  XL  ) 

f  i.  E  pluribus  quotquot  fuerint,  sequi - 
Hir  esse  etiam  factum  terminorum  primorum  ad 
factum  2<ioruin,  uti  factum  3tioiuui  ad  factum  4tonim« 
Nempe  si 

imo.  a:aq  =  b:bq  et 

c  i  cr  ==  d ;  dr ,  est 

ac :  aqcrzz  bdibqdr.  Unde  semper  ad  una 
plures  concludere  licet;  quaecumque  proportio  e- 
nim  e  pluribus  hoc  pacto  prodierit,  per 
P:P  m  —  p  :  pm  exprimi  potest  ,  cui  accedente  alia 
<v  :  zn  ~  x :  xu  :  erit 

P#  :  Vmzu  ~  px  :  pmxn 

Si  vero  A  ;  B  -  C  :  D  ~  E:  F --- ;  erit 
A  +  C4-E-  .  -  :  B-f  D4-  F  —  =  A:B.  Nam  B  per  A  qn 
l>  per  C q,  et  F  per  exprimi  potest;  adeoque 

B+D+F=C1.+  C+K)?;,  ..  _J-_ 

»  Solet  hoc  it  a  enlinciari;  summa  antecedenti¬ 
um  est  ad  summam  consequentium ,  ut  quilibet  an • 
te  cedens  ad  suum  consequentem^  nempe  ex  gr.  Si 
A,B,  C,  D  in  proportione  fuerint  ,  dicebatur  A  an - 
fecedens ,  B  vero  consequens  rationis  A  ad  B,  ita 
C  antecedens,  D  consequens  rationis  C  ad  D. 

\  In  omnibus  casibus  relatis  autem,  patet  pro* 
portionem  esse;  sive  per  quotos  ex  antecedentibus 
ver  suos  consequentes  ubique  aequales ,  sive  per 
jacta  extremorum  factis  mediorum  aequalia . 

2do.  St  vero  duae  proportiones  fuerint  •>  et 
tam  a  quam  A,  utriusqne  terminum  aliquem  con- 
stituat ;  atque  reliquorum  duorum  terminorum  in 
una  ad  laevam  alterius  termini  cadens  dicatur  c  , 
ct  alter  ab  boc  ad  dextram  cadens  d  dicatur  ,  in 
altera  autem  ad  laevam  cadens  f,  et  alter  d  dica¬ 
tur:  quaeritur,  cfd,fg  quando  et  quo  ordine  sint 
in  proportione?  et  quando  non? 

Aut  efficium  a  et  b  in  utraque  proportione, 
par  aliquod  (nempe  extremorum  vel  mediorum), 
aut  ntm :  si  non;  aut  in  neutra  efficient,  aut  in  una 
tantum. 


Si  ih  Utraque  efficient;  eHt  cif~g:d,  quod 
perturbatim  dicitur.  Si  ih  neutra  efficient;  tum  a 
aut  in  utraque  ad  Jaevam  a  6  *  aut  in  utraque  ad 
dextram  ,  aut  ih  una  ad  Jaevam  ,  iri  altera  ad  de¬ 
xtram  cadit*,  in  duobus  casibus  prioribus  est  c:  d 
quod  ordiiidtiwh  vocatur  ;  iri  casti  posterio¬ 
ri  vero  est  c  :  d~g  :f« 

At  si  in  una  tantum  efficiant  par;  tiim  nonni¬ 
si  pro  certo  valore  ipsius  a  vel  b  proportio  est. 

Etenim  si  b  in  utraque  par  efficiant:  tum 
et  c,  d  et  fi  g  par  efficient  ;  fietque  (ib=  cd~fg  ; 


b  stat,  et  si  b  Joco  3 tib 
a  et  b  par  efficerent;  itaque  loco  primo  c 


erit;  quia  a  ante  b  stat, 


adeoque  c  :f=z.g  i  d. 

Si  vero  b  in  neutra  effecerint  par;  stet  pri- 
uS  a  in  utraque  ante  b;  tum  si  a  aliquod  extremo* 
jrum  fuerit,  quum  ante  b  sit,  nonnisi  primo  ideo 
stare  potest,  et  tum  b  ad  finem  esse  nequit,  (tjnia 
ti  et  b  par  extremorum  efficerent)  ;  adeoque  b  ali¬ 
quod  mediorum,  dc  d  terminus  4tus,et  ad=b'c  erit. 
Si  vero  a  aliquod  mediorum  sit*  b  necessario  ad 
finem 
esset, 

est,  et  alterum  mediorum  d  est;  adeoque  bc  *=  ad 
ut  prius.  Pariter  i:i  proportione  altera  fit  ag=bf ; 

atque  hinc  a  =z  ,  ei  dividendd  per  b  fit 

c:  d=±f:  g. 

Si  b  stet  ante  a  in  utraque:  in  demonstratione 

proxirrid  ubique  b  pro  a  et  a  pro  b  ponendo,  fiet 

-  .  ,  ;  .  bd  bg  . 

ac~bd  et  lgz~af\  &t  liinc  $  atque 

c  d 

Jiinc  df—tg\  consequ  et  tum  c :  d—f:g. 

At  si  in  una  (ex  gr.  in  qua  c  est)  d  ante  et 
in  altera  post  b  stet:  (e  praec.)  patet  fdre,  dd=6c  iri 

j  -  Se  bg 

1$  atqud  hiric  ^  ^ 


priore,  et  af=  bg  iri 


adeoque  ™  ?  id  est  ad~g:fj  non  ordina- 

tim  cid==f:g. 


* 


i 


(  XLII  ) 


Si  vero  a  et  b  in  una  fex  gr,  in  qua  c  est), 
efficiant  par,  et  in  altera  non:  tum  fiet  ab~cd \  et 
in  altera  factor  socius  ipsius  a  nonnisi  f  aut  g  es¬ 
se  poterit;  er  i  tegitur  aut  af~hg  ,  aut  ag~fb.  Com¬ 
binetur  jam  ab  —  cd  cum  casu  utroque  :  ex  ab=cd 

et  af~bg,  fit  atque  liinc  cd  ; 

e  quo  bb  nonnisi  ita  deleri  potest ,  ut  tantum  li- 
terac  c,  d,  f\  g  maneant,  si  bzz  1,  aut  czzb  ^  aut 

aut  </=6.  Pariter  ex  cib~cd  et  ag^fb  ,  fit  a—^L- 

b 

=  7;  5  adeoque  cfc:  ;  ubi  pariter  <5£  tolli  ne- 

£>  g 

quit,  nisi  b~~\  ?  vel  c  aut  d  vel  g  fuerit  ~b. 


3tio.  Ita  si  fuerint  proportiones,  quae  ipsae, 
et  termini  earum  (per  XXXIX)ita  ordinari  queant,  ut 
cujusvis  terminus  2dus  sit  sequentis  Imus  (excepta 
prop.  ultima) :  tum  primae  terminus  Imus*  est  ad 
ultimae  2dum,uti  factum  e  terminis  3tiis  ad  factum 
e  terminis  4tis  .  Nam  ex  gr.  si 
A  :  B  =  h  :  i 
B  :  C  =  kil 

C  :  D  ~m\  n  ;  fper  p.XL)  est 

ABC:  BCbrzMm  :  iln  ;  seu  (per  p. XXXIX)  \  :  D  -r: 
fokm  :  iln  ,,  quae  Tegula  catenaria  vocatur,  et  ap- 
pl  icat  ni  ad  varias  monetas  mensurasque  :  si  ex  gr. 
A,  f>,  C,f)  vai iae  mensurae  fuerint,  et  quaeratur 
ratio  ipsius  A  ad  D,  datis  A  :  B,  B :  C,  C :  D. 

111.  Piae! er  haec  aliquid  adhuc  de  compositio - 
ne  (et  antehac  usitato  ^numero )  rationum  (cujus  vi» 

«  cui  hodie  exponens  potentiae  subit  addendum  est. 

Imo.  1'  1  ui imae  quantitates  ab  aliis  certo  modo  de¬ 
pendent:  dependentiae  varii  modi  innumerabiles 
cogitati  possunt:  at  hic  nonnisi  ejusmodi  dependen¬ 
tia  quantitatis  z  ab  alia  u  considerata,  ut  dum  ex 

u  fit  ku  ,  e\  z  fiat  aut  kz  aut—-  ;  dicitur  z  ab  n 

in  casu  primo  directe ,  in  casu  posteriore  inverse 
dependere . 


(  XLIil  j 


Sit  x  quantitas  rei  alicujus,  pro  rerum  certa¬ 
rum  quantitatibus  a ,  b  -  .  *  ,  et  dependeat  x  ab 
omnibus  iis  directe  ;  fiatque  =  A  ex  a  (manen¬ 
tibus  ceteris),  fiet  nx  ex  a;;  et  postea  mutetur  b  in 
mb  — B  (item  manentibus  ceteris},  fiet  mnx  ex 
nx  \  tum  mutetur  c  in  pc~  C,  fiet  pmnx  ex  mnx  ; 

A  B  *  C 

est  vero  adeoque  pmnx  — 


ABC.r ^ 


atque  idem  pro  4to  prodit  ,  si  ad  , 


ABC  et  x,  4ta  proportionalis  quaeratur.  'Quotvis  fue¬ 
rint  autem  a,b - ,  idem  continuari  patet. 

Si  vero  x  ab  aliquo  ipsorum  0,  6---,  exgr.  a  & 

e.  pnx  khQx 

inverse  dependeret ;  tum  ex  x  neret  — -=r— ^r—  - 

r  *  m  alie 


Solet  autem  hoc  ita  emmciari;  quod  quantita¬ 
tes  generis  x  ,  sint  in  ratione  composita ,  e  ratio- 
nibus  ipsorum  a ,  6  -  - -,  directis  in  casu  primo,  in 
posteriore  vero  e  rationibus  ipsorum  a,c  directis , 
et  inversa  ratione  ipsorum  b ,  (per  literas  quanti¬ 
tatum  literis  nominis  ejusdem  denotatarum  genera  in* 
telligendo).  Unde  et  aliae  ejusmodi  denominatio¬ 
nes  intelliguntur.  Ex  gr.  in  motu  uniformi  sunt 
spatia  in  ratione  composita  e  rationibus  directis 
temporum  et  celeritatum,  celeritates  autem  sunt  in 
ratione  composita,  e  directa  spatiorum  et  inversa 
temporum.  Ita  quo  major  pecunia  ad  lucrum  elo¬ 
cata  ,  et  quo  majus  tempus  elocationis,  eo  majus 
lucrum  est  ;  ut  si  elocatae  pecuniae  fuerint  P  et  p. 
et  tempora  T  et  t  ;  fiet  lucrum  prioris  ad  lucrum 
posterioris  (pro  iisdem  conditionibus),  uti  PT  ad  pt. 

Quum  ejusmodi  problema  (ut  antea)  proponitur  ; 
quaerendo  quidnam  ex  x  fiat,  mutatis  a  in  A,  b 
in  B,  et  e  in  C;  nonnisi  data  ,  modo  sequente  de¬ 
scribenda  sunt:  nomen  generale  rerum  A,  ad 
laevam  ponatur,  et  post  boc  eadem  linea  horizon¬ 
tali  scribantur  a,  A;  sub  hanc  lineam  in  sequente 
nomen  generale  ipsorum  b  ,  B  scribatur  pariter  ad 
laevam  ;  et  post  boc  scribantur  B  sub  c/,  A;  et  i* 

vi  * 


(  XLIV  ) 

t*  porro  ip  deorsum  sequente  linea  horizontali, 
sequentis  literae  nomini  generali  postponantur  ii. 
terae  ipsae,  prius  minuscula,  fum  altera;  doppc 
nonnisi  x  supersit*  et  tum  ponatur  x  ad  dextram 
loco  3tio  ;  atque  quaeratur,  quomodo  a;  a  literis 
singulis  dependeat ,  prius  ab  tum  a  b  &*c,  ct  si 
ab  aliqua  inverse  dependeat,  literae  nominis  ejus¬ 
dem  Joca  permutent,  reliquis  manentibus.  Atque 
demum  quivis  terminorum  columnae  primae,  simul 
cum  aliquo  terminorum  columnae  2dae ,  aut  cum 
termino  3tio  nempe  cum  a?,  per  idem  dividi  potest, 
si  per  id  numeri  minores  remaneant  ;  atque  hoc 
continuetur,  donec  numeri  amplius  minui  neque¬ 
ant  :  et  tum  proportionalis  4ta  quaesita  prodibit, 
si  id  quod  loco  3tio  remansit  ,  multiplicatum 
per  factum  in  columna  2da  remanentium  ,  per  fa¬ 
ctum  e  columna  Ima  remanentium  dividatur.  Ra¬ 
tio  facile  patet  5  eum  proportionalis  4ta  sit  ex.gr 

m  casu  primo  = — in  altero  sit  ,  ubi 

abc  «Bc  ’ 

superius  inferiusque  per  idem  dividendo  valor  i- 

dem  manet. 

Vocatur  autem  regula  ista,  si  juxta  denomina¬ 
tionem  praecedentem,  Jiterarum,  e  quibus  incogni¬ 
ta  quaeritur,  fuerit  numerus  p  ,  regula  de  p;  nenir 
pe  regula  de  tri,  si  praeter  a;  nonnisi  duae  ex.gr 
a  et  A  fuerint,  de  quinque  si  et  <5,  B  adfuerint 

2do.  Sed  etiam  quum  in  proportione,  etsi  tantum 
duo  termini,  et  summa  reliquorum  data  fuerit,  (per 
p.  XXXIX)  reperiatur  4tus  :  sit  artificii  hujus  cum 
compositione  rationum  combinati  exemplo,  regula 
societatis.  * 

Si  nempe  duorum  pecuniae  simul  lucrandi  caus¬ 
sa  elocatae,  fuerint  P  et  p,  et.  tempora  T  et  £,  lu¬ 
crumque  commune  (>J<  aut  — )  fuerit  X ;  erit  L  lu¬ 
crum  prioris  ad  l  lucrum  posterioris,  in  ratione 
composita  directa  pecuniarum  et  temporum,  adeo- 
que  L  ;  l~V-t\pt\  atque  liinc  PTf pt:  PT  — (LffcX)  :  L; 
et  quotvia  fuerint,  summa  prodoctorum  ejusmodi, 
erit  ad  cujus  vis  factum,  uti  lucrum  universum  ad 
lucrum  illius. 


(  XLV  ) 

Nam  si  fle  quibusvis  n  ejusmodi  factis  valeat 
regula,  valebit  et  de  (w+1)  factis.  Sit  enim  ex 
(?*-f  I)  productis,  quodvis  aliquod  F;  exemto  boc 
manebunt  facta  numero  n ,  quorum,  summa  sit  S, 
et  quod  vis  aliquod  sit  /,  sitque  h  lucrum  ipsum  / 
(nempe  pecuniam,  quae  unus  factor  ipsius  /  est) 
concerneus,  atque  lucrum  ipsum  F  concernens  sit 
x  \  et  lucrum  totius  S  sit  R ;  erit 
S  :/==R :  h 

et  f:  F—k :  a?  atque  hinc 
S f  :  /F— R^ :  k&  seu  S  t  F?sR :  x ,  atque  hinc 
SS  +  F  :  F  zz:  R -j-  x- 1  x, 

3tip.  Quid  autem  per  numerum  rationum ,  (un¬ 
de  nomen  Jogarithmi  venit)  intelligatur,  e  sequen¬ 
te  patet.  Sint  p  et  v  integri ,  prius  >J<vi  • 

p 

Ratio  :  1 ,  dicebatur  -^-tuplicata  rationis 

qv  :  I  ;  nempe  q  :  1  componitur  e  numero  v  ratio¬ 
num  q:  1  ,  ex  gr.  pro  v  n  2  ,  componitur  qzy I 
ex  q:[  et  q: ;1;  fiet  enim  multiplicando  antece¬ 
dentes  et  consequentes ,  qz :  X  ;  atque  <^F  ?1  compo- 
jnitqr  e  numero  p  ejusmodi  rationum.  Exprimitur 

p 

putem  hoc  brevius  clariusque  hodie  per  (fv)  v  = 
</F ,  ubi  qv  pro  basi  accipitur.  Ex  gr.  si  basis  lo- 

garitbmorum  sit  \0=qv ,  et  v  denotet  10  milliones, 
erit  q  ==  radici  decies  millionesimi  gradus  ex  10  , 

%_ 

et  radix  ista  nempe  10  v  5  elevata  ad  p,  erit= 

10  v  ,  quod  idem  est  ,  ac  si  ex  10  ad  p  elevato  , 

radix  gradus  v  extraheretur;et  — —  est  quoad  10  loga- 

v 

rithmus  ipsius  10  v  ;  quod  olirn  dicebatur  ,  quod 

_F_ 

ratio  ipsius  10  v  ad  1  sit  ~~  tuplicata  rationis  10 
ad  1. 


(  XLVI  ) 


posita  serie  geometrica---  qq  q  (!L~ 

1  ’  v  q 

_  x  J_'  1 

inferius  supposita  serie  a- 

lilhmctica  ««-  1 .  9,  o,  ■—  I,  —  2---;  non  solum  ra- 
tro  gqil  dicebatur  duplicata  rationis  q:  1,  sed  et¬ 


iam  ratio  — -  :  i 

n 


dicta  est  (—1)  tuplicata  rationis 


^ :  1 ;  nempe  :l  componitur  e  duabus  rationi- 
bus  q:A  inversis,  nimirum  ex  1 :  q  et  l.\q\  est  e- 
n inivero  —  :  l-=  I  *  qq, 

cjq 

*  Interim  adhuc  aliquid  de  Iogaritlimis  Nepe* 
n  ( Scoti  Baronis  Merchistonii ,  ex  antiqua  et  in¬ 
signi  prosapia  oriundi),  addere  in  gratiam  Tyro- 
mim  paulo  ulterius  provectorum  libet. 

Calculum  trigono  metricum  sublevare  ejus  pro¬ 
positum  fuit:  sinum  totum  (nempe  radium)  ponit 
=  10  000  000,  quod  sit  ~  n  ;  atque  inde  descendit 
in  serie  geometrica,  cui  subscribit  seriem  aequi- 
differentium  ,  ita  ut  cuivis  termino  K  seriei  supe¬ 
rioris  respondeat  terminus  k  exprimens  numerum 
rationis  K  ad  n  (saltem  cum  errore  exiguo } ,  ra¬ 
tione  ipsius  ?i— ~l  ad  71  pro  basi  posita,  ( etsi  basis 
apud  Neperurn  nullibi  nominetur) ;  ut  nimirum 

n _ |  ^ 

moderno  loquendi  usu  sit  —  =  -  )  ( cum  er* 

n  ?i  J 


rore  exiguo };  et  k  fit  logarithmus  ipsius 


ad  basim 


77’ 


71 


Atque  bine  est,  quod  quamvis  nullibi  videa^ 
Neper  de  Iogaritlimis  qui  naturales  vocantur, 
cogitasse;  tamen  per — 10  00D  000  id  est  — n  mul¬ 
tiplicatus  logarithmus  naturalis  ,  m  prioribus  no¬ 
tis  cum  logarithmo  Neperia.no.  conveniat.  Nimiium 


c  xlvii  ) 


(e  basim  logarithmosum  naturalium  denotante  J, 

K  1  » 

sit  —  —e%\  quum  fp.  157)  sit  f  1 -4 - 'N 

/i  /2  7 

(dum  n  a— 


00)5  erit  etiam  pro  ??  satis  magno, 


cum  errore  exiguo  [(Id — 


A7 


(i+— )  =  (i - ) 

v  n  v 


”  fix 


n 


(« 


i)' 


JK 


a- 


TC 


deoque  —  nx~k*  Consequ,  #(id  est  lognat  — )per 


n 


— n  multiplicatus  cum  logarithmo  Neperiano  ejus- 
K 

convenit  (cum  errore  exiguo). 


dem 


ii 


Facile  etiam  patet  logaritlimum  Neperf&num 
fractionis  verae  et  quantitatis  unitate  ma- 

.  •  n — 1  1  j 

jons  —  vum  esse:  nempe—  est  <;  1 ,  adeoque 


n 


ad  —  vum  elevari  debet,  ut  unitate  majus,  et  ad 
ijiviim,  ut  fractio  vera  prodeat, 

Adhibuit  autem  Neper  motus  ideam,  uti  New- 
tvn  ad  calculum  fluxionum  :  nempe  in  duarum  re¬ 
ctarum  una  A,  puncto  certa  lege  moto  ,  seriem  geo¬ 
metricam  ,  (quod  facile,  et  clarius,  quam  a  Nepe- 
ro  exponitur,  fieri  potest);  in  altera  B,  motu  uni¬ 
formi  seriem  aequidifferentium  produxit,  termi- 
nosque  posterioris  terminis  prioris  pro  iisdem  tem¬ 
poribus  aequalibus  respondentes  ,  horum  artifica • 
les  dixit  (hoc  nomine  pro  logarithmo  usus). 

Sinum  totum  divisit  per  n  10  000  000  ,  et 
tot  ejusmodi  partium  artificialem  dixit  o,  pro  quo 
nullus  adhuc  motus  evenit  in  linea  B;  nempe 


Jog(~— —  rSJ)  o':  postea  quaerendo  ingenti  labo* 


n 


re  inter  1  et  ,  1  et  — — proportionales  me* 


1 

2  7  10 

dias,  atque  inter  quasvis,  item  novas ;  pervenit  ad 


(  XLviii  ) 


seriem  continue  proportionalium  geometricam*  cu¬ 
jus  terminus  primus  ab  —  decrescendo,  cum  er- 

n  1 


n — 1 


rore  exiguo  — erat,  et  hujus  drtifialem  (motu, 


in  B)  posuit  1;  atque  ita  porro  (omnino  cum  er¬ 
rore  aliquo)  ipsi  (  )  respondet  artificialis 

2,  et  ipsi  -i-  respondet  artificialis  6931  469;  nempe 

ratio  componitur  ex  tot  rationibus  ipsi 

,2* 


n — 1 


n 


:  1  aequalibus  (cum  errore  exiguo). 


Tantae  molis  erat  (adminiculis  hodiernis  adhuc 
deficientibus)  systema  logarithmdrum  ( praeclarum 
seculi  1 7 mi  inventum)  condere;  quanquam  Neperus 
quoque  numerorum  primorum  logarithmis  per  mul¬ 
to  labore  quaesitas  proportionales  medias  reper¬ 
tis,  compositorum  logarithmos  omnino  per  addi¬ 
tionem  computaverit. 

De  usu  tabularum  et  certis  applicationibus  iri 
tomo  sequente  dicetur:  at  de  logarithmis  Gavssia - 
nis ,  etiam  aliquid  dicendum  foret  r  siquidem  ad  nos 
pervenissent:  ex  omnibus  summi  viri  operibus  de¬ 
sideratis,  nomlisi  (p.35l  et  425)  citata,  et  Theoria  mo~ 
tus  corporum  coelestium  adsurit;primae  lineae  theo¬ 
riae  imaginariorum  quoque  sero  pervenerunt,  quuni 
jam  theoria  quae  in  hoc  tomo  habetur,  talis  qua¬ 
lem  concipere  poteram,  in  pressa  erat. 

IV.  Coronidis  instar  (quoad  p.27)  addatur  nu¬ 
meratio^  cujus  proxima  origo  quidem  arabica  est, 
sed  a  scriptoribus  ArabiOis  quoqiie  Indis  attfibui- 
turji  non  de  signis  o,  1-.-,  sed  de  lege  ingeniosa 
quaeritur,  qua  per  10  signa  quivis  integri  /  et  if, 


imo  et  “^7  describi  possunt.  Otcunque  vocatus  Auctor 
et  sine  nomine  \  iget,  vigebitque  iri  Omnibus  calculis. 


(  xlix  )  ; 

Humanorum  et  facere  et  pati  fortia  fuit:  sed 
mirum  est ,  Grajorum  quibus  M usu  ingenium  dede¬ 
rat,  methodum  tam  complicatam  ,  imperfectamque 
fuisse;  nempe  qui  37  signis,  ab  1  incipiendo  con- 
tinuative,  nonnisi  usque  ad  99  999  999  (decadice  in- 
telligendo)  scribere  poterant;  quamvis  eorum  mo¬ 
do  quoque  levi  additamento ,  quivis  numerus  de¬ 
scribi  potuisset;  nempe  1 ,2---  9, per  literas 
ita  10,  20  -  90, 100,  200  -  «  900, 1000 , 2000  -  -,  9000, 

per  literas,  et  quum  non  sufficerent,  accentis  suppo¬ 
sitis  ,  aliaque  signa  denotabant ;  atque  demum 
10  OCO  nempe  myricis  per  M  denotabatur;  regula 
vero  haec  erat,  quod  post  IVI  eorum  quae  signa 
particularia  denotabant  summa,  ante  IVI  verofad  lae¬ 
vam)  factum  in  M  accipiebatur  summae  eorum,  quae 
signa  particularia  ante  M  denotabant;  ex  gr.  j3M a 
denotabat  20001 ;  at  per  MM  denotari  10000. 10000= 
)00  000  000,  ac  post  M  IVI  adhuc  id  quod  MM— 1 
M2 — 1  denotabat,  scribi  potuisset. 

Potuissent  quoque  et  hoc  modo,  posita  lege 
sequente,  numerum  quemvis  describere,  et  omnia 
peragere:  nempe  ubi  plura  M  se  invicem  excipiunt, 
productum  eorum  intelligatur ,  et  quaevis  imago 
sive  ab  initio  usque  ad  proximum  M,  sive  inter  2 
proxima  M  fuerit,  ut  factor  proximi  M  ad  de¬ 
xtram  reputetur;  alioquin  autem  summa  omnium 
intelligatur.  Multa  ob  defectum  cifrarum  breviter 
exprimuntur ;  ex  gr.  MMMaMMj3Ma  =  biUioni  4-  100 
m  i  1J  io  nibus  +  20  001,  =MH*  M3  4-2M+1. 

Simplex  et  elegans  lex  Indica  est  sequens : 
Imo,  Detur  numero  cuivis  a  o  incipiendo  signum 
proprium ,  usque  quo  libuerit ;  atque  2do.  ponatur 
ajiquorsum  comma  in  lineam  horizontalem:  et  3tio 
quod  vis  signorum  dictorum  ponatur  ante  comma 
ad  laevam,  denotet  id,  illud  cujus  signum  est;  at  4to 
si  numerus  signorum  datorum  simul  cum  o  fuerit 
w,  quaecunque  eorum  aequalia  se  invicem  in  li¬ 
nea  dicta  excipiant  ,  valor  illius  quod  ad  lae¬ 
vam  est,  sit  valoris  illius  quod  ad  dextram  tst 
«tuplus  ;  yaloremque  eum  quodvis  retineat  tsi 

vir 
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iix  quemvis  alium  locum  aliud  signum  ponatur;  de¬ 
nique  5to.  tota  imago  denotet  summam  omnium  eo¬ 
rum,  quae  per  signa  particularia  ,  valores  a  lo*  is 
(ut  saepe  et  in  mundo  fit)  sortita  ,  denotantur. 

P  atet  hinc  -  -  -  111,111---  denotare  -  -  -  n2  -f- 
1  1 

n  4~  1  +  -jp  4*  nempe  ini,  1  denotatur  1  per 

notam  ante  comma,  et  simul  mea  plus ,  quam  in  Jo* 
co  sequente,  ita  in  11,  denotat  nota  prior  nies 
plus*  quam  1;  ita  valor  ipsius  2,2,  adeoque  ipsius 
1}2  &c  patet.  Est  etiam  tm  ani  festo  1,  111---  se¬ 
ries  GC  ta  ,  cujus  summa  (p.  131)  — n~*  . 

'  n — 1 

Quod  hoc  pacto  numerus  quivis  a  o  incipi * 
vndo ,  post  quemvis  ulterius  sequens ,  exprimi  pos& 
sit,  patet  sic.  Denotetur  n-—l  per  m ;  si  in  loco 
ultimo  ad  dextram  ante  comma  sit  signum  parti¬ 
culare  k,  aut  zerum  aut  integrum  ipso  ^minorem 
denotans;  poterit  in  locum  ipsius  k j  signum  nume* 
rum  uno  majorem  denotans  poni ;  si  vero  m  fue¬ 
rit  in  eo  loco  ,  tum  ad  laevam  eundo ,  aut  al^ 
quamdiu  signa  m  se  invicem  excipient  ,  aut  post 
prius  m  quod  ante  comma  est,  statim  aliud  seque* 
tur  ad  laevam;  sit  k  signum  j I lud  quod  prima  vi¬ 
ce  non  excipit  signum  m ,  et  si  nullunr  tale  sit,  re¬ 
putetur  o  pro  k .  Accedente  1  ad  m  ,  fiet  //,  quod 
cum  ad  laevam  praecedente  m ,  denotante  m.n,  fa¬ 
cit  n2 ,  adeoque  id  quod  1  Joco  ad  laevam  sequen¬ 
te  denotat,  et  hoc  si  et  ibi  m  fuerit,  denotans  m.n 3 
efficit  cum  eo  (//—*] 4*  l);/2=/^3;  et  ita  porro  donec 
ad  k  deventum  fuerit,  et  tum  augebitur  k  uiio,deT 
liotabiturque  praeter  Valorem  ipsius  k,  etiam  po* 
tentia  nova  ipsius  n  quae  prodiit,  relictis  cifris 
in  locis  omnibus  ad  dextram. 

Quod  etiam  ad  legem  numerationis  Graecorum 
(qttae  tam  facile  extendi  potuisset),  applicari  mani¬ 
festum  est;  dummodo  pro  potentiis  ipsius  10  po¬ 
tentiae  ipsius  M  ponantur:  subibit  nempe  ipsius 
tt-**-!’  vicem  M- — 1,  etsi  plura  loca  occupet;  ex  gr. 
pro  t/=iVl — 1,  ex  (per  quod  //M3  4~'^M3+' 


C  Ii  ) 

yMfy  iiitelligeiidum), accedente  1  Fiet  a"VX4, id  est  M4. 

Patet  etiam,  ipsum  X  postpositis  quotvis  ci- 
fris  esse  >►  eo,  quod  in  locum  eujusvis  cifiae,  m 
posito  ,  per  ista  m  denotatur;  atque  quivis  nume¬ 
rus  non  >  m  ponatur  iri  locum  ipsius  1,  ad  numeros 
abinde  uno  crescentes,  denotandos,  imagines  praece¬ 
dentes  eodem  ordine  quo  antea  prodierunt  ,  sequi. 

In  nostra  numeratione  n  decem  est;  sed  n  quid- 
cunque  denotare  potest,  nempe  integrum  quemvis 
(imo  et  ad  fractos  extendi  posset).  Elegans  est  LeU 
b  niti  i  ingeniosa  similitudo  in  Xeniis  ad  Principem 
missis,  a  Dyadica  (numeratione  nonnisi  per  2  si¬ 
gna  nempe  1  et  o)  petita:  quod  nimirum  sic  Deus 
unus  ex  nihilo  infinitum  composuerit;  ac  velnti 
imagines  dyadicae  imperito  confusae  videntur,  cla¬ 
rae  peritis;  ita  confusio  mundi  mortalibus  apparens* 
spiritibus  superioribus  sapientissiinus  ordo  est; 

Certe  dyadica  ista,  nisi  ad  numeros  majores 
exprimendos,  plures  notas  requireret,  sO  quoad 
omnes  operationes  valde  commendaret:  nem  pe  nul¬ 
lius  tabulae  Pythagoricae  egeremus,  et  operationes 
Dmiies  perfaciles  essent  ,  si  prius  duae  tantum  , 
tum  sumina  harum  cum  3tia  linea,  et  semper  nova 
summa  sequenti  lineae  adderetur,  ut  omnis  mole¬ 
stia  evitetur  (in  addilione  plurium  linearum). 

Si  vero  n  ex  gr.  viginti  esset  ;  tum  omnino 
ingentes  numeri  breviter  describerentur;  tanto  for* 
tius,si  //z±37  esset,  (nempe  37  signa  ut  apud  Grae¬ 
cos  assumerentur) :  at  pro  //=20,  tabulam  Pythago¬ 
ricam  pauci  addiscerent,  quum  pro  hodiernis  36  pro¬ 
ductis  ,  I7I  addiscentia  essent.  Notandum,  tabulam 
per  diagonalem  in  duas  partes  aequales  dispesci. 

Ili  decadica  vero  qua  utimur,  10  dicitur  decem , 
102  autem  centum, e t  IO3  dicitur  mille,  et  IO4 nem¬ 
pe  10s.  103  id  est  milites  mille  dicitur  millio ,  pa- 
tetqiie  X  cum  6v  cifris,  millionis  vtam  potentiam 
denotare. 

Si  comma  ad  dextram  plane  ad  finem  sit,  omit¬ 
ti  (uti  4*  in  initio)®  solet,  parsimoniae  gratia:  si 
vero  comma  non  ad  finem fuerit,  expressio  fraetic 

fu  *' 


(  m  ) 

decimatu  dici  solet.  Est  nempe  aequalis  fractioni 
communi ,  cujus  numerator  est  ipsa  imago  decadi, 
ea  commate  ad  finem  posito,  aut  deleto,  denomi¬ 
nator  autem  est  |  tot  cifris  postpositis,  quot  no¬ 
tae  post  comma  erant,  quae  etiam  notae  decima - 

les  audiunt.  Nam  ex  gr.  63,51=—  .  JL  . _ 

_  6300  '  J50  _1 _  63  51  __  j>X 

100  T  100  T  100  ~  100  ■ +  100 

Conversim  quoque  quaevis  fractio,  cuius  nu¬ 
merator  integer,  et  denominator  est  1  cum  cifra- 
rum  numero  N;  est  numeratori,  factis  in  eo  nume¬ 
ro  N  notis  decimalibus  aequalis :  nant  hoc  tali  fra- 
ctioni  aequalis  est. 

Fatet  etiam,  fractionis  deeimalis  valorem  non 
minari,  quotciinque  cifrae  ad  dextram  postponam 
tur:  nam  numero  notarum  decimalium  aucto,  tot 
cifrae  accedent  numeratori  quam  denoininatori  a-> 
deoque  per  idem  multiplicabuntur. 

Si  vero  comma  mutet  Jocum  ,  promotum  ad 
dextram,  vel  laevam,  locorum  numero  p:  in  casu 
priore  multiplicabitur  valor,  in  posteriore  divide¬ 
tur,  per  10^  .  Nam  si  comma  ad  dextram  mi¬ 
gret  p  locis,  totidem  notis  decimalibus  pauciores 
manebunt ,  adeoque  in  denominator©  post  1  tot 
nempe  p  cifris  pauciores  erunt  ,  manente  niime-r 
ratore;  itaque  valor  JOFies  major  evadet.  Si  autem 
comma  ad  laevam  p  locis  migret ,  totidem  notis  de-; 
cimalibns  plures  erunt  ,  adeoque  denoininatori  ac¬ 
cedent  p  cifrae 5  quapropter  valor  lO^ies,  minor  e- 
rit  Ex  gr.  ex  2=2,  =0002,  pro  p=3  fiet  0,002= 
2 

■JoOqj  et  ex  2,3  fiet  2  locis  promoto  commate  230, as 
2,3.100  =  -21.100=  230. 

Operationes,  et  reliqua,  tomo  2d,o.  relinquuntur. 
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•ejus  indiee*  erratisqtie^o^recti  «itliO, 
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P,.  56.  linea  L  a  ealee,  oddei  afuero  etsisJiv’'o? 
,  0  foco  3tia  Met  yqnotm.  /mo  2  do  { ro  I  ?f)  s 

tnajar -dividendo  erit  ,  nonnis  ®x/  *  f5g  ; 

sio  qon^i  unitatem  in  oensum  vrnfat  (Tom, 

14,  p,.  368  V.  •  ■•• -  *  fPil: 

P-,  42.  linea  4  n  calce»  dummo$n  JYsssM  non 

sii,  juxta  fTorn  II.  p?37,{))  deleri  pnte«fc. 
P*  XIX  '  linea  4  pro  A~”I$  Ieg@  J^C. 

P*  9l*  l2mo  linea  p@nul.tlm a  pro 
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|27.  g|rq  in  faelo  :|nfeponendum  est  a*h 

|  W,  9no  in  multiplicatore  2do  pro  «s  lege  % 

...  •  -  -.  ••- .  .•  -  -  •  .-  .•«»  •»•  • , .  ’  -■  • 

8  53,  1 7 o.  lin ea  2 d a  e  d d e  secus  diei t ur  ordin is  l 
P,  168.  linea  7?  uro  4*2  ,™l,  *  jege*  +2,^-2.  > 
H@mque:sImp,l|oi-iis  .  :£ omissis  r vi  et^  I r  ) 

hecftot*  ima  binaria ,  et  proporHoniV  conee- 
pium  extensora,  aliaque  yida  Tom.  IL  >pv:g§f ; 
P,  176»  ad  finem  @n*@  coneeq 9  >  pyo  . 

r^gTBf*  i§fv .. .... 

P*  562»  linea  I  a  tilce  poefc  mdem,?a4* 
dei  et  signa  4 s  eadem,  sint  in  numera¬ 
tore  quae  iri  denomina  toro,  ^  ~ 

*-  1  ■  '/:  '  'J- :■  .  ^  4  -  rf  gp  *  '  .  •  -r.  Jr» 

&  599»  linea  2  a' calce  pro-^  iege-r', 

-  f  £  '  ■  ,:;v.  **  ~ 

P,  41 6»  Jinea  7  o  palce^  dele  (pro  casu,  si  c 

ftoru^  V)  „  '•  .*  • 

•  itr  •  !> 

446»  linea  2  &  palce,  post  §ectio}  adde ,  «//!*• 
gulis  tribm  vommunis,  JA,  %  .-r  <>■  .  ,  • 

.P»  454»  5lo  post  parallejogrammi,  adde:  nisi, 

quadratum  fuerit;  ei  ad  finem  ;  adde  t  "  72pf, 
fundum  autem  est  P  inter  omnesisuperficies% 
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solum  planum  esse,  cujus  qu.aelib-:  facie® 
alteri  obversa ,  hanc  (egere  queat ; 

systemate  Buclideo  )  planum  solum  cum 
sphaera  in  eo  con  venire ,  quod  utrumque 
circa  quodvis  sui  panctum  in  se  moveri 
queat.  ( To  n>  31.  p  2  08  \  et  solujn  discri’' 
men  esse ,  quod  sphaerae  quidvis  punctum 
ah  eodem  certo  aequidistat . 

^  86.  1  a  i  i  n  e  f4  posi  e  i  rectis,  adde?  crescenti - 
bus  \  ei  iinea  Io  fege  et  linea-  5 

a  calet»,  post  eoncipUmtur.  adde:  descripta. 
Notandum  etiam  esi !  quosdam  conceptus 
in  tomo  primo  traditos,  ad  finem  Inmi  2di 
clarius  simpliciuscfus  expressos  esse;  quod  cum 
ex  indice  ommissum  sit,  breviter  referre  pro 
iis  saltem,  qui  nonnisi  primum  tomum  habe* 
bunt,  haud  superTacuum  erit. 

I.  Cuilibet  quantitati  tribuatur  unitas 
■vel  u*  va  (quoad  operatione®  statim  dicendas)^ 
et  illi  de  qua  expresse  non  dicitur,  ei  negati¬ 
vam  tribui,  *5«Ya  unitas  attributa  sit  U- 
u  ita  te  va  praeditae  illae  erunt,  quae  realia 

vocantur,  et  ^  va  praeditae  erunt  eae,  qua© 
pure  imaginariae  dicuntur;  quae  nomina  con. 
sveta  et  hic  retinentur,  atque  duae  hae  «e- 
termioationes,  determinationes  fealit  at  is  dicant 
ttir.  Ilealia  et  pure  imaginaria,  determinatio-* 
ne  sive  :  ~  sive  **  affecta  ,  dicantur  quanti '* 

TI  Definitio proportlom$  (mter  prlnres  lom» 
f.  datas  >  ibidem  (  p.  65  >  est  sequens:  A,Bj 
C  D  in  proportione  esse  dicuntur  [abstrahendo 
nh  omni  determinatione  )  si  pro  » 

'nomine  numerico) ,  nt  ^nu,  C-nv  s  t 
npc  B  ipsum  u  pluvie?,  quam  D  ipsum 
D  inmm  v pluries  ,  quam  B  ipsum  u  e ontineat 
Si  jam  conceptus  hic  ad  casum  sj~-  + 
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restringatur \  atque  accedat:  quod  tam.respectn 
determinationum  ?  ,  quam  respectu  diter - 

minationum  realitatis  j  c/a/rc  A  et  B  determi¬ 
nationis  ejusdem  sunt ,  et  6T  ac  Z>  ejusdem ; 

t/cro  A  et  B  determ.  diversae  fuerint,  y  et  C 
ac  D  diversae  \sint  :  tura  dicitur  Z>  factum  ex 
<7  per  i?  f  quad  4*1)  multiplicato;  operatio 
autem  dicitur  multiplicatio  (uti  etiam  divisio 
inde  oiiunda)  respectiva  quoad  -41, 

Quo  pacto  8  schemata  oriuntur  ex  ij»  3  h*  * 
et  totidem,  e  duabus  realitatis  determinationibus^ 
«  quibus  schematibus  patet  ?  etiam  ter¬ 

mini  extremi  determ,  ejusdem  siut ,  sz  medii  determ * 
ejusdem  fuerint ;  imo  ex  iisdem,  patet ,  m 
multiplicatione  quam  in  divisione  7  si  quoad  -41 
peragatur^  ijt  e^^  ?  Tiecnon  w  et  ^  7  dare 
atvj^et^  dare  M  ; et  rem  inferse  quoad — 1  es  < 
s«q  funde  prona  ad  signa  -f  ,  —  conclusio  est); 
de  terminationes  item  quoad  realitatem  aequales , 
dare  pe  ale  9  diversas  aiticrn,  ddre  pure  ima  gi  na¬ 
rium. 

III.  Pro  uti  quantitates  determinationibus 
4*  f  *— i  affectae  coniiectuntur,  atque  ita  tractan¬ 
tur  :  idtro]  Venit ?  et  determinationibus  quoad 
rea  fi  ta  te  tfq  affectas  con  nectere,  atque  talem  le¬ 
gem  statuere;  ut  omnes  operationes  (absque  meri  • 
tioii**  facta  quoad  4*1  vel — i  >  absolute  per  a- 
gqntur :  eaque  fit, sequens 

Imo.  0 1  si  alteruter  duorimi  factorum  uni¬ 
tate  va  gaudeat  9  factor  unitate  va  gau¬ 
dens  ponatur  pro  multiplicatore ;  et  si  uterque 
unitate  ^  va  gaudeat  ,  tunc  sit  multiplicator  u,* 
nitate  negativa  gaudens. 

2do.  Si  4  et  a  quantitates  unitate  *J<-  va, 
et  B  ac  b  unitate  Va  gaudeant :  dicatur  44 B 
jvgr  a  4- i" absolute  multiplic  ari  ;  si  trun.  A" 
tpuaiu  /ij  tam  per  a  quam  per  b  respecti  ve  juxta, 

26? 
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ptdoffitn  multiplicentur;  atque  si  in  ln$ 
jkb.tjfc ^sumtiUf pure  ?ima~ 
•girikfiottiro *Sit  s;  dicatur  (id  est#  cum  sj 
candetum  sed 1  non  Commixtum. )  factum  {sensu 
ajhsoiutoy ,  L  \  *'** 

■  fiinC  '  absolutae  coiroeptus- 

pater.*  Pempe  si ' ^^=s#%idi€ itfe  '  Q  'qudiusmrix' 

i^d2Visd'^per'il  ^  »  -■ 

fdciehditur  etiam  multiplicatio  absoluta 
£  juxta  Tom.  I.  p,  5$);  .a  <j  ie  hinc  etiam  divi ~ 
sia tihstiluta.  <"*'  *;*•■  v-*  ;  •-*•••■'  .jf}^ 

liinc  si  quotus  ex  a -per  /3  diviso  sit  —  quoto 
ex  y  per  I  (divisionem  ahs-  intelUirerido)  %.  di-' 

Z  *  *A  <.-■«»,  y  ?  ■*$  .  .-W  .  V  '  V 

cuutnr  a  ?  p  ,  yvo  (sensu  generalissimo)  Jm  pro¬ 
portione  esse:  notando  quod  in  casu  ubi  u  per 
p  quoad  +  1?  per  8  quoad*1  d"I  f  dividi 


juxta  fegdlam  de beretf,*  expresse  contra  regu~ 

—  I  dividefbda  sintv 


IV.  r^uaiititates  sub  formam  a^bp^ — I 
Venientes  dieiifr  tur1  ikixtae,  dum  neo  a  %trrieb  b~ 0 
est  :  dabit  que  tam  in  multiplicatione  quam  di* 
visio n&  fpiiriim  per  purum , purum; purum  per 
fnifflum ,  Uve;  rnixium per}  purum ?  dabit  mixtum ; 
mixtum  pe'rdx'tnixium  autem  dat  in  certo  casu 
purum,  in  alio  rnixhtnt.  t  l  U  ^  -  '  .  •  •  i. 

fi-  T.  Patet  aufern  ( uti  m  sehctnatidus  mtd» 
ii  pacationibus  divisio  nisque)  in  proportione 
quoque  i  quod  si  duo  priores  det  er  m,  ejusdem 
fuerint  {sive  quoad  Sfi,  <—  j  sive  quoad  reaUtatem\ 
W  duo  posteriores  ejusdem  sint /  si  non,  QoUy  et  p  a* 
r iter  si  extrdnii  ejusdem  fuerint ,  et  ti&dji  ejus- 
deni  sint ,  si  nori  \  nari  p  et  pariter  si  extremorum 
Utritriripue  mixtum,  vel  utrumque  purum  fuerit ,  et 
mediorum  aut  ut rumfue purum,  aut  utrumque  mix •. 
tuml  mt :  sivero  extremorum  alterutrum} mixtum  ' 
uj teru/H purupi fuerit ,  et  mediorum  alCeriitruni 
pnrumy  sit  j  atque  idem  de  duobus; 

prioribus^  ff  %  p^^fior^us:  valeai  •  -  *  ' 


»*  mm 


AI^J.  Praeterea  de  resultato  divisionis  unico, Idam 
ponere  ta  per  concretarh  dividitur ,  additur  a  fi» 
uid  •  nempe  divisor  tam  2 dum  quam  Siitiui 
todum  oedupare  postest  i  eodenaque.  sen*u  . si.  di¬ 
visor  fractio  veret  sit ,  Quotus  iib  casu  utroque 
Major  dividendo  est» 

*  v  VII.  De  reperiundo  e  quibusvis  tribus  pro* 
portionis  terminis,  quarto  (in  concreto )  ;  et  de 
facto  extremorum  ^  facto  mediorum,  quoad  idem 
4*  accipiendo %  :V  - 

“1"  Y1IL  '"CdttcepftLS  potentiae,  radicis,  logo* 
rithmique  (Torri,  I.  p.  168)  traditus  simplicius 
exponitur.  Nempe  stdtim  post  conceptummul- 

tiplicationis  '  series  talis  consmii  potest,  cujus 

tr  -  -  .  .m  >  •'  '-%vv  > 

terminus  primus  sit  —rr—  ,  ct 'e  quovis  tertni- 

'V  -  >  •  ■  * 

p o  ea  lege  oriatur  sequens  ;  ut  numeratori  pos t~ 
ponatur  £  ut  factor,  et  ideno  mina  tori  numerus 
is,  quo  i  ut  faetor  in  novo  numeratore  est ,  post- 

,  -  ...  h*  i3 

ponatur:  quo  pacto  series  1 +  +  ^  5  ^ 

i* 

2  .  .  »  orta,  si  fuerit  zz  aut  A-'*'.  R 5  ex¬ 

primatur  valor  hujus  seriei  per 
l"  Atque  pro  quovis  tali  c ,  ut  (  fjc 
C  aequale  sit,  dicatur  quodvis  (f)bc  (et  non- 
liisi  v\ )  potentia  exponentis  b  ipsius  C/per  Cb 
denotata;  et  b  dicaluf  ciijusvis  '  C& \  [ 'logarii h- 
Thus  quoad  C;  ijuidvis  sftb"  formam  A\B\A  — -1  ca¬ 
dens  sit  si  ve  c  sive  b  ^/  rtA  realia  quaevis,  inter 
quae  et  0  cadit,  denotantibus  )»  Dicitur  prsete* 
rea  C  radix  exp,  b  ciijusvis  Cb;]  imo  et  quod  vis 
tale  a ,  ut  pro  certo  r,  sit  qr^R,  dicitur  [ra¬ 
dix  exp,  r  ipsius  R.  ExedipliS  haec  ibidem  i  b 
intrantur/  atque  per  definitionem  divisionis  J  (p. , 
;  extensam,  preterquam  quod  ommitti. 


c*  l  'eidem 


LYlll 


tu*  (Tom.T.  *p.  168),  ue que  NzzM  ibidem  (Y>.  45J 
excluditur. 

Notandum  tamen  est,  conceptum  hunc, 
quamvis  statim  post  multiplicationem  construi 
queat,  nonnisi  subveniente  Tom.  I.  p.  157. .  .  oriri. 

Nempe  prius,  factum  e  factoribus  eequalibus  nu¬ 
mero  /2,  per  factorem  semel,  et  n  ad  dextram 
superius  scriptum  denotari  coepit;  tum  ad  quo¬ 
tum  e  talibus  factis  eundo,  ultro  venit,  si  a  ut  factor 
superius  numero  n ,  inferius  numero  m  erat 
quum  Superius  a  deleatur  per  iuferius,  nume¬ 
rum  superiorum  a  accipere  4* ve,  inferiorum  ve- 

ro  hTC,  atque  designare  per  aH-  m,  ct  -j. 


JV—  m 

intelligere  per"  A  '  .Sit  /z~7n~v,et N—M=^ 

Fassus  ulterior  erat,  duos  ejusmodi  quotos 
v  M  v 

nempe  a  aequales  cogitare,  et  per  a  pdesi- 

i  v  t* 

gr^tre  tale.J,  ut  sit  a  —  A  .  Necfpost  (p.  5f>4)  di- 
excluditur:  nam  a1— et  1  s* — -1., 


Ita 


gaudet  valore 


Errores  ( in  Tom-  7  )  praeter  supra  annotatos : 
reliquos ,  quum  nec  valetudo  nec  negotia  totum 
ad  ungvem  castigare  permiserint ;  Lector  be¬ 
nigne  emendare  rogatur . 

P„  XXXVII.  Fig-  17.  III.  ad  /\Ii  imi  cujus  ha~ 
sis  &  est,  Verticem  ponamur  duae  iiicraer 

€  et  f. 

p.  84.  XXIX  linea  5  pro  5—  1  lege  3 — 2. 

P.  85.  linea  suprema  ,  pro  2 — 1  lege  3^—2. 

P*  95.  1.  4  pro  quoad  basim  Q,  \egequo ad  basim  a 
P.  110  L  6  a  calce ,  pro  eritis — P  (  zzz  )  Jege 

m  • 

quivis  volor  ipsius  j/ — P  per  p(a  +  bl^ — 1  ) 
exprimi  poterit ,  (pro  b  realia  juxta  pag 
109  talia  denotantibus  j  ut  (a-p  bi^  •— -1 )  ^  "z: 
—  1  sit. 

P.  152  linea  suprema  pro  (7(1 —  lege  C(1  *-* 
Parenthesis  2da  ]>•  priori  est,  si  pro  14-ar 

*  «  _ 72 

sit  e  4*  nec  integer,  rei  h*  et  <1.  Nam  —j- ;  ^qU0d 


crescens 


—  1 


rsit 

h 


et 


rc-Kl  ( 

g — n — 2 

Consideranda  veniunt  Accipitur  nempe  pro 
<iJ<yo  et  ^1,  n  tantum,  ut  sit  y  i 

que  tum  patet-A-^  esse  ?  uti  pro  e 


at- 


«fl 


<1 


est 


— n  ^ 

<1 ;  est  autem  in  casu  utroque  e<— n 


^Vum5;  adeoque  numeratori  fractionis  verae 
negativo  addendo  -—2  ,  et  denominatOri 
additod*  2,  majus  Hvura  prodit.  Nempe  in  utra- 
que  parenthesi  terminus  ad  laevam  ^  et  >  1 
estj  adeoque  addito  1 ,  majus  ^  vrim  in  2da  manet 
E  pag.  141.  signa  nonnisi  pro  (14-ar.)  et 
.(!+*)-  alternant.  Itaque  nonnisi  de  (l*br) 


—  LX 


elevato  ad  0  et  ^>1  quaestio  fit,  pro 

x',zz  et  h.  Sit  xz^l  +  q,  et  ~~7~-n 
h  tl\  1 

— 1 — (?  Pr0  (0)^vo?  accipiaturque  n  tantum 
ut  Q  sit  <C?qy  et  (2<?8  sit;  quod  fieri,  potest’ 


quum 


~n 


nf  1 


decrescens  —  1. 


Sint  termini  ejusmodi  signis  alternantibus  , 
'A,B,C,D  se  invicem  excipientes ,  silque  Afa 
,<?>{•  ,-ZXh  ;  exprimentur  hi  per 
^(e — /z  )x  j4{e — n  )[e—n — 1)  #  — /z) 

*  /2+1  72+1  /2+2  ~  *  3  7211 

£ TZa—l  (*  C 2/  5  »,  /.  ,  *  • 

- — -v  —rrf —  #3;  entque  factor  ipsius 

/2“j"  A  /2T  O 

Ax3t§* ,  quum  C  et  Afy  sint,  factor  ipsius  Ax$ 
autem  ^  est,  quum  A  et  x  vero  sit.  * 

Est  autem  A  tam  in  2  prioribus  ,  quam  in 
2  posterioribus  factor  communis/  estque  sum“ 
111  a  factorum  sociorum  in  2  prioribus,  1  + 

aa  —  Q — Qq — q  (substituendo  valores 

72+ i 

dictos)  ;  in  2  posterioribus  autem,  si  in  postremo 

pro  ~ ~ ^  (quod  ^>«^1  ,  tantum  — -*1  pona- 
1  72+3  A 

tur ,  summa  factorum  sociorum  ipsius  A  erit 

(-*»+*■)  fc? )(t — ,j 


Est  autem  sub- 


'2  q2*-~qZ; 


/2+2 

stituto  valore  ipsius  &•},  x9-*x$  =  — q< 
quod  ]>  —  Q — Qq — 9  (pervalorem  suppositum 
ipsius  n )  est.  Fit  vero  adhuc  majus  Hvam,:  si 
per  coefficientem  >f<vum  multiplicetur;  fiereique 

.  e — n — ^ 

adhuc  majus,  si  pro  —  1  poneretur  - 


—  LXI  — 

P.  18?.  I.  12  pro  n<Npx,  lege  ra=aut>  ff&x-, 

et  Fig.  19  annotentur  a,  6  et  a 
p.  196  et  269.  vide  statim. 

p#  215  superficiei  per  revolutionem  ,  anteponat 

tnr  9-no. 

P.  300.  I.  17  a  calce  pro  >  lege  <;  sed  per 
plane  dicta  a  linea  10  pag  300  usque  6to  pag. 
30 1  supervacuum  fit. 

P.  421,  1.  5.  pro  ex  co,  lege  ex  eo. 

P.  196.  linea  1 1.  quoad  substitutionem  aequipoi- 
lenliuni,  exempla  haud  rite  electa  sunt; 
praelereaque  ob  facilitatem  p.  269  nimis  sero  re  * 
lata;  atque  etiam  idea  calculi  differentialis,  in¬ 
tegra  lis  qu%,  ut  via,  qua  reperiri  poterat,  per¬ 
spicietur,  justa  fusius  deducta  est:  quapropter 
quum  nulla  repetitio  inutilis  sit,  quae  saltem 
quorsandam  Tyren  um  captui  accommodatior  fi¬ 
eri  queat;  hanc  quoque  brevius  evidentius, 
que  referre  licebit. 

L  Variabilis  a?,  a  qua  sive  necessario  sive 
certa  suppositione  dependent  quotvis  variabiles 
y,  s..,  dicatur  absoluta ;  sintque  ejus  valores 
y  et  p,  fa  o  accepti,  et  sive  ambo  i{«re  sive 
ambo  i— t  ve,  imo  et  alter  >^ve,  alter  Hve )  j  deno-, 
teturqwe  (pro  n  integro  *|*vo)  y :  n  per  x,  sitque 
fpro  p  integro"  >J*va  vel  >—  vo)  p  unx  V  (&.n:0 
vel  <*),  ita  ut  px  et  o> ,  aut  utrumque  ifc  aut 
Utrumque  hh  sit,  aut  et  p2— 0  sit. 

Ii.  Sit  functio  dicaturque  ^  m  vel 

ejus  derivata  series,  sequens;  {Kwk — (  K)  {n —  t)x , 
(K)( «-l}x-(iT)(7z-2)x...  CKHpfl  )x-(iD(pifa?‘); 
sitque  m  nomon  generale  ipsorum  72  ,  72—1  ,72 — '2, 
n — 3  . .  .  p-f  2  , gjl.  Esset  (inde  a  0)  seriei  dictae 
terminus  m  tus  ( Kjmx — f K)(jn —  1 )  x  ,  si  pro 
ui~  1  addatur  a)  ipsi  {in—  d  )x.  Denotetur  iste 
terminus  nilus  per  (k)mx  ;  erit qu-e  summa,  *<sr~ 


LXII 


rmrns  intermediis  se  mutuo  destruentibus,  (K)y 
— (A^/3,  ( pro  valoribus  dictis  ipsius  x);  deno- 
tetur  haec  per  K  (nomenclatione  ista  in  po«* 
sterum  quoque  retenta).  Patet  autem  m  etiam 
negativum  esse  posse,  si  exgr.  p  +  2  «=0  fu¬ 
erit.  Casus  simplicissimus  est  si  BjzzO.  et  tum 

K-=z(10y—{K)  0. 

lil.  Functio  ,  e  qua  derivatae  seriei  sum- 
ma  a  magnitudine  ipsius  n  haud  dependet ,  di. 
ea  tu  r  absoluta  sive  ab  ti  independensy  Exgr. 
sit  PrrO/  et  sit  ( C)x^x;  erit  (c)mxzzzmx — • 
l)x— x  ,  et  Cz~nx-~  0  zzx.  Ita  pro  {A)xz= 
,  erit  (a)mxz~2mx9 — £*,e t  ^^xz.  Pro 
(  (fjxxzx*  4* xx  zx~(  n-^ 1  )/zx  a,  est  (u)mx  ~2mk * ? 
at€[ue  U=x 2 -f  a; x  ;  quod  ab  u  dependere,  uti 
C  et  A  baud  dependere  manifestum  est. 

IV.  Si  jam  vator  ipsius  n  a  certo  incipien¬ 
do,  semper  porro  bis  augeatur;  atque  prius 
pro  valore  ejus  primo  construantur  series  deri. 
vatae  fnncrionum  certarum.  (A)x  et  (B)x  ab  n 
independentiuai,  ac  fnntionis  cujuspiam  (U)x , 
in  eadem  linea  horizontali  ;  serie  ipsius  ( U)x 
in  medium,  serie  ipsius  (sl)x  ad  dextram, 
serieque  ipsius  (B)x  ad  laevam  positis;  atque 
pro  valoribus  sequentibus  ipsius  /z,  construan¬ 
tur  pariter  series  functionum  (B)x,(U)xy{A)x ; 
pro  quovis  n  in  eadem  borizontali ,  ita  ut  lineae 
bae  crescente  n  se  invicem  deorsum  excipiant, 
et  series  ipsius  (  U)x  columnam  mediam,  series 
ipsius  (A)x  dextram,  series  ipsius  ( B)x  laevam 
teneant.  Exgr.  Sit  primum  /zzr2,  postea  sequentia 
erunt  4,  8  .  .  . ;  quae  incrementi  ipsius  n  ratio 
el  posthac  servetur;  sitque  B  =ukfx  fiet 

( U)ix'...  — ( U)?  I  (^J4x'  3 
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Ubi  prq  quovis  7z,  quod  vis  mx ,  pro  sequent 
7z,  mutatur  in  2mx',  u/  vero  (nisi  =0  fiat)  ipso 
X1  idest  dimidio  prioris  x  minus  evadet  ,  etp* 
ad  summum  erit,  quia  o?  <^2x*  est; 

atque  numerus  terminorum  duplicatur. 

S chol.  Manifesto  autem  quaevis  serierum 
harum  ,  terminis  extremis  gaudet ,  sed  in  nulla 
trium  columnarum  serialium  dictarum  series  ul¬ 
tima  datur :  differt  igitur  series  ejusmodi  a  se^ 
rie  vulgari  infinita ,  quae  duobus  terminis  ex¬ 
tremis  haud  gaudet. 

V.  Sit  jam  (jB )x  notum,  et  quaeratur  {A]x} 
atque  (u)mx  aequipolleat  tam  ipsi  {a)mx  quam, 
ipsi  (b)rnx  ;  idest  aut  pro  quovis  n  sit  (u)mx^x 

(a) mx~(b)mx  ,  (pro  quovis  m ) ,  (quo  in  Casu 
erit  AxzzBxzl  U%  nec  U  ad  n  dependet);  aut  pro 
quovis  utvis  magno  N,  detur  tale  /2,  ut  in  ejus 
linea  horizontali ,  pro  quovis  valore  ipsius  n?,  sit 

(u)mx —  (fl)wxX,  ,  et  ^ 

(b) mx 
N 

in  certis  casibus  in  dato  quopiam  X  desinunt ;  si¬ 
quidem  tam  istud  X  ,  quam  partes  ipsorum 
Z7,  A  huic  X  appertinentes  /v^o. 
Fiet  lutu,  substituendo  valores  ipsius  m  (si  exgr. 
pro  dato  N  sufficiat  ,  sitqtie  p*fl^  5), 

et  (“>9*— ©9x 


saltem  nonnisi  illis  mx  exceptis  ^  qua© 


(u)9x — (a) 9x  ^ 
(u)8x — (a)8x  ^ 


( u)5x 


(  \ k  *  /  ( U) «1 X  /  /i  .  r  •  *  (  $  )  5  X 

\Ctfix  <C  5et  (u)VX—(&)5x  < 


A7 


Eri  (que  manifesto  summa  columnae  verticalis 
prioris,  -U,  sequentis  A,  3  tiafe  erit  AiNy  4tae 
Uy  5iae  B,  ultimae  B :2V;  fietque 

U  ^4  ^  -jy.  ,  et  U — B  <C  fff  \  adeoque 

Cpro  A,B  omnino  finitis)  A ,  ac  U  B% 

Consequ.  A  ~B  ,  nempe  (A)y~(A)i3^(B')y—^. 
(B)$,  adeoque  Ile- 

peritur  autem  (J)j3modo  sequente  :  si  dicta 
et  de  valore  h  ipsius  x  playe  ut  de  y  valeant, 
et  constet  {A  ')h~a  e sse  ;  erit 

(A)h  zz  a  =  adeoque 

(^)g=:  a  —  {B)h  f{B)$;  atque  (A)y  =z 
(B)y+ci  r(Bm(B)^CB)e=(B)yta-~(JB)A . 
^uum  igitur  (B)y.  et  \B)h  nota  sint,  (A)y  in¬ 
notescit.  Scribitur  autem  (A)x ~(B)x\con$t. ; 
quum.  {.J5)/3  de  quovis  valore  ipsius  x  % 

de  quo  dicta  valent,  idem  <2 — fH)/*  sit. 

Dicique  potest  (B)x  functio  summatrix ,  et 
(  £7)x  functio  mediat rix. 

VI.  Si  et  variabiles,  yy  z  .  .  .  certa  lege 
cum  quovis  mx  posita  fuerint ,  cujusvis  illius  yy 
quod  cum  aliquo  mi  ponitur,  differentia  ab  il¬ 
lo  yf  quod  cum  [m-~  I)x  ponitur,  designetur  per 

y\  idem  de  s  . . .  in tel ligatur  ,  atque  i  ,  y  9  i  ... 
semper  simultanea  accipiantur  ;  potest  illud  y 

quod  cum  mi  ponitur ,  per  y*mi  denotari. 

VII.  Dicuntur  (a)mi,  ( u)mx  ,  (&)mi9  idest 
(A  Vtwx, —  C A)(m — l)x,  (  U)mx — (  U)(??i — |)x, 

(  B)mi^{B  )  ( m — l)x  differ  enti  alia  vera  functio¬ 
num  (A}xf  U)x,  (  B)x.  At  si  detur  tale  (ul)mi9 
quod  ipsis  (a  J/ni  et  (b)mi  sensu  dicto  aequis 
polleat,  atque  ita  expressum  sit,  ut  si  in  eo 

ubique  x  pro  mi  (et  si  adfuerit,  y  pro  y%mi 
eie. )  ponatur,  iu  nullo  termino  hiera  punctata 
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per  aliam  punctatam  multiplicata  occurat  .*  dici¬ 
tur  (u')x  breviter  differentiate  tam  ipsius  {A)x 
quam  ipsius  (£)4-  atque  (A)x  imo  et  ( B)x 
(quae  nonnisi  constante  differunt)  dicitur  in» 
tegrale  ipsius  (ul)x.  Omniaque  bic  a  valore 
J3  ipsius  x  usque  ad  y  (juxta  dicta)  intelligantur. 
YIII.  Aequipollent  autem  (sensu  dicto) 

(ta)m-k  y  ,  ( b)mi  ;  si  ,  A— s  1  et 

^  (a)x 

/ ^  X  • 

v - : —  A-~\  1.  Namque  valores  horum  pro  certis 

{jb  )  x 

quibusvis  valoribus  ipsius  x  (aut  plurium  varia¬ 
bilium  /  si  adfuerint),  ab  n  dependent;  atque  ten¬ 
dentia  ad  limitem  1  jd  significat,  quod  pro 

,  _  (nt^x  v 

%  quovis  utvis  magno  A cietur  tale/z,  utsit~-~-  « — 1 

\Cl  )X 


&)x 


<  et7rf  ~l  < 

JV  (oJx 


1 

N~>' 


bine  antem  fit 

,1 

(u’)x—{a)x  <  ct (u')x—{b)x  < 


N 


Atque  jam  moveatur  punctum  a  0  usque 
ad  finem  ipsius  y  ,  item  a  0  usque  ad  finem 
ipsius  |3  (si  boc  non  =0);  et  quaeratur  ubique* 
quodnam  71  pro  dato  N  satisfaciat  illi  x  quod 
eousque  determinatum  est  ?  respondebitur  sem- 
per  cum  aliquo  finito  n.  Unde  manifesto  da¬ 
bitur  numerus  finitus  quemvis  dictorum  finito¬ 
rum  superans ;  accipiatur  tale  n\  quod  hunc 
quoque  superet,  et  sit  potentia  binarii  integra. 
Et  manifesto  si  y  per  n '  dividatur ,  ut  sit  x  =3 

-  T  ■  valebit  boc  n!  pro  linea  horizontali  illa, 


-n'  fit,  eritque  idem  n ,  pro  dato  N  pro 
omnibus  m.  lineae  ejusdem  tale  ut  requiritur  (in  Y ) 


in  qua  m 


—  lxyi 


Siquidem  detur  X  (p.  eadem),  exceptionem 
Jianc  io  summis  nihil  inducere  patet. 

IX.  Si  (&Jxz=(&vjpr...)fa),  (ubi  terminus 
quivis  praeter  unum  ei  u>,  0  denotare  potest) , 

f  O) 

*qu*  (^JTpFZ)  A^0?  tnm 

quantitatum  in  (uvA*pr . ..  )  occurentium  ,  sub¬ 
stituatur  aequale,  aut  (per  pag,  -80...)  tale,  ut 
quotus  e  substituto  per  id  cui  substituitur,  I, 
dum  n  A—\  Qp,  dicaturque  k  id ,  quod  post 
substitutiones  dictas  quotvis  es  ( uv\pr . . )  factum 

esf;  erit  )T*> A""' 1 *  eriti"f!  *  « 

forma  requisita  gaudeat,  differentiate  ipsiu*(B)* 
Exgr.^Si  {B)x  —x*  ;  erit  (5)x—2xi-x\ 

atque  ~2xx~  ■'*'"* *>0j  adeoque  2xx  differen- 

tiale  est. 


X.  Pro  (A)x  functio  talis  ( T7)x  ab  n  depen* 

4ens  quaeritur,  ut  A,  et  h 

(«> 

Saepe  nec  in  concreto  f uti  figura 

quaepiam])  datur,  et  tum  dari  (A)x  demon- 
trandum  est?  pro  tali  plurimisque  casibus,  quae, 
nuitur  duae  functiones  finitae  (F*)x  et  {U)x 
ab  n  dependentes,  ut  sit  ,  et 

(dum  n  qq  )  adeoque  £/>—->  A  , 

(quopactoet  A  peclimitem  datum  sii},*sitque 

(*>»(«»(«) ,  0  ;  adeoque 


(a)#— (  7/  > 


Erit  enim 


(«>  «>]  =1‘  Conse(Il' 


f  U  \v 
{(ix) 
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SCHOLION •  in  quo  partim  dicta  illustran¬ 
tur;  partim  methodi  (p.  183  )  (ubi  post  {A)(xfi\ 

in  numeratore >  - — errorem  omissum  est  ) 
idea  exponitur;  atque  exemplis  applieatio  tnelbo-» 
di  utri  usque  ostenditur  ;  inter  quae  et  error  calculi 
(ps  220  et  222)  corrigitur . 

l./^o  Accipiatur  in  posterum  (nisi  aliud  irioni-5 
tum  fuerit)  jB=sO  (p*  LXI)  vel  et  utrumque  ffcvi 
aut  utrumque  »-<  ve  :  atque  si  commensurabilia  fu¬ 
erint ,  sitqtie  exg,  y^9z* ,  et  j3^4 u%  accipiatur' pri¬ 
mam  7z=:9,  et  sequentia  n,  sint  2.9,2.24)  ,  2,2,24h.. 
(p.  LXII);  si  vero  incommensurabilia  fuerint^ 
poterunt  pro  n  accipi  2?  4,  8  •  *  * 

2- do  Patet  seriem  ex  QA)x  derivatam  esse  $&* 
riem  incrementorum  functionis  (*a  |3  usque  ad  y  ) 
ipsis  x  respondentium  $  numerumijue  *  terminorum 
esse  72-=  p,  et  (a)m%  incrementum  mtd  x  respoii^ 
dens  esse* 

3- tio.  Aequipollentia  termini  (u)mx  seriei  ttuj us¬ 

piam  S1  cum  termino  generali  (a)mx  seriei  mei5®- 
mentorum  ex  (A)x  functione  abs.  derivatae  Sj.pw 
(u)mx  S  (a)mx  designari  potest;  atque  sin®  % 
quoque  (p,  LXIIl )  ope  seriei  sie  definiti  potest  % 
si  S  et  S'  fuerint  series  terminorum  numero  aequa¬ 
lium,  ita  ut  cuivis  mt o  i  duos  termini  simiiltanei^ 
et  cuivis  alii  alii  respondeant  ;  atque  pr®  utvia 
magno  iV*,  detur  tale  72,  ut  pro  eodem  n  quivi» 
termini  ( u)mx  et  (a) mi  fuerint  sibi  invisens 
respondentes  simultanei ,  sit  (u)mi  .  aut 

:n0  aut  (  a)mx  :  N\  saltem  si  rion  de  omnibu» 
valeat,  exceptorum  summa  Ojdumrt/^S  QQi 

tum  dicitur  (u)mi^(a)mi, 

Patetqiie  esse  S'  a tit  rr  A  aut  / — \  A  ;  ad##- 
que  si  et  ( B)x  functio  abs.  adfuerit;  atquej  («)7rai 
^(b)mx:  esse  etiam  Sr  aut  B  aut  / — \  B\ 
consequ.  esse  A^B.  Undej  etiam  <$*  series  medi * 
atrix ,  et  ( u)mx  terminus  mediator  sive  sensu  g e* 
neraliore  differentiate  cujusvis  ipsorum  (A)x  et  (J5f 


XVIII 


LXTJir  — 


sive  jdferutrius  tantum,  si  sola  consideretur,  dici 
possunt.» 

4to.  Quamvis  igitur  expressio  quaevis  termi¬ 
no  generali  seriei  incrementorum  functionis  abs. 
«equipoliens,  sensu  generali  differentiale  functionis 
illius,  et  haec  ipsa  integrale  illius  dici  possint: 
«xpressio  tamen  quam  simplicissima  quaeritur: 
*\ que  differentiale  sensu  stricto  nonnisi  talis  expres¬ 
sio  $ieitur,;in  cujus  termine  quovis  unica  Jitera 
punctata  eaque  in  prima  potentia  est,  et  coeffiei- 
«ns  ejus  pro  quovis  dato  *  functio  absoluta  est 

At  vero  expessio  talis  ita  imelligenda  est :  ut 
omnes  literae  valoribus  simultaneis  quibus  ad  fi¬ 
nem  cujusvis  mx  gaudent,  accipiantur;  punctata 
vero  semper  et  alibi,  sit  incrementum  ejus,  quod  li. 
t«ra  illa  sine  puncto  significat ,  sub  mto  x  factum 

3tio  Per  (a)x  (p.  LXV  )  autem  Tintelligatur 
(A)x  ( dY*r— -x) ;  ita  ut  in  hoc  ipsi  x  quivis  valor 
pro  aliquo  n  sub  formam  mx  cadens  substitui 
possit;  ita  tamen  ut  quivis  ntvis  crescente  « 

«tans  maneat,  ipso  ^quoque  eatenus  mutato  ,  ate  e 
x  semper  mx  sit.  Si  vero  \A)x=^z  sit,  patet  2  ip 
mi  ,  et  i  respondere  fmio  x  ,  atque  {A)  {x — x; 
«tse  adeoque  si  exg.  ( C)x~z  *  5  esSe 

{e)x^z  s* — (z —  z)1* 

Quodsi  jam  pro  quovis  dicto  x  fa  p  usque  ad 
y)  811  r  (sf)x~-(A')(x~i)  ]  :  x  —  vel  ',A — s  (73) x,  et 
(Djx  functio  abs»  sit,  semper  finita  nec  0 non- 
nisi  ipsis’>  in  certis  punctis  discretis  desinentibus 
fcxceptis):  erit  (A)x—(A)(x—x):x(I))x=z  vel/ — N  1 
(saltem  praeter  puncta  dicta){:  itaque  per  fluxum 
puncti  quaerendo  (juxta  p.  LXV)  pro  quovis  ta- 
Uf*,  quodnam  n  pro  dato  N  satisfaciat;  dabitur  tale  n, 
pro  quo  eodem  sit  x(D)mx  —(« )mx  aut  0  aut 

<c*)  mx:  N  (saltem  praeter  dicta);  adeoque  x  (73)& 

aequipollebit  ipsi  (a)mx  ,  et  differentiale  erit: 

( /3)x  autem  derivata  ipsius  (A)x  dici  potest  qr©- 
ad  .r,  si  x  fuerit  in  denominatore  ;  quodf  etiam 
emissum  subintclligi  potest;  alsi  non  quoad  varia- 
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bilem  abs.  fuerit,  annotandum  est.  Sivero  deriva¬ 
ta  haec  prima  dicatur,  derivatae  k  tae  derivata, 
ta  audit;  et  (A)x  functio  primitiva  £ta  deri¬ 
vatae  Hae  dicitur  %  per  praepositum,  aut  si 

jfcczl  5  per  J  designata.  Differentiale  per  d  ,  de¬ 
rivata  Ha  per  ,  aut  si  ,H==1  per  J, aut  si  quoad 
z  sit  per  ZJ&  praepositum  denotari  potest ;  et  si 
hoc  z=q  fuerit,  J’  g  integrale  ipsius  gi,  et  *J~  7%  f 

functionem  cujus  derivata  Ha  duoad  z  est  q*  de» 
notare  potest. 

Differentialium  alliorum  apparatus  derivati*, 
aitioribus  superfluus  fit» 

Ut  res  clarior  fiat:  denotet  v  velocitatem 
$  spatium,  w  vim  continuo  agentem  (p.  201  et  216)* 
singula  ad  finem  temporis  t  variabilis  abs.  intelli- 
gendo.  Designeturque  cujusvis  variabilium  valor 
qui  ad  finem  alicujus  t  aut  t—i  ,  vel  mi  aut  (m-l)l 
est  ,  praeponendo  literam  germanicam  nominis  e* 
j  iisdem  majorem  clausam,  litera  punctata  autem 
minori  clausa  denotetur.  Si  jam  dicatur  vi=xds=i% 
sive  v~Js;  intel  ligatur  §  (f)/?d  et  pro 

quovis  dato  t  esse  £(€>)£— (<2>J  ( t— 4 )]  :  t 

Hinc  etiam  s  talis  functio  est  ,  cujus  deri¬ 
vata  v  est  ,  idest  JvzizsAr  (const.  quae  tamen  et 
0  esse  potest). 

6to  Nempe  functiones  absolutae  nonnisi  con» 
stante  c  differentes,  differentialibus  aequipollenti- 
bus  ,*  et  differentialia  aequipollentia  integralibus 
nonnisi  constante  differentibus  gaudent. 

Nam  (A  )mx~(A)(m~l  )x~(sf)mx^c-[ J 
Quoad  alterum  autem  :  sit  (q)x  2  (a)x  et 
J~(q)x  sit  (C)x\  erit  (C)x — (C)pz=z(^)x — 
adeoque  (  C)x=^(A)$ — (CjjS,  quod  con* 

stans  est. 

7mo.  Si  (p.  LXIVJ  (A )(3  immediate  datum 
fuerit,  et  f^)3—  (i?)j3^const.  datum  erit.  Si  vero 
(ibidem)  pro  4^:0  sit  (A)k^a  :  valeantque  dicta 
a  valore  0  ipsius  x  usque  ad  j3 ,  erit  (sjtjp—{'s4)0 

yrm  * 
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=s<-ff)|3— fi< )0;  atque'hiac  [d)P—(B)Q—a—(B)h, 
Ul  ibidem.  . 

8vm  Methodus  altera  eodem  redit,  breviterque 
in  sequentibus  consistit. 

L  Si  pro  quovis  valore  determinato  et  non 
0  ipsius  sit  :i  /w s  (D>, 

dum  ?  '*■■■ 0;  denotante  (ESx  functionem  absolu-*- 
tam  valoris  finiti  et  non  0  C saltem  ni  x  in  certo 
puncto  j  aut  certorum  discretorum  aliquo  termine* 
fur;  dici  posset  (JO)x  limes  augmeritalis J  facileque 
palet  lioe  idem  esse  quod  derivata  superius  erat  % 
nempe  £  pro  i  ponendo,  (A)(xH) — (A)x  et  ( A)x 
*~-(s2)(x—x)  duq  incrementa  proxima  sunt  ,  quo® 
rum  prius  per  alterum  .divisum  1. 

%  Forro  functiones  nonnisi  constante  diffe- 
Tentei  limite  augmentali  eodem  gaudent;  et  Ii® 
miti  augmentali  functiones  primitivae  nonnisi  com* 
stante  differentes  respondent, 

Mam  f  (A)x+ <?] }{x*i)—(A)x 

Quoad  ^alterum  amem;  functio  primitiva  aut 
es§e  nequit;  si  enim  k{A)x  esset/  limes  fi» 
er.et  k{D)x%  quum  (D)x  (praeter  puncta  discreta) 
valoris  determinati  finiti  et  non  0  sit. 

3.  Hinc  si  functio  (^A)x  quaeratur,  et  repe® 
rlatnr  functio  nota  ( ‘B)x  talis,  ut  limite  augmen® 
tali  (quoad  eandem  Variabilem)  eodem  gaudeant: 
erit  f  4)^55?(^)a?+  const. 

Subit  igitur  heic  limea  augmentalis  ^superius 
iictae  seriei  mediatricis  vicem. 

4.  Constans  autem  sic  repentur:  si  pro  quovis 
x  (a  fi  usquead  y)  sit  (A )xzzz {JS)x^r  const.  et  sit 
(A)fizza;  erit  (A  )hzs.  ( B)h^  const  ;  adeoque 
const.  ss  a  —  (B)h  t  ut  supra% 

5.  Lim.es  dictus  methodo  de  differentiali^di* 
etae analoga  quaeritur. 

fluo.  Exempla  pro  methodo  utraque: 

b  b^ro  coordinatis  rectangulis  derivata  areae 
(Ajx  in  plano,  est  ordinata  y,  et  differentiale  est 
XX*  &it  enim  exgr  pro  ordinatis  crescentibus  (pLXYXJ 
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(F)x  summa  rectangulorum  0  quovis  x  et  ordina¬ 
ta  e  fine  ejus  erecta,  (U)%  autem  sit  summa  ree- 
tangUlorum  item  e  quovis  £  et  ordipata  e^  ini¬ 
tio  ejus  erecta:  erit  F*)  Jfy  Uy  et  {v)x)f '(fi)#*? 
\u)x,  atque  ( v)x\(u)x  A--\  1,  adeoque  (v)xi(a)x  l} 
sed  (v)x:x=j^i  consequ.  (a)x:x  a-~\  y*  Hinc  si 
,  erit  {J)x  z^J-px*  ,  qjiod  (p.  205)  est» 

( B)xz=axH l  :(£+  i)/  constans  enim  *-z0,  Pr9 
xz^O  fit  .  0_ 

2.  Pro  (pe  201)  est  J$=zp9  et  dfSS#**  -1* 
enim  prius,  w  constans  z£g  (p.  %l 7  )  sjtque 
et  (  F^t  snmma^spatiorum  sub  quovis  I 
velocitate  quae  ad  finem  ejus  est  aequabiliter  per¬ 
cursorum,  {U)&  vero  summa  item  sub  qjiovis  t 
velocitate  quae  ad  initum  ejus  e$t,  aequabiliter  per¬ 
cursorum,  Erit  ( v)/=t  et  ; 

atque  ( u )t ,  et 

que  (vV;  (a)if/^j,  Consequ.  1  (t&)£ :  *t  =i  W* 
limes  ipsius  (a)ti\  pro  quovis  dato  /  est j  et  v 
Illi  respondens  derivata  9  atque  v  i  differentia!© 

est.  Esfc  autem  v^gt  ?  j~gt=s  C  P* 

Potest  idem  et  juxta  (p.  21?  )fierij5  1) 

im  a— -\  1  ita  intell  igitur ;  quod  detur  tale  n  pm 
quovis  dato  2V,  utvis  parvo  t  excepto ,  ut,(/7r^l).7/* 
— 1  <1:AT  sit. 

Si  ^  ero  w  non  ait  constans ,  sed  cxg.  cresc.ajt 
continuo  (p.  218 ) ;  est  i(S8)(V—~fc )  + 

>t .(95 )(/— t)-4-t2($8$)(/  -t).  Sed  prius  per  poste¬ 
rius  divisum  a— \  1,  et  \  It  at¬ 

que  1  (S03 ) t :(§8)j  A-~\  0.  Conseq,  («)£:  t  >'s-y‘N  ($3)£. 

Pariter  vg  wi  (p.  219  )  ,  adeoqne  A— s  w 

et  quum  ex  v\B  s  sit  fcg  #y  V}  substituendo  fit  vir  g  w/. 
Conseq.  z/vr sive  vj*~v  =  w 

nempe  functio,  cujusj  derivata  quoad  v 
est  2; ,  et  illa  cujus  derivata  quoad  5  est  w ,  non¬ 
nisi  constante  differunt.  Sed  prius  —  vs  : 2  (p.  198); 
itaque  vz  =2  ^“w  $  et  exhinc,  prius  functio  ypri- 
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niitiva  simul  cum  constante  quaerenda,  ut  radix  v 
obtineatur. 

Exgr.  Sit  (  p.  219  Fig.  25)  problema  m  o  tus 
diflormiter  accelerati.  Est  ibidem  Wrr*^ ;  x*  ,  et 
szza — ar,  adeoque  — x.,  et  xjszzz  —l.  Itaque 

w s  B  — -  r3gx  :a?2  ,  et  w  xJszz,- — r2g  ;  x2 :  cujus  inte- 
grale  est  r~g :  x  +  const.,  uam  hujus  derivata  quod 
x  est  (p.  198  ).  Reperitur  autem  con¬ 
stans  sic:  pro  x-zza  est  v  ,=0,  adeoque  et  ; 

hinc  const.  r%g\  a,  atque  v2  zz%  ^ wxJ$  zz2rag 

(  ■— — ).  Couseq.  vzzrl^^g  — — — 
x  a,  ax 

Pariter  Qp.  222  )  calculum  error  ir¬ 
repsit.  Est  nempe  vis  ibi  zg  :  r  ,  et  $z=zr—z;  at»? 
queaJszz—  1,*  adeoque  v*  :  2  ^=*zj  ( zg\r  )  =s 
• — 2  9g :  2rHb  const.  -Est '.vero  pro  zz~r  velocitas  O, 
adeoque  v3i2  rg:  2 -f  const.  et  const.  ~rg  :  2, 


O* 

Conseq.  v  ^  rs'^z$)9-  quod  pro  £.^0 Vil\/ rg 

Ubi  notandum  est:  quod  gr  pro  diversa  u- 
nitate,  facta  diversa  praebeat  ,  adeoque  vagum  vi¬ 
deri  posset;  at  si  factores  concreti  numero  p  fu¬ 
erint,  radix  pti  gradus  e  facto  se/nper  eadem  erit* 
dummodo  tam  factum  quam  radix  quoad  quamvis 
quidem  sed  eandem  uni  Laterii  accipiatur.  Nempe 
quoad  uz-l  sit  factum  J\  erit  (p.  98..)quoad  ku~l 
(denotante  h  quantitatem  abstractam)  factum  JPzs. 

fih  atque  si \^f  (quoad  uzzl )  sit  r,  erit  (quo- 

F  P 

ad  hu*~\')is' fcp  (quoad  kuzzzl ):  et  boa 


est 


i 


In  exeurplo  praec.  sunt  4  factores  in  nume¬ 
ratore  ,  et  duo  in  denominatore :  Sed  ibi  quoque 
duo  tantum  manent;  nam  quantitas  concreta  per 
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concretam  quotum  constautem  dat  {Tom.  II.  p.  567  ) 
Denique  (  p.  222)  patet  altitudinem  velocitati 
minimae,  qua  globus  verticaliter  explodi  deberet, 
ut  nunquam  redeat  competentem,  esse  radium 
corporis  coelestis. 

3.  Sit  adhuc  exemplum  pro  differentiali  negativo 
et  derivata  negativa:  quaevatur  nempe  tempus  lap¬ 
sus  per  s  arcum  cycloidis • 

Si  (Fig.  53)  pro  v  scriberetur  x9  essetque  haec 
variabilis  absoluta,  neglectoque  s  quod  ibi  est, 
denotet  s  viam  a  certo  puncto  cycloidis  incipi¬ 
endo,  super  eadem  per  gravitatem  lahentis  puncti» 
respondeatque  abcissa  h  puncto  illi  certo  ipsius 
s ,  sitque  y  ordinata  ipsius  aj;  atque  tempus  lapsus 
per  s,  dicatur  /,et  v  denotet  velocitatem  finalem 
ad  ,  finem  ipsius  t  et  imum  ipsius  s ,  spatiumque 
sub  i"  lapsu  libero  percursum  denotetur  per  g« 

Erat  (p.  LXXI)  t :  — —  1  ;  itaque 

'  .  Js 

sive  ^  txzj  - — — ;  eunsque  in  finem  Js  et  v  quae¬ 
renda  sunt.  Est  v~2\/r g( h — x)\  nempe  lapsus 
non  per  plana  inclinata  compacta,  sed  per  cur~ 

vam  fit.  Estque  Jy2)~~2~  (  p.  262  ), 

.i. 

atque  (  326  )*  adeoqus 


2aT  1 


Conseqn.  ^  “ 


X‘-  x 


2g{h  ~~x) 


~  i  ;  Ti 

x  £  (7z— a?)  a" 


I/ 


V 


Estque  hoc  negaovum*  namque  pro 
tarn  5  quam  t  est  0,  sed  a  fine  mi  x  usque  ~ad 
initium  ejus  crescit  arcus,  et  ut  grave  per  eum 
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descendat ,  tempus  requiritur ;  si  igitur  incremen* 
ta  ista  temporis  a  0  incipiendo  pro  (/z—l)x,(^ — 2)x 
per  ordinatas  ad  fines  ipsorum  x  positas  re¬ 
praesententur  ,  dicatur  que  ordinata  C C)x%  erit 
( C)ni — (C)(n—  l)i  quod  et  de  sequentibus 

pateti 

Erit  igitur  t  —  m  -J_  f  *)  ~ZT~  : 

)  ' 

atque  hoe  -y^r  .  arc.  *  cos.  fl— )-f  const 


(p.  254)  uti  statim  patebit 

Si  feto  t~0;  turn  xtxzk;  adeoque  0  — i— 

p«*r  (S 

«ite.  co&(— l)+const.  Areus  cos— 1  est  jsmt 

-  i  i  l 

Itaque  const  =s  — .  % .  Conseq.  t=s  <=—?7r 

(jtr-~arc.  co#.  (1-**^,)* 

h 


-8 


Si  vere  x  =0 ;  tempus  lapsus  per  cycloident 
Usque  ad  punetum  imum  erit ;  ubi  \S « — 

l^2g  g 

(quaiilaettnquej  fuerit  unitas  )  idem  manet ,  ut  an¬ 
te^. 

Patet  quoque  tempus  undevis  idem  requiri . 
ut  'graVe  ad  imum  usque  delabatur* 

P*  250  eadem  prodibunt,  etsi  arcu  z  dicto  ab« 
scissa  x  Sit  variabilis  absoluta  \  eritque  (p.  254J 
%  —  deos  zisinjz;  pro  cos  zzz  1  vero 

— *  d cosses  2%ihj  estqne  sin  z^l^(  1 — foaz*) 

;~j  _  ~l 

Itaque  —  d  cos  2*  slnzi^x  x  2  (h—x)  2  .  Coii- 

seq.  hujus  integrale  est  z  arcus  ipsius  1— (2x\h 
tanquam  cosinus» 
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Plurium  errorum  haud  animadversorum  numertis  ad * 
huc  sequentibus  minuitur :  praetereaque  additur 
methodus  heterogenea  in  calculo  tractandi  simplex 
et  intuitiva. 

Tom.  II.  p.  365  per  errorem  omisium  est:  excepto^ 
si  duorum  priorum  aut  duorum  posteriorum  ,  alteru~ 
irum  puru/tt^  alterum  mixtum ,  et  reliqua  mixta  fuerint? 
quod  4  casus  praebet^  in  quibus  quotos  aequales  osse  posto 
e  §.  ibidem  citato  patet ,  haud  valente  regula. 

Error  dictus  semel  commistus  Tom .  /.  p .  JLJ^l  re* 
petitus  est. 

T.  I.  p.  17.  Pars  indivellibilis  potest  etiam  ita  ilhr« 
strari  :  quod  sit  pars  ejusmodi  totius  T  9  quae  ©x  T  ab- 
stiabi  potest  ,  ut  sine  reliquo,  cogitationis  objectum  esse 
queat  ,  sed  ipsa  nec  cogitatione  ita  avelli  potest ,  ut  reli¬ 
quum  sine  ea  cogitari  queat. 

T.  1.  p.  21.  $.  7.  linea  3.  post  quantitates  A  et  B  ad¬ 
di  debet  :  nonnisi  indivellibde  utriusque  commune  ha - 
bentes .  Aut  :  si  quantitatum  A  et  B  alterutra  sit 

ZSZ  alteri  aut  portioni  ejus  $  dicuntur  A  et  B  homogenea • 
T.  I.  p.  29  et  T.  11.  p.  364.  mentio  CO  ti  fit :  in 
Arithmetica  pura  non  aliam  quantitatem  praeter  0  et  exgr. 
rectam  (e  Geometria  petitam)  tractante,  non  aliud  GO  in- 
telligitur,  nisi  limes  viae  puncti  e  rectae  puncto  p  in 
ea  semper  porro  et  ultra  datum  quodvis  punctum  motu 
Quoad  signa  f  ,  — »  ipsi  GO  to  praeposita,  conditio  C 
(T.  1.  p.  23)  locum  haud  habet  quidem,  sed  pro  viis  quibus¬ 
vis  finitis  ,  guarum  alterutra  exgr.  ad  dextram  altera  ad 
laevam  describitur  ,  C  locum  habebit  initio  p  viae  ad  lae¬ 
vam,  ad  finem  viae  alterius  posito  ,  atque  per  —  QO  li¬ 
mes  viae  ex  p  ad  laevam  factae,  per  f  GO  autem  limes  viae 
ex  p  ad  dextram  factae  intelligi  potest. 

T.  II.  p.  97.  Si  punctum  ex  A  linea  abscissarnm  in 
B  sursum  moveatur  ,  via  accipitur  *  va,  si  deorsum,  ^nvaj 
atque  hic  conditio  C  esse  potest,  ut  quaeratur  resultatum  , 
quod  fieret ,  si  motus  puncti  deorsum  e  fine  viae  sursum 
factae  poneretur. 

T.  II.  p.  361.  regula  data,  in  arithmetica  pura  ^  aut 
ad  puram  reducta,  clara  est :  si  vero  heterogenea  in  concre¬ 
to  accipiantur  ;  regula  (T.  I.  p.  106.  1.)  data  simplicior 
est.  Atque  non  negativum,  solum ,  sed  et  mixtum  ra¬ 
dice  gaudet. 

Tom.  II.  p.  174;  1,  11.  adde  solido.  TJnde  et  via  minima 
inter  2 puncta  superficiei  sphaericae,  in  circulo  maximo  est. 
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tractandi. 

Possiyit  quideni'  omnia  in  concreto  tractari.  Nempe 
1-mo quaelibet  quantitas  speciei  cujusvis  determinatio¬ 
num  M  aliqua ,  2-do  et  simul  determinationum > 
l  quoad  r  e  alit  at  em  aliqua ,  affecta  esse  debet :  nempe  quo»  |\ 
'  ad  operationem  multiplicationis  operationesque  inde  proma** 
nantes,  cuivis  unitas  positiva  aut  negativa  attributa  sit,  l 
prouti  simplicius  ad  scopum  visum  fuerit.  Duplex  nempe.  'f 
.  unitatis  dos  est :  ut  quurri  mensura  haud  nominatur  r  -  ^ 


ea  subintelligazur  positiva  ^  atque  ut  operationibus  di¬ 


ctis  ,  prouti  positiva  vel  negativa  attribuitur  9  juxta, 
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regulam  dictam  inserviat.  Exgr. 
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significat  foppo* 


tv* 


situm  ejus  quod  unitatis  3tiam  bis  continet  5  atque  si  hoc 


per  a  denotetur  „  — a  significat  quantitatem  eadem  unitate 
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sod  negativa  ( quoad  operationes  dictas)  praeditam  (T.  I.  p.  105) 
3-tio  Quaevis  expressio  ita  inteVigatur  9  ut  om¬ 
nium  terminorum  praeter  zerum  { abstrahendo  a  deter¬ 
minatione )  complexus ,  quantitas  sit*  Egr.  si  a  spatium, 
b  tempus  ?  et  a  mult.per  b  sit  S ,  atque  6*mult.  per  a  ait 
'T ,  et  unitas  spatii  sit  s ,  unilasque  temporis  sit  ex¬ 
pressio  t-f ab~  s+5  veWf  T ,  prouti  a  per  6  vel  b  per  d 
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multiplicatur. 

Ita  si  dp~2s9b—3t9  et  a\ab~ b;  erit  2sf2.3s^Ss; 
et  utrinque  per  a  dividendo  ,  erit  If3rr4  quoad  quamvis  ' 

unitatem  f  adeocfue  et  quoad  £;  eritque  tfb  ^z4t0  et  o  — 

Sed  simplicius  fit,  rem  ad  arithmeticam  puram,  re-  . 
ducendo  modo  sequente. 

1-mo  Quantitatum  omnium  fel  heterogenearum)  quae¬ 
vis  () ,  tali  recta,  ejus  in  calculo  vices  gerente,  expressa  : 

consideretur  ,  quae  si  unitas  ipsius  Q  sit  q  ,  et  |3  rectarum 
linitas  sit,  tale  mensum  ipsius  0  sit  ,  quam  Q  ipsius  q  est.  . 
2-do  Nec  in  calculum  alia  unitas  praeter  +  $  ulla  admitta¬ 
tur  $  quasi  omnes  quantitates  praeter  0  et  rectam  exciiuderen-  v 
tur. 

Quo  pact(*  factum  unicum,  quotusque  ( praeter©  :o ;  ^  . 
nni cus  erit,  imo  quantitates  abstractae,  de  quibus  (T.  1« 

p.  37  39  40  97  - et  T.  II.  p.  336  et  337  - )  pro  fu  ni¬ 

damento  agere  necesse  fuit ,  fn  rectas  mutantur. 

Patet  etiam  :  quod  si  prodierit  exgr.  Q  (tanquam  recta 
ejus  vices  gerens)  sit  Q  ipsum  ^2 q. 
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Errores  recentius  detecti . 

P.  LXXIV.  nort  solum  post»/  *  —  omissum 

est  non ;  sed  #  ex  toto  omitti  debuisset:  nam 
ii:ls^‘2g  nonnisi  pro  valet ;  at  7r:p/2,  nem¬ 
pe  3,14...:  1,4!**  pro  quavis  unitate  valet  mo¬ 
do  sequ.  Si  quid  de  quavis  unitate  indetermi¬ 
nata  F'  demonstretur,  et  unitas  quaesiti  x  di¬ 
catur  /'  pro  atque  prodeat  egr.  x^r  (2:3)#'; 

tum  pro  casu  speciali  ,  si  dum  generale  F ' 
specialiter  F  fit,  generale  f1  specialiter  f  fiat; 
erit  x  rr  ( 2  :  3)  jf. 

Nempe  certa  unitas  dependet  ab  altera:  egr. 
si  pro  temporis  unitate  ponatur  r ,  et  pro  re® 
ctaruin  unitate  ,9  ,  via  in  certo  loco  sub  rsss  1 
libere  labentis:  erit  unitas  velocitatis  illa,  qua 
sub  t  aequabiliter  s  describeretur.  Applicando 
ad  motum  libere  labentis ;  ubi  spatia  sunt  uti 
temporum  (  atque  etiam  uti  velocitatum  finali¬ 
um)  quadrata,  estque  velocitas  ad  imum  spatii 
cujas  vis  tanta,  ut  ea  sub  tempore  lapsus  -dup¬ 
lum  spatii  illius  describeretur  aequabiliter;  atque 
bino  si  tempus  T,  spatium  S9  et  velocitas  finalis 
r  sit:  erit  ($=zl):  8  =5=  (rzz  l)fl: T3;  item  (Ssaslj: 
S~(2.sw2j3  :  v*. 

Itaque  T-=ej/  8,  et  r—  4 S ;  ubi  radice 
qu  oad  scrl  extracta,  prius  numerum  ipsorum  r 
dabit,  sub  quibus  labens,  spatium  S  describit, 
posterius  numerum  ipsorum  «sl  ,  quae  veloci¬ 
tate  quae  ad  imum  ipsius  8  est,  aequabiliter  sub 
tz:  1  describerentur. 

<Ss  jam  pro  spatii  unitate  ponatur  via  si-I- 
libere  labentis:  erit  (p.  LXXIIl.)  rzz 
‘1\/  s(h — x) ,  et  prodibit  tempus  quaesitum 

^  ( n :  |/2>  in  genere;  at  si  specialiter  egr. 

fiat,  t~  3"  erit,  et  pro  s—,%  (quanf. 
abstractam  denotante  h)  dabit  \/ kg  quoad  gzz  i 
accepta  radice  numerum  secundorum ,  quibus 


qr  r:  est ;  mute  fiet  (ti  :  2)t= (71:1^2 ).  i/h  i 

quod  item  -r3,  14...  i/(s:2g). 

Sc holiori.  Sit  fas  quoad  unitatem,  et  con¬ 
ceptus  primarios  breviter  referre.  Conceptus 
construere  (  abstrahendo  ,  et  conjungendo  haud 
contraria,  ac  comparando)  fas  est  :  donec  aliud 
clarius  elegantiusque ,  quo  systema  aeque  con¬ 
cinnum  firmumque  stabiliatur,  prodeat. 

Hoc  pacto  quantitates,  cum  certis  qualita¬ 
tibus  connexae,  et  cum  iis  suscipiendae  opera¬ 
tiones  oriuntur:  quaerique  potest:  quodnamsit 
certarum  quantitatum  certis  qualitatibus  prae¬ 
ditarum  per  certas  operationes  resultatum?  item 
pro  certo  resultato,  quaenam  quantitates  cum 
quibus  qualitatibus  connectantur ,  et  quae  ope¬ 
rationes  cum  iis  suscipiantur  ? 

Ita  pag.  27.  seriei  terminus  quivis,  numerus 
quoad  u  (unam  ab  unitate  distingvenduin)  dici¬ 
tur:  at  si  cui  o  et  u  quoque  numerum  dici 
absonum  yideatur,  aliud  nomen  commune  da* 
ri  potest;  idque  cum  ceteris  fieri  potest. 

Ita  qualitates  oppositorum ,  earumque  cum 
quantitatibus  conjunctio;  atque  bine  additionis , 
et  ex  hac  subtractionis  operationes  construuntur. 

Conceptus  et  **  ,  e  demi  io  ne  oriundus, 
construi  modo  sequ.  etiam  potest:  si  A  tali 
qualitate  Q,  et  B  tali  qualitate  q  praedita  po¬ 
nantur:  ut  pro  certa  conditione  c  accipiendum 
resultatum  sit  o  si  A~B ,  fecus  autem  id  cum 
qualitate  Q  aut  q,  quod  si  non  esset,  resulta¬ 
tum  o  esset.*  tum  i  cum  Q,  et  B  cum  q  dicuntur 
(posito  c)  opposita . 

Ita  fit  mater  conceptuum  cardinalium,  ope¬ 
ratio,  qua  aliquid  quoad  certans  mensuram 
mensurari  dicitur ,  cuip  imagine  resultatum  ope¬ 
rationis  exhibente:  atque  ex  omnibus  mensurae 
primariae^  mensurationis  primariae ,  et  imaginis 
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mensurat ionis  primariae  quoque,  constructio ; 
quamvis  verba  ista  bic  aitiori  sensu  quam  ia 
vita  communi  veniant.  Nempe  statuere  fas  est. 

1  -mo.  Ut  certa  quantitas  U  sit  mensura 
primaria  ab  omnibus  illi  aequalibus  quoque 
distincta,  nec  cum  ulla  eanmi  alia  permutetur, 
atque  \JJ\  significet  id  ipsum}.  cum  quali¬ 
tate  >J«  ,  et  H  [  U\  item  illud  ipsum  cum 
qualitate  ^  . 

2 •do.  Ut  pro  quavis  quantitate  tractanda 
figatur,  ad  casus  operationum  constructarum: 
non  solum  cum  quanam  qualitatum  %  et  M 
conjuncta  spectetur;  sed  etiam  quoad  quam  u- 
nitatem  (nempe  vani  vel  vam)  mensure¬ 
tur,  dum  primaria  ejus  mensuratio  praecipitur: 
atque  eatenus  aliae  unitate  va,  aliae  unitate 
negativa  praeditae  distingvautur;  exg.  posterio¬ 
res,  quae  imaginariae  dici  solent,  (a  prioribus 
quae  realia  dici  solent)  alio  egr.  rubro  colore 
distingvi  possent,  aut  signo  *  ad  laevam  supra*» 
posito.  Atque  tam  priores  quam  posteriores^w- 
rae9  connexae  vero  mixtae9  diei  possunt. 

3-  tio ,  Quum  vero  sive  expresse  ipsius 

jf  Z7”J  aut  ipsius  ^  f  ^ J  mensuratio  primaria 
praeciperetur;  id  quoad  | )  fiat  :  adeoque 
tam  >}*  [  I7J  quam  M  [  U  j  ita  dicta  realia  sint. 

4- £o.  Ut  mensum  quoad  mensuram  magis 
innotescat:  statuatur  pro  resultato  mensurationis 
imago  responsiones  ad  3  quaestiones  sequ.  ex¬ 
hibens ;  post  I  scribatur  quamtumnam  sit  men¬ 
sum  quoad  mensuram'?  post  II  vero,  num  simul 
sint  va  ve^  *-*■  va,  aut  non  I  post  III  autem, 
num  simul  gaudeant  unitate  >5«  va  vel  m  va , 
aut  noni  scribaturque eatenus  post  II  et III,  Ita 
vel  Non .  Abhinc  et  mensurationis  mixtae  quo¬ 
ad  qualem  vis,  et  purae  quoad  mixtam  imagines 
item  lege  certa  construuntur. 
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5-to,  Si  Imago  mensurati  b  quoad  a  fue¬ 
rit  aequalis  imagini  mensurati  B  quoad  A,  di¬ 
catur  b  quoad  a  aequimensum  ipsi  B  quoad  A . 

Sivero  A  unitatem  ipsius  B  denotet: 
dicatur  6  quoad  a  ipsi  B  aequimensum^  nem¬ 
pe  dum  mensura  haud  nominatur,  primaria  men¬ 
su  ratio  intelligatur,  prior  respectiva  quoad  «est: 
operatio  qua  b  ex  a  et  B  quaeritur,  multi - 
plicati® ,  et  b  factum  ex  a  perii  audit;  est  qui¬ 
dem  a  mensura  posita,  B  vero  primario  mensum,, 

7-mot  At  quum  si  factores  egr,  rectae  fu¬ 
erint,  rectam  dent  pro  facto  (Tom.  II.  p,  50};  imo 
etsi  permutentur,  in  omni  casu  factum  idem 
sit,  praeter  casum  unicum  (si  nempe  a  unitate 
va  et  B  h  ta  gaudeat):  ut  ordo  factorum  di¬ 
ctorum  in  nullo  casu  factum  mutet,  statuitur; 
ut  imagines  mensurationis  (in  4)  unica  excep¬ 
tione  aequales  sint;  nempe  in  casu  plane  dicto, 
post  II  in  primaria  et  in  respectiva  mensuratione 
contraria  stent. 

S-vo.  Porro  ad  quantitates  e  qualibusvis  pu¬ 
ris  complexas,  conceptus  multiplicationis  facile 
constru  i  t  ur. 

9- no,  Si  vero  y  factum  ex  [3  per  a  fuerit; 
pronum  est;  e  y  tanquam  posito  facto,  et  alter- 
otro  ipsorum  a  et  (3  quaerere  hujus  socium:  di¬ 
ci  solet  haec  operatio  divisio,  et  quaesitum  quo¬ 
tus  ;  duae  vero  sunt  species  in  genere,  prouti 
mensura  respectiva ,  aut  primario  mensum  quae¬ 
ritur.  Dicatur  posterius  quotiens. 

10 - mo.  Atque  si  duo  quotientes  aequales 
sint:  fit  quot  i  entium  aequalitas  ;  et  fas  est  sive 
hoc,  sive  (5)  proportionem  dicere,  at  generali¬ 
ter  utrumque  haud  idem  est,  ut  infra  patebit. 

H  -mo.  Unde  passus  ad  seriem  (quae  geo¬ 
metrica  vocatur),  cujus  terminus  quivis  per  se¬ 
quentem  divisns  quotienteni  eundem  dat  Atque 
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hac  serie  combinata  cum  serie  (quae  arithmetica 
dicitur)  cujus  termini  cujus  vis  differentia  a  se¬ 
quente  eadem  est;  nascitur  conceptus  potentiae-, 
radicis  et  logarii hmi :  nimirum 

Origo  ad  indicam  (qua  numeri  designan¬ 
tur)  legem  referri  potest:  nempe  ...  111,111.., 
denotat  seriem  geometricam ,  in  qua  si  10  ge¬ 
neraliter  a  sit,  loco  1  -mo  ad  laevam  ab  1  (ex- 
clusive  numerando  )  valor  ipsius  l  est  «,  loco 
2  do  aa  etc.;  quae  foca  si  terminis  respondentia 
infra  eos  scribantur,  serie  locorum  arithmetica 
pariter  continuata  utrinque  in  go  ,  ut  terminis 
seriei  superioris  geometricae  subscripti,  qua¬ 
si  indices  locales  eorum  sint:  sequens  imago 
orietur 

.  . .  aaa  aa  a  1  ( 1 :  a  )  (  1 :  no  )  (  1 :  aaa)  . . . 

, : .  3  2  10—1  —2  —3 

Ubi  perspicere  pronum  est:  quod  index  localis 
facti  e  quibusvis  terminis  superioribus,  summa 
indicum  localium  iis  respondentium  sit;  et  quo- 
tientis  ind.  localis  prodeat,  subtracto  indice  locali 
divisoris  ex  ind.  loc.  dividendi. 

Et  quum  index  loc.  egr.Jipsius  1,  sit  0  ies 
tantus  quam  ind.  loc.  ipsius»,  et  ind.  loc.  ip¬ 
sius  1 :  aa  sit  —  2  :  3ies  tantus  quam  ind.  loc.  ip¬ 
sius  aaa  etc.;  designare  hoc  per  1—a0,  et  1  -Jia~ 
—  2 

(aaa)  3  etc.  (nihil  aliud  intelligendo)  fas  erat. 
Patebat  etiam  idem  esse;  si  pro  ..2,  1,  0,— 1 , 
—  2  ponatur  ..2  d.  d,  0,  — d ,  — 26?...  Hinc 
passus  erat  pro  a  et  d  quasvis  quantitates  libe¬ 
re  sumere,  capita  suarum  seriorum  nuncupan¬ 
do,  unde  bracchia  utrinque  extendant.  Passus 
ulterior  est,  in  utraque  serie  a  quovis  ad  proxi¬ 
mum  terminos  numero  eodem  ^  (quem  postea  in 
oo  augere  liceat;  ita  interserere,  ut  series  su¬ 
perior"  geometrica,  inferior  autem  arithmetica 
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maneat,  atque  ut  termini  inferioris,  terminis  su¬ 
perioris  tanquam  indices  locales  respondeant. 

Et  tum  subvenit,  duo  ejusmodi  serierum 
paria  condere:  alterum  pro  parte  realium  et 
alterum  pro  parte  imaginariorum,  et  quidem  ita, 
ut  capita  serierum  sint  a,  d  a  et  unitate 

va  praedita  pro  parte  realium ,  et  *p ,  *q 
(quantitates  pyq  unitate  M  va  praeditas  deno¬ 
tantia  )  pariter  jjqva  pro  parte  imaginariorum 
purorum. 

Atque  quum  si  N,  R  termini  seriei  ipsius 
a  5  et  M 9  &  termini  serici  ipsius  *p,  indicesque 
locales  ipsorum  N,  R ,  My  8  fuerint  »,  r,  m,  s $ 
et  index  loc.  ipsius  NR  sit  n  +  r,  et  ipsius  MS 
sit  m  +  s;  pronum  est  pro  indice  locali  ipsius  NM 
quoque  n  +  m  ponere,  quasi  ejusmodi  facti,  cu¬ 
jus  alter  factor  pro  parte  realium  indice  loc.  n9 
pro  imaginariorum  parte  vero  indice  loc.  m  gau¬ 
det. 

Et  hinc  (adinstar  unitatis)  pronum  est  capi¬ 
ta  serierum  constantia  statuere. 

Atque  si  hoc  pacto  (pro  valoribus  ipsorum 
&  >  c ,  Cunicis,  indiceque  loc.  per  1<J  designato) 
luerit  c\o>b  jsrl gC,  perx  )~y  intelligendo,  ali¬ 
quem  valorem  ipsius  x  alicui  ipsius  y  aequalem 
esse:  fas  erat  dicere,  C  quoad  ind.  loc.  quasi 
cies  potentius  ipso  b ,  et  6  quasi  cies  impoten¬ 
tius  ipso  C,  designando  per  C  (  zzbc  ,  et  b  (= 

c 

i/  C,  atque  c(=r  fgCquoad  b\  signo  (=r  ob  plurium 
valorum  possibilitatem  adhibito  (p.  107). 

Et  tum  priusquam  capita  figerentur;  oritur 
theoria  potentiae  generalis:  specialiter  appli¬ 
cata;  dum  tale  q  et  talis  functio  +  « 

+2~  •••  quod  ==  £e+5»  (per  <£o 
summam  terminorum  imparis  numeri  intelligeu- 
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do)  innotuerunt,  ut  (O)*0 — et 
=3*1,=:!  cosg  +  *sin<p  ,  et  cos*/-f  *sinw=rft  *u  s*k 
Unde  quum  si  pro  *p  et  *q  ista  *1  et  *q  acci» 
piantur,  quivis  ind.  loc.  *#  fuerit  in  serie  infima, 
*i  terminum,  cujus  *i  index  est  exhibeat,  pa- 
riterque  sit,  si  d  sumatur  pro  a\  capita 
haec  stabilire,  et  ob  simplicitatem  dz=  l  pone- 
re  (quo  systema  naturale  baseos  fi  Iss e  dictae ) 
in  promptu  erat. 

Et  tum  demonstrato,  quamvis  quantitatem 
per  ycosu  -fy*sin  u  exprimi  posse,  denotante  y 
reale  ,  et  u  viam  puncti  in  peripli eria  radii  1 ; 
non  solum  qnantitas  ipsa,  sed  et  potentia  expo¬ 
nentis  (sive  realis  sive  imaginarii  sive  mixti), 
imo  quantitatis  cujusvis  omnes  logarithmi  intui¬ 
tui  subjiciuntur:  nempe  abscissae  in  recta  ab  a  ac¬ 
ceptae  ad  dextram  vae  ad  laevam  **  vae  expri¬ 
mant  seriem  arithmeticam,  seriei  geom.  ipsius  -e 
respondentem ,  atque  ordinatae  y  ad  finem  cu¬ 
jusvis  abcissae  <tp  L,  res  superius  erectae  sint 
termini  seriei  dictae  ipsius  e,  abscissis  responden¬ 
tes  ;  item  sit  altera  quoque  talis  abscissarum 
linea  cum  ordinatis  prioribus;  et  e  cujusvis  ab¬ 
scissae  fine  p  fiat  circulus  radii  1 ,  ad  eam  [_  ris, 
atque  e  diametri  in  tabula  erectae  fine  superiore 
punctum  pone  tabulam  directum  moveatur  sem- 
per  porro  in  oo  ,  via  ejus  u  dicta  ;  et  ubicun¬ 
que  in  p'  sit  finis  viae  u,  accipiatur  ex  pin  re¬ 
cta  versus  p'  indefinita  ycosu  (per  y  ordina¬ 
tam  illius  ap,  et  cosinum  pro  radio  1  intelligen- 
do).  Idemque  fiat  cum  altera  abscissarum  li¬ 
nea  ,  eo  solum  discrimine ,  quod  y  sin  u  pro 
ycosu  accipiatur;  et  quidem  ycosu  unitate  ^  va 
y  sin  u  vero  unitate  ^  va  praedita  sint.  Facile 
patet  prius  formam  stantem  8,  posterius  vero  re¬ 
centem  dare,  hocque  ob  intuitum  clariorem  colore 
egr,  rubro  ab  illo  nigro  distingvi  posse;  exhibe- 
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rique  posse  quod  vis  Q  per?/  (cos  2/  +  *sin  u),  quum 
pro  quovis  detur  tale  u  et  taley.  Omnes  logarith* 
mi  naturales^  ipsius  Q  vero  comprehenduntur 
'n  Jip  +  *«+ r  *a ,  si  p  denotet  finem  abscissae 
ipsi  y  respondentem,  et  a=  4</  sit>  atque  v 
sit  nomen  generale  omnis  numeri  integri  sive 
l^vi  sive  M  vi,  ita  ut  quivis  (  haudg  excluso  0) 
illi  substitui  possit. 

Patet  etiam  formas  dictas  ad  dextram  cresce¬ 
re  in  go  ,  decrescere  ad  laevam  semper  similes: 
uti  tabula  e  compendio  hungarico  postea  edito 
sumta  ostendit;  ubi  et  dari  supradictum  q  et¬ 
iam  mere  anaiytice  cum  rigore  demonstratur. 

Notandum  vero  est;  1.  quod  quamvis  ([©/ 
pro  ?  =  cos (u^v :  1)  ;  substituto 

>d est  u{^ — 1  ipsi  u  in  vzzul/' — i  ,  absonum 
sit  C—  u  cosinum  ipsius  *u  dicere:  quum  in 
circulo  radii  1,  cos  ejus  fieret  omni  dabifi  major, 
si  u  r — -n  oo.  Interim  ettunc(<£r)2 — (5  r)2c=|: 
et  <^v  ac  3)  v  functiones  nomine  proprio  quidem 
dignae,  sed  a  simplici  conceptu  geometrico  di¬ 
stinctae,  cosformis  et  sinformis  dici  possent. 

_  2.  Pag  LVII  et  Tom  II.  pag.  360.)  data 
definitio  per  signum  )=  fit  praecisa:  nimirum 
si  tum  dicitur t*(=s  lg  F^idest  iognat  V  ; 

et  si  pro  valoribus  unicis  ipsorum  c,  C,  a  fu¬ 
erit  ci$a  )=?  fgC,  dicitur  C  (=s  ac  ,  et  u 

c 

I S  C  i  atque  c  (^{[oqC  ,  idest  log  C  quoad  ba¬ 
sim  a. 

Ubi  si  a=?  ^  h ,  atque  U—  ft/ic;  dicitur 
1 :  h  modulus  syst.  logarithmici  pro  basi  a ;  per 
quem  nimirum  IqC  multiplicatum  dat  logarith- 
muin  quoad  a  Unde  si  modulus  is  a  dicatur, 
fi  est  basis  a . 

Ratio  signi  )r=s  est:  quod  generaliter  nec 
elg  a  (zz  !g€  nec  fga  lg C-.c  sit.  Nam  si  ali- 
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quis  ttyik  fi  terit  h  ,  ft  aliquis  1$  €  fuerit  ^6*;  erit 
}<ja(=r)  k  +  v*a,'  et  l §C  (=)  r  'a*;adeoque 
ut  c(k+'r*a)  (=  ^+ri?a  sit,  dari  pro  quovis 
i'  talem  integrum  r  oppor teret ,  ut  cv  =rsit; 
quod  si  egr,  cr  =  2  :3  ,  et  vzs.  5  ,  fieri  nequit , 
quia  2.5rr3 r,  adeoque  2.15*3  integer  esset. 
Pariter  casus  alter  patet 

3.  Si  in  serie  geum...  1  iaat  1 : aq  1 , tf,  aa .  * 

et  respondente  arithm  ...—2,— 1,0,  l,  2., 
termini  inter  quosvis  proximos  numero  (a—  l 
interserantur:  exponens  superioris  erit 
inferioris  autem  1  :  ii ;  atque  si  prior  iit  x,  ac  in¬ 
teger  r  et  l  >J<  va  et  x1'  <  ( Nzs a?*t  gj)  xrt 1  fu¬ 
erint  ,  fiet  r  -<((kg  rj~l. 

P  t*  '  fl 

n 

4.  Ex  Am?zzBn  generaliter  nec  A  ) ^ 

sequitur;  egr.  ( — l)3~  ls  ,  sed  ipsius  —i  nul- 

2 

Ius  valor  est  ulli  ipsius  i2  aequalis  (si  2  :  2=^1 
accipiatur).  Addendum  itaque  pag.  LAII  fuis¬ 
set; -si  m  inter  se  primi  fuerint;  aut  potius  dicen¬ 
dum:  si  termini  seriei  geometricae  ejusdem  cujus 
caput  a  sit,  fuerint  A~art  et  J5— am\  tunc  (prout i 
si  A— na  et  Bzzzma ,  dicitur  A  ipsius  f?  tau- 
quam  mensurae  n  (m)  tum  ),  pariter  dicatur 


A  (=:  Bm  ,  (si  m  non  -0);  et  B  («» l/*  A , 

atque  (=  la§A.  Est  quippe  si  n^Lzm  po¬ 

natur,  ind.  3oc.  ipsius  A  ,  (n:  f»)ies  tantus,  quam 
ind.  loc.  ipsius  B. 

r 

Ita  pro  c  finito  et  non  fit  l/ C(~)  C  e 

c 

Namque  h(^=L\/  C  sequitur  exdg«).=:igC7(LXXXn) 
Nam  sit  h  valor  aliquis  ipsius  tgb ,  et  kc  valor 
aliquis  ipsius  IgC;  erit  et  he-.crszh,  adeoque 
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| 

i 

(1  :c)IgC):=  fgj;  itaque  b  (~  C*  .  Ita  si  h(zs 
C°  ,  tum  (l:c){g(7  )—lg/*;  itaque  IgC  )—  ctg/«;  et 
X-  i/  C. 

0 

At  si  <7—  0,  Sitque  2°^=1  ;  erit  2  (  zzls'  i, 

i 

sed  2  non  est  i  o  $  nisi  sensu  (  p.  38  ),  quo 
pro  operationem  ingrediendum  limitibus  resul¬ 
tati  limes  nomine  eodem  insignitur :  quatenus 
ex  w\gb  )  —  tgC ,  pro  0  fieret  C  /* — **  i,  et 

i 

£(r=f°  ;etsi — co\gb )  zzAg  C,  fieret  pro  gj  r — \  co, 

— i 

b(=3  0  Expressionum  tamen  hujusmodi  saepe 
sensus  vagus  est. 

5.  In  opere  dicto,  potentiae  theoria  gene~ 
ralis  traditur ,  priusquam  capita  serierum  fige¬ 
rentur:  etquicumqe  index  loc.  fuerit  *,  id  cujus 
i  index  loc.  est,  per  J  i  designatur,  quod  po¬ 
stea  fiet.  Adhibitisque  signis  )=  ,  (  jh,  (— )? 
(notando  quod  nonnisi  ubi  signum  —  est,  ex¬ 
pressionum  aequalium,  quotvis  valoribus  gau¬ 
deant,  aequales  accipi  debeant),  plura  praeci- 

d 

sius  determinantur:  egr.  generaliter  (j / a)c 

d 

nonnisi  W  p^(ac)  dici  potest;  ah  .  aR  tantum 
^)ahfc  &  cet. 

Praeter  potentiae  theoriam  autem  ibi¬ 
dem  triplex  vestitus ,  quo  quantitates  utvis 
heterogeneas  pro  quaestionis  statu  ornatas  tabu¬ 
lam  adire  praeceptum  est,  in  eo  consistit ;  ut 
rectarum  unitas  £7(LXXVU)(  quasi  dux  operatio¬ 
num  cardinalium)  eadem  teneatur,  donec  aliud 
monitum  fuerit:  atque  1-mo  quaevis  quantitas 
utvis  heterogenea,  si  egr.  suae  unitatis  2  (3)  tum 
fuerit,  repraesentetur  perrectam  2(7:3;  item 
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{t<rh 

2-do  cuivis  ejusmodi  repraesentanti,  prouti  ad 
scupum  visum  fuerit,  detur  qualitas  vel  ^ 
quoad  casum  operationis  ,  quae  additio  dicitur, 
i  n  de  que  oriundae  subtractionis.  3-tio  quoad  ca¬ 
sum  praecipiendae  mensurationis  primariae,  et 
inde  oriundorum,  tribuatur  ilii  U vel  ^  U; 
ut  idem  U  huic  operation/,  jam  cum  qnaiitate 
ijt  jarn  cum  qualitate  ^  inserviat.  Operationes 
per  numerlcas  quoad  unitatem  expressiones  pari- 
ter  peragere  fas  est. 

Pag.  LXXVII.  4  to .  Imaginis  mensurationis 
constructae  lex  sequens  ponitur.  Si  mixta  quoad 
puram  datam  raensurauda  sit :  prius  illa  pura 
pars  mixtae  mensuretur  ,  que  cum  mensura  ea- 
dem  ^  va  vel  eadem  h«  va  unitate  gaudet,  et 
postmodum  mensuretur  altera  pars;  atque  post 
I ,  II ,  III  scribantur  responsiones  mensurationis 
ad  laevam,  et  posterioris  ad  dextram. 

Mixtae  meus  oratio  primaria  autem  fiat  or¬ 
dine  seqxi:  quaevis  quoad  suam  unitatem  mensu¬ 
retur;  sed  ad  laevam  scribatur  post  I,  II)  III. 
partis  unitate  *§*  va  praeditae  imago,  et  ad  dext¬ 
ram  imago  mensuratae  partis  alterius. 

Quoad  mixtam  autem  mensuratae  (sive  mi x> 
tae ,  sivae  purae)  imago  sit  sequ„  Sit  mensura 
sitque  mensurandum  JT,  pro  KzzPjO  (tam 
P  quam  Q  mixtum  denotantibus) ;  si  prius  P 
quoad  a,  tum  Q  quoad  *b  mensurata  imaginem 
eandem  dent :  imago  ista  accipiatur  pro  resul¬ 
tato  mensurationis  ipsius  Ii  quoad  a-\*b. 

Egr.  Si  K  — -xJi-*d=P-f Q.  facile  prodit  pro 
imagine  aequali  esse  P—ox — «*y,  et  Qzzbx — biji 
atque  X3  d :  by  (abc—a~d)  :  (asb — b3) ,  et  y  ^  (bc 
— ad )  :  (a 

II t  vero  P:a  sit  ^  Q:  *b  ,  accipiendum 
PzzzVXja*!/  j  et  f  ahv — a  %d ,  yzzzad—bc, 

b  a*b  1-6*  u®  -t*  b' 


Q  vero  ut  antea  —  7>x— &y ;  eritque  — 
X  f  ■  —  Q  :  *b  ^  =n(Pf  *? ) :  («j-'7l)  ;  et  «(xf  *?/)  -j- 
^(xfv</)  —  PJf Q  ~  E ;  atque  imago  mensu  ratio- 
nis  ipsius  ii  quoad  «f*b  eadem  erit  cmn  ima¬ 
gine  mensurat  i  onis  primariae  ipsi  sis  (cum 
restrictione  (  LXXVIII)  determinata. 

Pag.  15.  tn  lineis  imis  post  semper  adest  A 
substituendum :  in  p  vero  aut  ultimum  A  est 
aut  primum  non  A.  ;  et  si  in  p  non  A  fuerit,  post 
JP  aliquandin  aut  semper  A,  aut  semper  non  A 
erit;  nisi  post  p  quodvis  punctum  p'  tale  fuerit 
ut  inter  p  et  p 1  tain  A  quam  non  A  adsit.  Fun¬ 
damentum  limitis,  plura  alia  quoque  expediens. 

P.  153.  Criterium  di  vergendae  aliter  in  o- 
pere  LXXXIl  dicto  exponitur :  pro  Un  -  Un-i  . 
n—m,  est  m  ^=n(  Un-i~  Un)  ;  et  si  nUn- 1  sive 
^  Un — l  .  fn 

(Un-l)*  non  a— %  0  t  series  di  vergit. 

Un  -~1 - ‘  Un 

Si  vero  ab  aliquo  termino  porro  m  semper 
€t  y  certo  unitatem  superante  manet,  series 
convergit.  De  conversione  utriusque  etiam,  di¬ 
ctum  ibidem  est.  Notandum  vero  quoad  ih9  pri¬ 
mum  ipsius  n  valorein  ibi  accipi,  ubi  n  prima 
vice  m  est.  Pro  (si  primus  terminus 

rs  1  ponatur)  fit  l  i  l  f  1  .  . ,  et  pro 

mmmv9 

2  3 

(si  duo  priores  termini  1  et  i  acipiantur  fit 

*  t  ^  t  1  -  --  -  Quo  majus  m  vero,  eo  ma- 

1.2  2.3 

jus  subtrahitur  ex  n ,  eoque  fit  exponens  minor, 
terminique  minores;  decreseenteque  m  contra¬ 
rium  evenit. 

P.  154.  In  opere  hung.  dicto  aliter  de¬ 
monstratur.  Nempe  si  duarum  serierum  eou- 
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Tergentium  termini  £  et  u  fuerint,  sutmnaeque 
terminorum  usque  ac!  piuiii  fuerint  T  et  U  ; 
atque  i  et  T  ab  n  (quod  utvis  augere  liceat  ) 
dependentia  sint,  U  vero  et  quodvis  ipsorum 
u  constantia  maneant:  tum  si  t:u  s  1,  nem¬ 
pe  pro  dato  utvis  magno  N  detur  tale  n  idem 
pro  omnibus  dictis  terminis,  ut  t—u-ggw.N, 
adeoque  i — -u  z^fqu  (per  f  .fractionem  veram 
jft  vara  vel  «  vara,  et  >»  ac  <1  sensu  (p.  31) 
intelligendo ,  atque  q  scribendo  pro  1  xN):  erit 
T  U\  inso  si  terminorum  post  tp  sequen¬ 
tium  summae  (proprie  summarum  limites)  fue¬ 
rint  i  et  s,  series  ipsius  u  erit  Z7-j-s,  et  series 
ipsius  t  erit  T"p'  *,  atque  T-J-t— -  ( £  fu)  ^— **\  0 
si  p  a—-*  oo  ;  nam  T — U  /^— \  0,  et  tam  r 
quam  u  ^  0  ,  quum  series  convergenteslsint; 
adeoque  et  r — u  a— \  0  ;  eritque  Tj r  L-jfo. 

Quod  T  /w>  L\.  patet ,  si  columna  ad 
t%  —  u  i  ^  fi  qui  dextram  ponatur^xn  II: 
t2  — s=  /2  QU2  eritque  x 

/1  «1  f  £2  tn  ...+/P  up 

-  U~ 

tv  —  %  /p  ()wp  Et  si  terminus  in  nume¬ 
ratore  is  quo  nullus  major  est,  sit  A,  accipia- 
torque  ij»  ve  et  realiter :  columna  ad  dextram 
non  erit  >  pkq  U  :  U  idest  pk :  N  \  hoc  autem 
,^0;  nam  sit  fytzfh  uu  ,  boc  uh  est,  adeo- 
que  pk  <^pu h  ;  itaque  finitum  pro  dato  quovis /i 
est,  N  autem  /*-*-%  00,  quum  'N  manente/?  et  k 
utvis  augere  liceat;  si  egr.  pro  dato  utvis  par¬ 
vo  A,  accipiatur  JVy  pk:X ,  fiet  pk  :  A<!  A ;  et 
si  detur  tale  n  pro  quibusvis  terminorum  di¬ 
ctorum ,  accspi  maximum  eorum  potest» 

Applicatum  boc  ibidem  est  ad  demostran- 
d-unij  quod  /1  -j-  x\  n  et  i  fxfx2-f~  xs  -  -  -  limite 

V  n  *  T  Ts 

eodem  gaudeat  si  n  a—\  00  ,  et  plura  alia. 
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r.  186".  Ex  (u)mX  '~(a im  x  :  N  (pro 

eodem  n  et  hic)  deducitur  L /w s  A.  Sed  evi¬ 
dentius  in  opere  dicto,  ponitur  (ut  antea)  («)*»£ 

(ajmx  ^  f  Q(&)tnx  ,  per  J  et  liic  fractionem 
veram  sive  vani  sive  w  vam  ac  >  et  <  pa¬ 
riter  sensu  (p.  31)  intelligendo ,  et  q  scribendo 
pro  1  :N.  Nimirum  sit  fas  in  gratiam  tyronum 
quaedam  jam  supra  dictorum  magis  necessaria 
hic  quoque  repetere. 

I.  Si  quotcunque  variabiles  simultaneo  po¬ 
sitae  fuerint,  illa  egr.  x  cujus  certum  vaiorein 
¥  Pey  integrum  ^  n  dividere  libet,  dicatur  pri¬ 
maria,  y:n  per  x  denotato.  Cujusciinque  vari¬ 
abilis  egr.  y  vero  simul  cum  x  inentio  fiat,  va- 
lor  is  ipsius  y  inteliigatur ,  qui  ad  finem  illius 
x  est ,  y  autem  denotet  incrementum  variabilis 
y  illud,  quod  sub  illo  ±  nacta  est,  qnod 
cum  illo  x  terminatur. 

Quatenus  si  (Ajx  functio  (ipsa  quoque  va¬ 
riabilis)  dicatur  u ,  denotabit  u  incrementum  ip¬ 
si  x  cum  x  terminato  respondens  ^=(A)x— (A) 
(x— x)  —  u  — Q4)(x—x ) ;  unde  (J)(x— x )  =s 
u — u  .  Denotetur  u  per  (a)x, 

U.  Ex  (A)x  autem  per  quaestionem  pri¬ 
mam  (p.  179)  substituendo  ipsi  x  prius  ux  f  tum 
(n —  l)x  dein  (n — 2)x  .  ..usque  /te  (p — l)x  (tam 
p  quam  n  integrum  >J<  vum  denotantibus )  ori¬ 
tur  series  {A) ni  ,  (A)(n— l)x  ,  (A)(n— 2)x  , 
(A)(n — 3)x  ....  (A)(p—  l)x  ;  unde  quum 
iilico  pateat,  quovis  termino  suljtracto  e  prae¬ 
cedente,  incrementum  sequenti  x  respondens 
prodire,  exgr.  (A)px—(A)(p — l)x  esse  incre¬ 
mentum  ipsius  (Ajl 3  sub  ptox;  in  promptu  fit 
incrementorum  pto,  pf  Ito  pf2to  .  .  .  nto  x 
respondentium  series  (A)nx — —  l)xf(A) 
(«— l)x  — (A)(n— 2)x  .  .  .  i(A)pi—(A)p—l)i  ; 
cujus  tcrm.  generalis  (A)mx—(A)(m—l)i(j>,  184) 


LXXXIX 


per  a m,  et  «limma  (intermediis  semntno  destru¬ 
entibus  )  (A)y — (A)p  per  (.4)  denotari  potest. 

III.  Si  (A)x  et  (B)x  ab  n  i ndependentes  fue¬ 
rint  ,  (F)x  autem  dependeat  ab  n\  et  em  :  a m 
1,  ac  vm  :  6m  i;  nempe  pro  ut  vis  ma¬ 

gno  N  sit  tale  idem  n,  ut  quodvis  m  accipiatur 
a  p  usque  y, sit ~fm  qa m  et  vnx  —  Sm 
f’ m  Qbm  ,  tum  (A)~(B)i  adeoque  {A)yz=i{B)yAr 
(.4)3.  Nam 


Vn  — •  «n  =  /n  QO „  6t  f72— 0n  —  /\  ()5ri 

l‘n—1  — -l==/n— iC^n^l  «?n— \—bn*~  1=; /n— l(>0i»  -1 

*  •  •  ♦  •  «  *  *  ^  *  «  *  •  « 


ep  — -«p  =r  /p  —bP  p  (?#p 


Etsi  in  (i4)x  cogitetur  incrementum  ipsius  (A)j3 
ipsi  y — j3  respondens,  expressum  per  aream  inter 
y — 0  et  fines  ordinatarum  a  fine  ipsius  j3  usque 
finem  ipsius  y,  et  ordinatas  ad  fines  ipsorum 
P  et  y  contentam ;  sitque  pro  ordinatis  omni¬ 
bus  finitis  illa  qua  nulla  major  est,  k\  aceipia- 
turque  haec  ut  realis  et  va :  3  tia  columna 
non  erit  ~^>pki  iV(LXXXVlI).  At  vero  hicp  crescet 
crescente  n,  attamen  pk  nunquam  fit  reetangulo 
ex  k  et  y — £  majus ,  atque  N  & ,  si 

n  oo.  Consequ.  limes  ipsius  (V)  tam  (A) 

quam  ( B)  est;  adeoque  {A)v=r(R)< 

IV.  Potest  vero  y  utvis  magnum  accipi  si 
dicta  valeant;  neque  turbatur  aequalitas,  si 
parti  ipsius  y — p  ad  limitem  0  tendenti  respon¬ 
dens  incrementum  quoque  \  0, 

V.  Si  de  (J)x  dicta  et  de  (K)x  valeant; 

fiet  (jRT)yz=(B)f(J60P'>  et  Prouti  C^)/3  vel  (/i)| 2 

additur  ipsi  (B) ,  summa  integrate  (ipsius  (v)x) 
quoad  (J)x  vel  {Ii)x  dici  potest. 

VI.  Si  (a)x:  i  { C)x  (pro  hoc  ab  n 

indepeudente)  :  tum  z (C)x  diferentiale  ipsius 
(^4)x,  et  ( C)x  linies  aagmentalis  (primus), utrum¬ 
que  quoad  % ,  et  q— i  ti  limitis  aug.  limes  aug. 


dicitur  q  tus;  signisque  zd(A)x,  *J<i  (A)X 

denotari ,  et  differenti  alia  alii  ora  supervacanea 
reddi  possunt. 

YIL  Praeter  modum  quo  differ entiale  quae- 
ritur:  ut  purum  reddatur,  plura  in  opere  di¬ 
cto  demonstrantur. 

P.  238.  De  oscillatiorm  ad  latus  sermo  est* 

P.  264.  In  differentiati  curvae  salva  re  plu~ 
res  errores  typographici  facile  corrigi  possunt. 

P*  454.  S.  5.  post  et  simul  addendtum  est: 
nil  aliud  cum  plana  illo  u$ vis  producto  cotnmu-* 
tie  habenti. 

P.  446  1.  2  a  calce :  sectio  quarumvis  bino¬ 
rum  eadem  in  Colligatur.  Superficies  est,  in  qua  pun¬ 
ctum  undevis  innumeras  vias  habet,  nec  portio 
'Spatii  inest:  hicque  talis  supponitur,  cujus  nulla 
portio  cum  reliquo  punctum  solum  commune 
habet ;  quae  planum  fit ,  si  in  ea  quaevis  linea 
rediens  sphaerae  communis  portionem  se  facio 
utraque  tegentem  claudat* 

P*  471.  1.  7  a  calce.  Annulus  e  centro  h 
aliter  determinandus:  moveatur  nempe  super¬ 
ficies  sphaerica  S'  in  se  circa  k:  punctum  ali¬ 
quod  ipsum  k  includens ,  lineam  uniformam  re¬ 
deuntem  describet. 

Notandum  autem,  rectam  planum  que  bre¬ 
vius  quoque  deduci  posse. 

Toni  II.  p.  399  error  caculi  est.  Ita  pag.  308 
pro.  iV  non  >18,  dum  residuum  >13,  tunc 
est  addendum  1. 

Porro  quoad  paschata  coincidentia  notandum: 
quod  quamquam  annis  /.  et  G,  simul  incipien¬ 
tibus  aetates  lunae  diversas  esse  absonum  sit: 
tamen  retentis  regulis  tunc  plane  paschata  co~ 
incidere  non  posse  in  opere  hung.  dicto  osten¬ 
ditur;  data  simul  theoria  hujus  coincidentiae  ge¬ 
nerali,  temporeque  quo  ultimo  atque  ite¬ 
rum  primo  coincidunt  determinato; 


aCI 

Ad  pag  LXXXVI  notanda. 

I.  Criterium  convergentia#  nec  (p.  SOS)  nUn 
\  0  ,  neque  ab  Auctore  celebri  allatum  Un  . 

TJ n\i :  (  Un —  t/n+i)  0,  generale  est :  nam  series 
cujus  term.  gener.  I:ftIognest,  contra  utrum¬ 
que  divergit ,  ut  infra  patebit, 

II.  Generale  est  a  Maclauri no  datum  :  nempe 

si  pro  nzz  1+x,  et  termino  fito  ~y  ,  area  cur¬ 
vae  pro  - - *  oo  limite  finito  gaudet,  convergit 

series,  si  vero  area  A —  qq  ,  divergits  nimirum  si  ter¬ 
mini  rectangulis  exprimantur,  quorum  bases  sint 
unitates  ab  x~0  se  invicem  excipientes  ,  altitu¬ 
dines  autem  ordinatae  ad  initia  unitatum  fuerint, 
summa  seriei  est  ^  quam  area ,  sed  excessus 
termino  primo  minor  est  ;  ad eo que  quaestio  aU 

C~yk  reducitur. 

III.  Errat  autem  ex  boc  fonte  derivando 

pronuncians  Montucla :  quod  si  a ,  b ,  c  generali¬ 
ter  tre*  terminos  se  invicem  excipientes  deno¬ 
tent,  ct  d.  (b-  c)  :  (a—b)>  c  fuerit,  converget  se¬ 
ries  ,  si  non ,  diverget.  Nanique  tum  pro  a,  b,  c 
scribendo  1  :  w  ,  1 :  w' ,  1  :  «/',  si  co'7-— ad  —  co  , 
fiet  oA  zz.  (tan~~wf)(aG>f  >  1 ;  itaque  ___!  . 

o/ — o)  <  a)1-—  ot>  jouu/ 

(V'— .eoQttJfi?/  >  1  ,  idest  a.(b*—c)  >  e. 

/  — (j))u3/CO//  03 « b 

Atque  si  terminus  gener,  fuerit  i  :  \n — l  4 

2 

f2— 2  ,  et  3  termini  se  invicem 

02  ””  2n”"1 

excipientes  habeant  denominatores  n — 1  +  n — -2 

2  22 


•••4*  l  , 

n  +  w — 1 

..  +  2 

-4  i?  #*+!  + 

11 

C1 

2  22 

2n— 1 

2n  2 

1*  *  *  + 

3  4-2 

t  i  ; 

erit  «*— co  sas 

2* 

owt*  | 

K5»  «* 

XCH 


i.  ^  *  /  *  ‘  ^  J;  +  1  ;  et 
2  23  '2"- i 

+  1  +1+1  ;  atoi 


;  atque  posterius  exce 


;et6>"— uAs-  1  +  l  ., 


2  ‘i* 


dit  termino  ultimo  ipsum  — co\  quamvis  series 
divergat;  namque  incrementum  denominatom  est 
*0  et  deserescit,  quamvis  si  constans  1  esset  quo¬ 
que  ,  uti  pro  term.  gen.  1 :  n,  divergat. 

IV.  Si  term.  gener,  ad  1  :tmh  reducatur:  pro 
ferO  fit  term.  gen.  \:n\  et  si  h  ^  fuerit,  adhuc 
magis  diverget  series;  si  vero  h  \  0 ,  tum  nh 
aut  a— -n  (x>  ,  aut  non;  in  casu  posteriore  diver- 
git  series,  nam  si  convergit  tum  nl 7„  /— -\  0; 
quaestio  igitur  de  altero  casu  erit.  At  sit  prius 
/£>£(constantem  ^  denotante  bji  tum  conver¬ 
git  series.  Nam 

Sit  //=!+>:,  et  1 :  (l  +  x)"^1^,  et  arca  sit 
(/l)x;  differentiate  est  yx  =x(l  +x)“(1tb)  ,  cujus 
inUgraU  (B)x  =  — .  (1 ;  £)(l  +  x)-b;  itaque  (A)x— 
(J)0  zz(B)x — (B)0,  et  quia  (^)o^O,fit  (J)x.== 
— (~~1  _ __  )  =  1  —  1  ,  quod 

^(ifx)b  6( i+o)b  T~  ^(T+T)b7 

.A— N  1  :  b  Si  X  A - y  w  . 

V.  Prouti  vero  convergit  vel  di  vergit  series, 
cujus  terminus  generalis  est  l:/*a  ,  pro  eodem  a 
simul  convergit  vel  divergit  series  cujus  term. 
gener,  est  1 :  nla  ,  vel  1 :  nll:i  aut  generaliter  1 :  tilh 

pro  /=logl,  ac  It  iog/  et  It  =  log 
/to  ,  atque  lt  non  <  1. 

Nam  sit  1  +  1  +  1  .  .  .  .  f 

107*  11./»’  12. /a 
_  1  +  1  +  l  ... 

100.2  101/*  10007*  tqoi./a~ 

(ubi  l  logarithmum  numeri  praecedentis  denotat). 
Numerus  terminorum  a  primo  usque  ad  illum 
ubi  100  cuit ,  90  et  inde  usque  1000  est  900,  et 
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im  porro ;  sitque  priorum  summa  a  s  sequentium 
fi  ot  ita  porro  ;  atque  ubivis  multiplicetur  primus 
(ut pote  quovis  sequentium  major)  per  numerum 
terminorum:  fiet  1^.  90  1  .  900  f& 

10  100.2* 

ctc;  adeoque  9  (i  +  I  4-  1_  -  *  *  )^>  cc  4-  fi  .  .  * 

2*  3* 

Si  igitur  series  inclusa  convergit,  convergit 
et  proposita.  Si  vero  pro  primo  ubique  ultimus 
futpote  quovis  priorum  minor)  multiplicetur :  fiet 
90  I  4-  900  . . .  idest  9  (14-  1  ... ) 

100.2-  1000.3-”  10  2a'  3* 

<£«4-/?...  Si  igitur  series  inclusa  di  vergit,  et 
proposita  divergit. 

Atque  ai  1  4-  1 _  4  i  ... 

€P./..  (Cpfl)i..  (Cp  tae¬ 

dientur  Af  et  1  4-  1  _  4- 

Cp+iJ.*  (Cpfifi  ).L' 

1  ...  dicatur  1?;  prouti  A  convergit 

(Cpfit‘2)./.. 

aut  divergit,  B  quoque  converget  vel  di  verget: 
nempe  Co  denotet  tantum  quam  0,  et  €m  tantum 
quam  1  postscriptis  Cm—  i  cifris;  quo  pacto  Ci 
cum  Ca  cifra,  Carri  cum  Ci  idest  1  cifra,  C9=l 
cum  (C§=s  10)  cifris  et  ita  porro.  Patet  Cpfi  esse 

cilO  f  ,  adeoque  Cp  £=*  log  Cpfi.  Porro  l  signi¬ 
ficat  hic  logarithmum  numeri  antepositi,  et  2 
puncta  post  l  denotant  simul  cum  l,  tale  factum, 
in  quo  primus  factor  est  /,  et  quilibet  postea  est 
logarithmus  praecedentis  ,  atque  factorum  nume¬ 
rus  est  uno  minor  quam  qui  imum  ipsius  'C 
ipsum  l  praecedenti»  est,  atque  ultimus  non  *(1 
ud  a  elevatus  est. 

Assertum  patet  sic.  In  serie  B  ipsi  Cpfi  sem- 
ptr  1  addendo,  aliquando  prodit  Cpfi.10,  tum 
^p|  1*100  ,  dein  fpfi  .lOOO  etc.  Est  vero  numerus 
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terminorum  a  primo  usque  Cp  fiAO,  Cpfi.lG — Cpti , 
inde  usque  Cpfi .  100  est  6pfl .  100  —  Cpf  i .  10 
et  ita  porro.  Multiplicetur  et  hic  prius  ubique  pri¬ 
mus  per  numerum  terminorum  ,  sitque  t  emi  no¬ 
ni  m  priorum  summa  k  sequentium  i1  etc. . ;  fiet 
£pfi .  10  — -  C7pfi  idest  9  y  k  (nempe  post 

C/pf  i .  I .  .  Cp 

€?p+i  sequitur  CP  in  denominatore);  porro 
Cpf i ,  1 00 — Cpfi.10  idest  9  ^  (ncm- 

(CPfi.lO)./..  Cp-J-l). 

pe  iog  (  Cp+i .  10)saCpfl;  quo  continuato  fiet 
o  ( i  t  i  _  t  i  •♦)>*+*'+*"••• 
cpj..  (Cpfi)jr. 

Si  igitur  inclusa  series  A  converget,  conver¬ 
get  et  B,  Si  vero  in  B  ubique  ultimus  multiplice¬ 
tur  per  numerum  terminorum ;  fi«t  fpjr.lO—  C pfi 

( Cpfi .io) . / . . 

idest  9  k  (nempe  C?pf  1  estlog(Cp.|i.lO), 

10.(Cpfi).f. 

pariter  Cp-j-i  .  100 — Cp+i .  10  idest  ”9 

(Cp+i.lOO)./..  "  10.Cp+2)./.. 

<C  k',  f  nempe  Cpf2  ==:  log  (Cpfi.  100)J,  quo  conti¬ 
nuato  fit  9(1  -J-  1  .  .  .  )  <£+&'... 

10  (Cpfl (€^2)1. 

Itaque  si  A  divergit  et  B  divergit.  Consequ.  quum 
doj»^=;2  demonstratum  sit,  semper  uno  altius  as¬ 
surgere  fas  est. 

VI.  Hinc  autem  criterium  saepe  expediens 
est  sequens:  quod  si  detur  tale  r,  quod  qo, 

convergit  series,  et  si  post  certum  terminum  non 
fuerit  r  )>1,  divergit.  Nempe  termino  generali 
ad  1 :  tmh  reducto  sit  nh  zzl*  (nimirum  r~hl:  4» 
et  si  ri>l ,  sit  B  ==lhv,9  et  si  r'.>  1,  sit  If  = 
Ifi" ,  et  ita  porro;  fiet  nb~  Pzzllf'  s  //i/2r// 
et  hinc  It  ad  rt  elevatum  fit  «r  «h  :  lxlz . . .  /t— i ; 
itaque  rt=  fo—(4f4  - » ■  >  srfm-— 1).  ^ 


xcv 


*i  et  rt_ i  ut  antea  rt  exprimatur).  Si  igitur  rt-i  — i 
non  / — s  0,  rt  a-*n  ao  *>  ntque  tum  rt_i>-l  + 
const ;  adeoque  series  convergit. 

Datur  autem  pro  'quovis  t  et  a  finito  tale  h , 
nt  rt  o  sit,  et  quodvis  r  antea  sit  ]>  et  A-r->  1; 
nempe  pro  h  C41*4  *  •  "H*  "t  ®^ti)  hoc;  ©gr. 

I 

ri  =  7»  +  4f/tf  . . .  frt/tti  1  +  tali  quod  a-*n  o, 

4  4 

Sivero  /p  in  expressione  hac  ipsius  h  desit,  lv~% 

0,  ct  di  vergit  series;  egr.  si  in  exemplo  aliato 
defuerit  l4  in  numeratore,  rs  r — ■>  0. 

VII.  Exponente  per  quem  Un—i  multiplica¬ 

tur  ut  Un  prodeat,  ( n — rri)\n  posito,  fit  m~n 
*—  tt Un  ,  quod,  si  TJn  ■  fj— — I  fuerit, fit 

Un—i  Un—l  11 

d atque  terminum  gener,  l  .n.  Sivero  Un  :  Un—i 

— 1  ):ti  tum  minus  subtrahitur,  et  l  fit. 
Si  m  non  >  i  ,  divergit  series;  at  pro  1  sed 
A— >1  ,  potest  convergens,  potest  divergens  es¬ 
se  ,  quamvis  a-^\  Qg.  Nempe  si  h  zzzh  •  l  $ 
tum  rs=:l  5  si  h  =  1  '  (/ 1 ,  tum  r~\/l :  h  oo 

adeo  que  prius  di  vergit  posterius  convergit.  Pa¬ 
tet,  quod  /i/^N  0,  et  «h  '  oo;  sed  qu#d  f/*>- 
et  i,  sic  patet:  Un  :  Un — i  in  priore  est  =» 

n— 1 .  f  (n —  1  )Li :  L :  nl*e 1  j  ,  cujus  partis  parenthesi 

tt 

majori  inclusae  logarithmus  (si  per  L  iotelligatur 
log  (n — 1)  et  logZ  per  L\  )  est  Ly  —h  quod  ^ 
est,  adeoque  per  quod  (n — 1)  •  n  multiplicatur, 
<1-  est ,  itaque  wT^l  .  Quod  autem  m  1 5 

inde  constat;  quod  si  m=-(2^v)i2  ponatur  (pro 
v  et  non  ;>  i ) ,  patebit  in  sequ.  quod  si  e 
non  0,  tum  constante  majus  maneat  h  et 

non  / — \  0. 

VIII.  Si  m  !>  I  et  non  i  ,  tum  h  con¬ 
stante  majus  est  seriesque  convergit,  Nimirmr 
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exponens  serici  fiet  n—m)  :  n  —  [2(«— 1) — .  2«, 
et  pro  termino  primo  ssl,  erit  n  tus  2 — v .  4 _ f»,.. 


-n- 

4  6 

2.(«- 

~»== 

1  ;  atque  nh 

.  4 

n* 

2  n 

2 — i/ 

4-“-e 

-1) 

~  ( 

1+«  ).( 1+ 

V 

)  *  *  »  • 

2(«- 

-1)- 

“  0 

2—0  4- 

— t/ 

(  1-f*^ 

)  .  Et  hinc  nh  >> 

( 1+« 

)  ( l*f  V 

)... 

2  (n- 

—  1) — v 

2 

4 

(  1  'l*  e 

) 

;  adeoque 'h  Iog 

log  (  1 4-  e 

)+ 

•°g( 

2(n- 

-t) 

2 

l-i 

■»  )  ... 

4*  Iog  (  1  Hbu 

); 

itaque 

A 

4 

2  (n— 

-1) 

majus  est  membro  dextro  per  log/i  diviso;  dica¬ 
tur  o  dividendus,  divisor  fit  (pro  n^l  +  x) 
area  curvae  notae  pro  ^=(l4-x)-s;  estque  (II  et IV) 
area  ista  1  +  f  +  1 ...  4-  1  — C  Q  <  1  )  i 

3 


i^tque  bine  1  f  1  . ..  f  i  ^  1  ( Iog «f £  } 


2  4  2(#j — l) 

Est  autem  <?-sr  (per  pag.  160) 
V  (  1  f  1  ...  f  1 

2  4  2(^—1) 

f  j  ...  f 

2  2*  4*  [2(«—  1)J* 

+r*  (l  f  i  t  f 

3  2*  4*  [2(f*— *)]* 


2 

Ebi  si  series 
suprema  s  di¬ 
catur;  f  >  3r :  4 
erit.  Nam  cujus 
vis  seriei  ver» 
ticalis  termini 


fuerint  n ,  — b .  c,  — d ,  summa  est  >  a—b ,  et  «<&; 
nam  ipsi  a—b  accedit  c~d... ,  et  n — c — d~a~~ 
(6— c+d)  ubi  b^>c.  Estque  generaliter  a^=v:2 (n — i 
et  6^  «?•  ;  adcoque  a—h  4(« — l)c-—t>* 

2.4(j»~ 1)4  2.4(«-~>5"”’ 

£g  e  .  4{w— 1) — n  —  av  ;  cuju* 

2(^—t)  4(fi"—l)  4  (w« — 1) 
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valor  minimus  est  pro  maximo  v  et  «=:‘2  ;  quo 
pacto  summa  erit  )  3»;  itaque  <?  >  3s ;  et  coi  - 

~!  ~ 

sequ.  ay  3  .  v  (logwfp);  atque  h  quod  >  a  era  i, 

4  2  *  log// 

est  >  3?*.  Si  igitur  t?  non  /—■%  0,  nec  h  a— S  0, 

~8 

itaque  series  per  IV  convergit.  Potuisset  quidem 
brevius  quoque  demonstrari. 

IX.  Ad  pag.  LXXXIV.  Expressio  per  rectas 
utvis  heterogeneorum  (in  idea  magis  intelligem 
da)  haud  innuit  operationes  mere  geometricas 
addit  quidem  Geometria  rectam  continuando , 
subtrahit  resecando ,  et  rectarum  a,  b  (etsi  utra¬ 
que  incommensurabilis  fuerit)  tam  factum  quam 
quotum,  imo  et  ac  pro  c^n:‘2.m  et  n  ,  m  inte¬ 
gris  ,  exacte  exhibet.  Imo  et  quod  mensuratum 
datur,  recta  exprimere  valet,  unitatem  divi¬ 
dendo  ,  partesque  accipiendo ;  conversimque  re- 
ctam  quoad  unitatem  mensurare  potest:  atque 
ubi  exactum  haud  praebet  (egr.  dum  mensura- 
tionem  finire  nequit,  aut  pro  alio  c)  errore  quan¬ 
tumvis  exiguo  approximat.  Arithmetica  vero ,  si 
lectarum  utraque  incommensurabilis  fuerit,  fa¬ 
ctum  earum  quoque  nonnisi  approximare  valet* 
uti  radioem  quadr.  binarii  geometrice  prodeun¬ 
tem  :  imo  nisi  mensurata  dentur,  prorsus  haeret, 
uti  Geometria  sine  unitate  in  omnibus  operatio* 
nibus  a  mensuratione  quoad  unitatem  promanaii- 
tibus. 

Sit  exemplum  pro  resultato  operationum  eam 
heterogeneis  ad  rectas  reductis  susceptaram.  Si  .r 
et  y  heterogeiiea  fuerint  ,  et  ytzzk  pro  #c=?l  5  b'c 
y~qh  pro  xt=.q ;  tum  y  ut  quantitas  respectiva. 
quoad  valorem  k  ejus  pro  anzz  1,  dicatur#,  at¬ 
que  unitas  hujus  z  veluti  quantitatis  respectivae 
quoad  h,  unitas  hujus  £sit,  sed  io  tali  ab  r 
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dependentia,  ut  pro  x^l  et  y± rl  fiat:  tum  sem- 
per  x^=y:zy  et  azzy  :  x. 

Talia  surit  celeritas  quoad  spatium  sub  tem¬ 
poris  unitate  aequab.  percursum  .  densitas  quoad 
massam  sub  voluminis  unitate ,  pretiositas  quo¬ 
ad  pretium  unitatis  mercium  certarum ...  Et  sit 
spatium  & ,  tempus  T,  celeritas  €,  spatiique  u* 
nitas  sit  IJ,  temporis  t,  et  T  egr.  sit  2t:3;  ex¬ 
primetur  hoc  per  rectam  2  II I  3;  et  si  C— 7  Ut  5  ; 
fiet  per  T(non  Tper  C)  multiplicato;  .atque 

C  ~  ipsum  T  repraesentanti  2  U:  3  ;  quod  re¬ 
versum  fit  2t  ;  3.  Notandum  in  utroque  casu  T 
esse  multiplicatorem ,  cujus  resultatura  nonnisi 
ab  eo  pendet  quale  suae  unitatis  mensum  sit;  si 
vero  factores  rectae  fuerint,  permutari  possunt. 

Area  per  rectangnli  altitudinis  soliditas 

per  parallelopipedi  quadrato  ipsius  U  insisten¬ 
tis  longitudinem,  ut  recta  exprimitur:  adeoque 
unitas  areae  erit  quadratum,  et  soliditatis  unitas 
cubus  ipsius  IJ  erit.  Et  hinc  quum  parallelogram- 
niiim  altitudinis  a  bascos  b  in  rectangulum  alti¬ 
tudinis  U  mutari  possit ,  patet  rectam  ab  aream 
exhibere;  pariterque  reetam  e  3  rectis  prodeuntem 
soliditatem  exprimere. 

X.  Abcissa  (in  IV)  in  ordinata  ad  initium 
ipsius  x  accipi  potest,  si  a  fine  deorsum  moti 
puncti  via  u  dicatur :  quo  pacto  y~z\—u ,  et 
ordinata  e  fine  ipsius  u  usque  ad  curvam  est 
(t — w)-i:(i+b) — i;  nam  ad  finem  hujus  x  erat  y 
sr  ( 1  1 1  —  a  ;  itaque  1-J*x-^(1* — n)~l  '•  (1-fb) ;  et 

x  =  (l — 7/)‘1:d*fb) — t.  Sit  (A.) u  area;  differentiate 
est  lix— u(l— m)"1  : (14*b)  — ■ u;  cujus  (cum— ii= 

d(l— u)  sit)  int egralc(E) u  —  — (1— u)h  •  (1+b)  «• 

b 

Itaqne  (A)u — (J)o~(/?)m — 5  et  <lum  (^)° 
zno,  fit  (J)w=s — ic\  1  — 1^(1 — w)b:(14-,)) ;  quod 

b  h 

pro  fisas  1 ,  fit  \:b  ut  antea. 
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Duae  sunt  indelebiles  divinae  effigiei  lineae,  Ve- 
ritas  et  amor  ;  lumen  calorque,  stamina  radii  so¬ 
lis  aeterni  in  argilla  mortali  micantis,  cuius  nitor 
per  nubes  infiniti  transmissus  ,  in  mundo  tam  ex¬ 
terno  ,  quam  interno  pulchritudinem  Originalis  i- 
psius  absolutam  indicat;  relative  pulchrum  dicimus, 
quod  illius  sensum  in  nobis  excitat,  nubila  sancta 
revellens  ,  ut  lux  verna  coelipetes  alas  motitet,  via 
in  beatam  patriam  in  infinito  aperta:  nedessario  im¬ 
pellimur 

1- o  Ad  instar  supremi  stupendum  omne  penetran¬ 
tis  oculi  ,  sine  fine  ullo  eo  niti,  ut  in  quantum  fi¬ 
bri  potest,  totutn  quo  penitius  perspieiamus. 

2- o  Ad  instar  supremi  infinitum  orbem  amplec- 
tentis  Patris,  expansis  erga  omnia  entia  sentientia, 
aut  intelligentia  ,  ubivis  in  tempore  et  spatio  fue¬ 
rint,  eniti  ,  ut  ambre  rbciproco  uniantur  omnia, 
disharmonia  ad  concentum  beatitudinis  quam  ma¬ 
ximae  (tam  quoad  intensionem  quam  quoad  exten¬ 
sionem)  omnium ,  et  singulorum  perducenda.  — 

1  VERITAS, 

Veritates  dividi  possunt,  in  aeternas  id  est  de 
iis  sonantes  ,  quae  in  omni  tempore  sunt,  et  tem¬ 
poranea^  nempe  de  iis  tractantes,  quae  in  certis 
tantum  temporibus  sunt ,  (adeoque  in  praesenti 
praeterito  aut  futuro).  Praeteritum  referre  Histo¬ 
riae  est\  evolutionem  omnis  generis,  mundi  exter¬ 
ni  interiiique  explicando  ,  ut  intelligatur  ,  cur  prae¬ 
sens  ita  sit;  superiorum  intellectuum  esset  proble¬ 
ma  resolvere ,  (cum  praesens  filia  praeteriti ,  ma¬ 
terque  futuri  sit,  et  illud  in  effectu,  hoc  in  caus¬ 
sa  ad  praesens  reducatur)  ,  e  dato  praesente  futu¬ 
rum  et  partim  praeteritum  reperire.  — 

Repraesento  ,  cogito  ,  ratiocinor  :  quae  sint 
formae  activitatis  hujus  ?  et  an  respondeat  ei  ah- 
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quid  extra  repraesentationem  ?  dependeatque  ista 
ab  eo  ?  porro  quae  loca  ultima  ,  in  quae  reprae¬ 
sentationes  una  post  aliam,  et  repraesentata ,  unum 
extra  aliud  ,  (nempe  mundus  externus)  ponuntur  ? 
quaerit  Philosophia . 

In  ultimari  orum  horum  locorum  ,  temporis  ni¬ 
mirum  spatiique,  uti  in  intuitu  per  abstracti  on  em 
remanent  ,  naturam  inquirit  Mathesis  para ,  quae 
fiet  applicata . 

Utrumque  e  nexu  repraesentationum  segregatur  * 
ut  cogitationis  objectum  esse  queat;  nec  quasi  per 
eas  positorum  iisque  connatorum,  realitas  heic  prae¬ 
ter  intuitum  asseritur  ,  negaturve, 

Ratiocinari  dicimur  dum  e  propositione ,  Tei 
propositionibus  A  ,  B  -  -  »  quaerimus  novam. 

Propositio  dicitur  quod  ad  formam  hanc  redu¬ 
ci  potest;  -A  est  (B  vel  cum  B),  Dicitur  A  subje¬ 
ctum •,  B  praedicatum.  Conversa  eius  dlciturhaec: 
B  est  QA  vel  eum  A).  Si  B  denotet  non  C\  tum 
ex  A  est  cum  B  ,  fit  A  est  cura  non  C* 

Propositio  e  simplicibus  componi,  at  composita 
quoque  ad  formam  dictam  reduci  potest.  Tam  A 
quam  B  potest  esse  compositum  ,  et  quidem  pluri¬ 
bus  modis:  collective,  disjunctive  ,  condicionate  , 
aut  certo  modo  determinative. 

Aliquid  aliqua ,  vel  omne  opponitur  nullo ,  omni 
vero  nen  omne  ;  et  non  omne  est  aut  nullum ,  aut 
aliquid  ,  vel  aliqua  exclusive.  Etiam  ipsum  A  ali¬ 
quid  ex  A  est.  Subjectum  A  potest  denotare  ali¬ 
quod,  aliqua,  vel  omne,  vel  non  omne,  etiam  nul¬ 
lum  certorum  a,  b  -  -  -  Si  A  denotet  non  omne  di¬ 
ctorum,  et  B  denotet  non  C,  ex  A  est  cum  B  fiet 

non  omne  ipsorum  a  b - est  cum  non  C.  Nullum 

A  est  cum  M  potest  exprimi  per  omne  A  est  cum 
non  B,  Potest  sive  subjecum  sive  praedicatum  imo 
utriimque  disjunctivum  ,  imo  etiam  propositio  esse 
ex  gr  A  est  aut  cum  2?,  aut  cum  C ;  ita  aut  A 
aut  B  est  cum  C.  Ita  A  est  cum  B ,  est,  cum,  C  est 
cum  1);  id  est  si  A  est  cum  2?,  tunc  C  est  eum  2>. 
Yariae  adhuc  multiplices  compositiones  fieri  patet. 
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Definire  est  nomen  dare  conceptui  cuidam,  aut 
rei  cujus  da  m  qualitatem  ei  soli  propriam  exponere. 

Definitio  exacta  est  si  sit  quam  simplicissima , 
nec  contineat  talia  A  et  B  ut  per  A  ponatur^!?. 

Interim  ,  conceptus  qualesvis  constructos ,  abs¬ 
que  eo,  ut  realitas  eorum  constet,  aut  asseratur, 
imo  etiam  si  impossibilis  sit ,  quovis  signo  aut  ver¬ 
bo  denotare  licet;  at  signa  aequalia  denotent  sem- 
per  aequalia,  nisi  aliud  monitum  fuerit;  inaequa¬ 
lia  signa  vero ,  ideo  tantum  quod  inaequalia  sunt, 
non  debent  inaequalia  denotare.  — 

Axioma  est  talis  propositio ,  quam  ita  esse  quae¬ 
vis  mens  sana  humana,  sine  ulla  ratione  alia,  na¬ 
tura  sua  intuetur. 

Demonstrare  aliquid  By  est  ostendere  illud  per 
Ay  nempe  complexum  axiomatum  et  definitionum, 
necessario  poni ,  adeoque  A  esse  cum  B . 

Propositio  demonstrabilis  Theorema  audit. 

Scientia  vel  potius  Systema  scientiae  est  com¬ 
plexus  ordine  perspicuo  coordinatus  definitionum 
exactarum  ,  a  simplicissimis  conceptibus  incipiendo, 
et  ex  constructis  ad  novos  magis  compositos  pro¬ 
grediendo  (donec  ii  prodeant ,  qui  duntaxat  omne 
id  quod  eo  pertinet  complectuntur)  :  et  axiomatum 
simplicissimorum  ,  quorum  nullum  sit  ,  quod  e  re¬ 
liquis  deduci  queat,  atque  propositionum  ex  iis  de¬ 
monstratarum.  Nec  omnia  definiri  queunt, 

nec  omnia  demonstrari  regrediendo;  ki  infinitum  (ve- 
luti  spatii  fundus  attingi  nequit),  ■  Sunt  quorum 
nulla  ratio  ulterior  videtur,  et  sunt  quae  definire 
ulterius  verba  clariora  non  habemus;  quae  collige¬ 
re  operae  pretium  esset. 

2-o  E  loco  mundi  externi  ,  ad  ipsum  stupendum 
omne  redeo  ,  structuram  mechanismumque  perspi¬ 
cere  studens  immensi  horologii  cuius  catena  ex  an- 
nulis  innumerabilium  viarum  lactearum  fluit ,  nec 
pondus  fundum  ullum  petit,  ac  tabula  horaria  so¬ 
lis  lunaeque  orbitis,  et  mille  aliis  lucidis  circuli-» 
picta  est. — Opus  summi  mechanici  k  unicum  mobi¬ 
le  perpetuum, 
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Temphim  magnificentissimum  ,  columnis  'vario-? 
rum  ordinum  ornamentis  variis  insignitorum ,  dp 
cuius  fornice  ardent  myriades  solium  lucernae, 
sphaeris  in  laudem  numinis  invisibilis  concinpenti- 
bus.  Opus  sumini  architecti. 

Liber  cujus  totus  mundus  aspectabilis  non  nisi 
compactio  externa  est,  et  admiranda  illa  siderum 
igne  scripta  hieroglypha  titulus  operis  Authoris 
summi  est. 

Mechanismum  horologii  intelligere ,  templi  deli* 
niationem,  columnas,  lapides,  caemcntaque,  jungen¬ 
tia  reperire ,  Jiterasque  ultimas  cognoscere  et  cla¬ 
ve  scripturae  arcanae  reperta  sententias  ,  totumque 
legere  desideramus.  Opus  per  omnem  aeternitatem 
continuandum. 

IIoc  quaerit  Physica  (Externa  sensu  lato)  et  qui¬ 
dem  cum  applicatione  matheseos.  Mathesi  extrui- 
tur  scala  Jacobi  ,  qua  in  coelos  scandimus  ,  unde 
igneis  alis  ultra  omnes  vias  lacteas  ,  oceanum- 
que  solium  ardentem  tollimur  in  sacro  sanctam 
noctem  penetraturi ,  ubi  Pater  summus  brachiis  in¬ 
finitis  totum  orbem  amplectitur  ,  et  quo  immani¬ 
bus  per  vastum  jactatos  procellis ,  redeuntes  exci¬ 
pit  liberos. 

II.  AMO  B. 

1- o  E  inundo  externo  ingredimur  in  internum 
externo  respondentem ,  naturam  ejus  scrutaturi- 
Psychologia  pura  ,seu.  Physica  interna  in  anima* 
rum  naturam  inquirit.  Porro  cum  facukas  volen¬ 
di  ad  naturam  animarum  pertineat ,  leges  ,  volui^* 
tati  ab  aeterno  praescriptas  docet  scientia  moralis 
pura 

2- o  In  unione  mundi  utriusque ,  in  naturam  ani¬ 
marum  5  uti  in  concreto  sunt,  quaerit  Psychologia 
empiric&\  nempe  infinitae  totius  divitiae  in  diver¬ 
sitatis  unitate,  et  unitatis  diversitate  consistunt: 
stupendum  omne  unum  est,  in  unione  duorum  sy¬ 
stematum  (Spirituum  et  corporum)  vivum ,  mun¬ 
dus  externus  interni  3  expressio  ct  quasi  facies  est, 
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legibusque  similibus  utrumque  tenetur,  sibi  invi¬ 
cem  respondentibus  ;  ita  animae  omnes  se  invicem 
attrahentes  attrahuntur  a  Deo  tamquam  centro 
amoris  universalis;  et  dantur  aliae  vires  quoque  , 
Uti  in  mundo  externo,  quae  planetas  in  suos  soles 
decidere  haud  sinentes  in  orbitis  agunt ;  si  nulla 
yis  alia  esset  praeter  attractionem  ,  totum  perpe¬ 
tuae  quietis  tumulo  ,  quasi  immensum  cadaver  ja¬ 
ceret. —  Huc  pertjnet  etiam  ,  in  notam  regulasque 
inquirere  eorum ,  quae  nobis  in  dicta  unione  (sen¬ 
su  superius  dicto)  pulchra  sunt.  Objectum  Aesthe - 
'ficae.  Quidnam  sit  in  ista  mundi  utriusque  unio¬ 
ne  agendum  ut  omnes  orbitis  se  mutuo  haud  offen¬ 
dentibus  ,  celerrime  curramus  ad  finem  amoris  u- 
pi  ver  salis  snpra  dictum  consequendum  :  docet  sci¬ 
entia  moralis  applicata  ;  quo  etiam  jura  omnis 
generis  pertinent.  Officium  est  (subjective)  neces¬ 
sitas  illa  dulcis  ,  qpa  quilibet  unde  vis  ad  finem 
dictum  ducitur,  iique  dummodo  via  collustrata  sit, 
et  affectuum  terrestrium  vincula  coelestem  infan¬ 
tem  haud  detineant.  Officium  (objectiye)  est  via 
ipsa.  Officia  omnium  omnia  consentiunt,  ut  yeri- 
tates  omnes:  et  quatenus  cujusvis  officium  est  ali¬ 
um  in  suo  faciendo  haud  impedire  ,  dicitur  jus  hu¬ 
jus  ;  quod  (uti  officium)  pro  diversa  determinatio¬ 
ne  vario  nomine  insignitur,  Vita  juxta  normam 
praescriptam  acta,  reddit  imaginem  Dei  visibilem, 
quae  de  originali  ejus  testificatur,  et  pallidum  tem¬ 
poris  occidentem  aeternitatis  aurora  collustrat.  Vir¬ 
tutis  exercitium  est  lumen  solare ,  quo  coelestes  fi¬ 
dei  flores  aperiuntur ,  gemmis  de  humi  defixis 
vultibus  lectis  nitentes. 

Innatum  Dei,  moralitatis  ,  immortalitatisque  sen¬ 
sum  excitat,  dnlcique  et  ineffabili  quadam  volu¬ 
ptate  perfundit,  e  puro  matheseos  fonte  hausta  ve¬ 
ritas  ,  atque  ejus  ope  penitior  naturae  externae  in - 
ternaeque  cognitio:  adeo  ut  yeritas  prodeat  in  mun¬ 
dum  vivens,  nascaturque  virtus.  — 

Majestas  vultus  numinis  ubique  praesentis,  nns- 
piam  visibilis  ,  sed  per  quod  videntur  omnia,  i;&- 
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diat  e  coelis  et  terris ,  atque  dum  e  radiis  ad  so¬ 
lem  ,  unde  prodeunt  ,  ex  imaginibus  iu  mundo  ex¬ 
pressis  ad  originale  elevamur,  inter  furentes  or¬ 
bis  procellas  ,  tranquillitas  divina  descendit  in  pe¬ 
ctora  mortalia ,  et  fluctibus  compositis  abyssus  con¬ 
solantia  refert  sidera  ;  jactatique  diu  demum  fes- 
sique  ad  oras  huius  mundi ,  clausis  in  infinito.  Pa¬ 
tris  omnium  sinu  oculis  ,  conquiescimus. — - 

Summum  itaque  claudit  fastigium  Theologia ; 
quae  mundo  tamquam  in  deserto  erranti  orphano 
Patrem  ostendit,  viamque  per  vicissitudines  iti¬ 
neris  quasvis  ad  eum  ducentem  face  Sacrae  Scri¬ 
pturae  collustrat,  atque  "detracta  atroci  mortis  per¬ 
sona  ,  angelum  demissum  revelat ,  qui  fracto  cor¬ 
tice  externo  coelestem  volucrem  tollat.  Neque  e» 
venit  quidquam  in  terris  sublimius,  quam  dum.  idea 
Dei  in  homine  interno  evolvitur,  atque  in  finito 
quasi  infinitum  apparet,  primus  novi  angeli  pul¬ 
sus;  polis  quasi  inversis,  mutantur  omnia,  finis  an¬ 
norum  omnium  ,  fit  novi  initium  ;  et  senis  ter® 
ram  petens  corpus  fiunt  exuviae  cadentes  embrio- 
nis  ad  lucem  evolaturi,  amaritudo  maturescentia, 
vulnera ,  ostia  ad  coelum  aperta,  dolores  fluxi  par¬ 
tus  gaudiorum  permanentium,  et  crux  tetra  fit  lux 
mundi ,  ►£<  quo  i-+  tollitur. 

PRAEVIE  NOTANDA 

§  A).  Axiomata,  et  inde  praevie  deducenda,  ne  in 
casibus  iteranda  sint,  formulis  generalibus  exhibi¬ 
ta  (intuitu  spatii  specialiori  suo  loco  reservato). 
Mens  de  quovis  casu,  ut  de  flumine  quaerens,  unde 
veniat ,  de  caussa  ad  caussam  ascendens  ,  subsistit 
ubi  ulterius  progredi  nequit ,  et  si  ibi  veritates  re- 
perit  tales  ,  quas  sine  ulteriori  caussa  ita  esse  in¬ 
tuetur,  conquiescit;  atque  veritates  ejusmodi  in 
easibus  repertas  formulis  generalibus  exponit;  par- 
tim  ob  brevitatem ,  partim  ut  clare  perspiciatur , 
quaenam  sint ,  quae  per  se  asseruntur  sine  demon*» 
stratione;  et  quod  sit  systematis  totius  fundamen¬ 
tum. 
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I.  Tempus  est  quantitas  continua ;  sed  non  nisi 
expers  ex  eo  adest ,  et  semper  aliud  atque  aliud 
est;  atque  per  quodvis  tale,  in  praeteritum  et  fu¬ 
turum  undevis  et  utrinque  absolute  aequaliter  di¬ 
scerpitur  (abstrahendo  a  directione  praeteriti  et 
futuri). 

II.  Tempus  quodvis  finitum  quod  non  fuit ,  ad¬ 
veniet;  omne  nunquam.  Saepissime  est, quod  aliquid 
de  quovis  dici  potest  ,  de  omni  non 

III.  Id  quod  est,  sub  parte  p  temporis  experte  , 
aut  cum  ita  aut  cum  non  ipstm  B  (id  est  aut  cum 
B  ,  aut  cum  non  B)  est. 

IY.  Si  per  A  et  B  poneretur  ita  et  non  ipsius 
€  sub  p  ,  atque  A  est  :  tunc  B  non  est,  et  si  A 
non  est  tunc  B  est.  Hoc  est  fundamentum  demon¬ 
strationis  apogogicae;  et  concluditur  modo  sequen¬ 
te  :  l-o,  si  B  sit  propositio  formae  sequentis,  m 

non  est  cum  x ,  et  A  est ,  tunc  B  non  est ;  nempe  non 
est  id,  quod  a  non  est  cum  x ;  'sed  aliquod  ades¬ 
se  debet  (III)  ,  nempe  aut  a  est  cum  x ,  aut  a  non 
•est  cum  x ,  posterius  non  est,  adeoque  alterum 
nempe  id  quod  a  est  cum  x ,  est.  Hinc  etiam  ubi 
prodibit  ,  non  esse  id  ,  quod  Q  non  est  cum  Z * 
absque  iteratione  dictorum  poterit  concludi  ;  Q  es¬ 
se  cum  Z.  2-o,  si  B  sit  formae,  a  est  cum  x,  et  A 
est  ;  tunc  B  non  est  id  significat ,  quod  non  est 
id  ,  quod  a  est  cum  x  ;  id  est  non  est  a  cum  x» 
Itaque  sicubi  constiterit  esse  et  non  esse  ipsius  C 
per  B  et  A  (veritatem  ,  aut  veritates  perpetuo  vel 
per  hypothesin  stabilitas) ,  simul  posita ,  simul  po¬ 
ni  ;  modum  relatum  toties  quoties  iterare  superva¬ 
cuum  erit. 

V.  Quidvis  est  id  quod  est,  et  sibi  perfecte  jae- 
quale  est.  Si  autem  A  ,  et  B  absolute  aequalia  sint; 
atque  afficiantur  operationibus  B  et  E  absolute 
aequalibus  ;  cuilibet  resultato  ipsius  A  cum  B ,  a- 
dest  inter  resultata  ipsius  B  cum  JE5  resultatum 
aequale. 

Si  operatio  sit  unici  resultati,  id  est  talis  sit, 
ut  resultatum  ipsius  A  sit  nonnisi  c  ^  et  resulta- 
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tnm  ipsius  B  sit  nonnisi  b ;  tum  a  est  aequale  Ai 
Nam  datur  resultatum  ipsius  B  ipsi  a  aequale  ;  sit 
hoc  C;  hoc  C  erit  aut  6  ,  aut  non  b  (III);  si  C 
non  b  esset,  per  id,  quod  C  fest  praeter  b  ,  et  id 
quod  praeter  b  aliud  non  est,  poneretur  esse ,  et 
non  esse  resultati  alius  praeter  b.  Si  operatio¬ 
nis  indoles  talis  sit,  ut  alia  quoque  resultata  den- 
itir  ;  tum  id  tantum  dicitur  ,  quod  cuivis  resultato 
ipsius  A  datur  aequale  inter  resultata  ipsius  B.  Si 
A  et  B  aequali  operatione  resultati  unici  affecta, 
producant  a  ,  et  b  aequalia  ;  tum  etiam  /i  ,  et  B 
aequalia  sunt  ;  si  ex  a  et  ^  quoque  aequali  o- 
peratione  resultati  unici  prodeant  A  et  B.  Si  * 

A  sit  aequale  ipsi  B;  potest -B  ipsi  A  substitui; 
eatcnus,  quod  quavis  operatione  afficiatur  A ,  ea¬ 
dem  affectum  B ,  resultatum  priori  aequale  dabit. 
Ita  si  A  sit  aequale  B  $  et  B  sit  aequale  C\  po¬ 
test  C  ipsi  B  substitui ,  ut  prodeat  A  aequale  C, 
Nam  sit  operatio  comparationis  ;  comparationis  B 
cum  A  resultatum  est  indisceruibilitas  ,  et  resulta¬ 
tum  comparationis  C  cum  A ,  etiam  indiscernibifi- 
tati  aequale  est. 

§  B.)  Denotet  ^  heic  a  cum  aliquo  tali  esse  quod 

ipsi  x  aequale  est;  x^_z  vero  denotet  a  esse  cum 

aliquo  tali  quod  i|>si  x  aequale  est ,  et  simul  cum 
tali ,  quod  ipsi  y  aequale  est ,  et  non  esse  cum  ta¬ 
li  ,  quod  aequale  ipsi  z  est,  id  est  esse  cum  non 
z,  Interim  hae  denominationes  brevitatis  et  cla¬ 
ritatis  ergo  heic  assumtae,  non  nisi  hic  valeanti 
Sit  jam  schema  sequelis 

A  ,  B  ---  P  5  $  27 

x — -y — z  x — y—z  £fy—z  x\y~z  x\y\z  xfyfz 

I£a  sub  quorum  quolibet  litera ,  aut  literae  eae¬ 
dem  sunt,  (quavis  eadem  litera  signo  eodem  f  vel— 
insignita)  dicuntur  eatenus  generis  ejusdem;  ex  g£ 
sub  quovis  adest  x,  itaque  J,  2?  -  -  -  -  P,  Q  -  -  -  27 1 
W -  -  -  sunt  generis  eiusdem  quoad  x;  dicatur  O 
hoc  genus,  id  est  nomen  coininune  eorum  sit  G\  et 
dttm  dicitur  G  essi  cuift  x  ^  ifitelligaiOr  (iiti  ejtis 
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origo  ostendit),  A  esse  ,  B  esse  &  cum  x;  nempe 
ai  in  propositione  G  est  cum  x  ,  substituatur  ipsi 
G  quodvis  eorum,  quorum  nomen  commune  G  in¬ 
de  exortum  est;propositionem  veram  manere.  Quan¬ 
do  dicitur  quod  B  sit  G  (denotante  G  genus),  non 
aliud  significat  quam  quod  D  sit  aliquod  ipsorum 
A\  B —  P,  Q - £/,  W - ,  id  est  eorum  quo¬ 

rum  nomen  commune  datum  G  est.  Aliud  est  dum 

dicitur,  A  est  ipsum  B ,  Ita  sunt  P,  <2  -  -£7, - 

generis  ejusdem  quoad  x\y  ,  quod  dicatur  g,  et  U 
ac  W  sunt  quoad  x^y\z  generis  ejusdem,  quodj  di¬ 
catur  gf.  Dicitur  genus  gf  species  quoad  z  generis  g , 
et  g  dicitur  species  quoad  y  generis  G ;  quod  ul¬ 
terius  continuari  posse  patet.  Patet  etiam  alio  re¬ 
spectu  subdivisionem  aliam  esse  ;  ex  gr  A,  B  -  -  - 
P,  $•*.-  quoad  —  z  aliam  speciem  ipsius  G  prae¬ 
bet,  cujus  item  A,  B  —  una  species  quoad — ?/, 

et  P,  £7,  TV - ,  quoad  y  alia  species  est. 

Exemplo  sit  sequens;  denotet  x  qualitatem  quadri- 
lateri  rectilinei  ,  y  qualitatem  quod  dentur  2  late¬ 
ra  || la  (non  excludendo  plura),  z  quod  praeterea 
quod  dentur  2  latera  \\la  ,  adhuc  dantur  2  latera 
|| la;  v  quod  anguli  sint  aequales  ,  u  quod  latera 
sint  aequalia. 


Trapezium 

(Xfj—Z) 


quadrilaier 

(x) 


Pcirallegrog  ramum 

Qxjyfz) 


Trapezoidei 

(x—y) 


Parati,  cie  qui  angulum  Parali,  non  aequi  angui. 

_ (xfyfzfv)__ _ _  _  _ _ (xjyiz—v) _ 

aequilat  no7i  aequilater.  aequilat.  non  aequilat „ 
Quadratum  Rectang.  oblong.  Rhombus  Rhomboidis 
\x\y\z-\v\u)  (xfyfzfv — u)  (xj-yi z-— -vfu)  (xfyfz — v — u) 


Literae  aequales  heic  cum  signi*  aequalibus  ge¬ 
nera  speciesque  ostendunt.  Patet  vero  tam  in 
Koc  exemplo,  quam  in  priore,  generis  tantum  ali¬ 
qua  gaudere  literis  speciei  ;  imo  in  exemplo  po¬ 
steriore  e  genere  quoad  x  non  nisi  quadratum  es- 


B 
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se  Hinc  si  genus  beic  quoad  »  dican 

tiir  g  ,  in  .propositione  quod  g-‘sit  cum  x  ipsi  g 
quodvis  allatorum  substitui  potest  ;  sed  ut  verum 
sit,  g  esse  cum  x  et  y  ,  aliqua  tantum  eorum  quo» 
ru m  g  nomen  commune  est ,  substitui  possunt ;  et 
ut  verum  sit  g  esse  cum  ipsi  g  alb* 

quod  g  nempe  quadratum  tantum  substitui  debet» 
Si  vero  w  denotet  qualitatem  eam  ut  5  laterum  sit; 
tum  x  excludens  5 •tum  latus  non  est  cuin  tr.adeoque 
est  cum  —  w\  atque  ut  dici  possit,  g  est  cum  «>,  sub¬ 
stitui  ipsi  g  debet  milium  g;  quod  significat,  quod 
non  sit  inter  ea  quorum  g  nomen  commune  est,  ta¬ 
le  quod  sit  cum  w. 

$  CJ.  Si  q  sit  aliquod  ipsorum  A^By€ - et  q 

non  sit  ipsum  d,  tum  q  est  aliquod  ipsorum  1?,€L— ; 
si  q  nec  ipsum  B  sit,  tum  est  aliquod  ipsorum  € — „ 
et  si  ad  ultimum  deveniatur,  tum  q  plane  illud  est» 
Nam  si  q  non  est  inter  B$C  ---  et  q  non  est  ipsuiii 
d;  tum  q  non  est  inter  ArB,C - ,  adeoque  q  et  es¬ 
set- inter  et  non  esset  ;  itaqne  per  id 

quod  q  inter  d,2?,C  -  -  -  est ,  et  non  est  inter  ex¬ 
ponitur  esse  et  non  esse  eiusdem  simul  ;  unde  pa» 
tet  per  IV.  Eodem  progredi  modo  licet  ad  €1 
et|  inde  porro,  nempe  si  q  non  sit  d,  nec  B%  tum 
si  q  nec  inter  €•  ••  sit,  non  esset  inter  d,2?,C--- 
et  simul  esset;  ita  porro  progredi  licet,  et  si  ad 
ultimum  perventum  fuerit,  eodem  modo  patet,  § 
illud  ipsum  esse/ 

Ita  si  omne  que d vis  sit  inter  d,  U---  o,  h - 

af,b' - ,  atque  q  non  sit  inter  d,i?-  inter  a,b - 

af.bf esse  pari  modo  patet;  et  si  nec  inter 
a^b  --  -  sit,  esse  inter  -  --  pari  modo  patet. 

S  B)-  Sint  jam  A^B^C  qualitates  aut  res  quae- 
cunque,  et  quidem  ita  ut  ex  gr  %  sit  nomen  gene¬ 
rale  tam  ipsius  \y ,  quam  ipsius — y,  (quod  deno¬ 
tet  beic  non  y)  ,  ita  ut  •—  %  denotet  f y,  si  &  an¬ 
tea  denotabat — y\  et  denotet  —  y  si  antea  fy  de¬ 
notabat;  ita  etiam  reliqua  intelligantur.  Propositio 
vero  A  est  cum  i?,  denotetur  beic  brevitatis  caus¬ 
sa  (sed  bic  tantum  Valeat  ista  denotatio)  per  df Ii; 


I  n  y 

jta  A — B  denotet  Inc  A  esse  cum  non  B;  et— *Af2? 
denotet  non  A  esse  cum  B.  An  vero  de  omni 
quovis  A  aut  aliquo  dicatur  quod  sit  cum  B,  de¬ 
notatione  ista  determinatum  non  sit.  Quaeritur 
unae  propositiones  sequuntur  ex  una ,  quae  e  dua* 

bus  ?  U*  jr-  )\ 

$-0  Ex  mia  ,  nempe  ex  A  est  A  sequitur  A  est 
non  A,  non  esse  ;  nam  per  haec  poneretur  ita  et 
non  eiusdem ,  alterutrum  duorum  adesse  debet  (III) 
A  est  A  adest,  alterum  itaqiie  non  est  (IV).  Ita  eoe 
A  est  B  sequitur  A  esi  non  i?,  non  esse;  quod  ita 
quoque  exprimi  potest,  A  est  non  %  ,  si  z  denotet 
non  B.Ex  quodvis  A  est  non  2?, sequitur  B  est  non  A. 
Nam  per  A  est  non  /i,  et  B  est  A,  poneretur  aliquod 
A  esse  cum  B  et  non  et  inde  sequitur  ut  prius;  Ex 
A  est  cum  B ,  sequitur  aliquod  B  esse  cum  A ;  nam 
per  A  est  cum  21,  et  hoc  B  est  cum  non  poneretur 
aliquod  B  esse  cum  A,  et  non  A  ,  unde  (ut  prius) 
patet :  Ex  ©o  quod  quodvis  A  est  cum  aliquo  B 
sequitur,  quodvis  non  B  esse  cum  aliquo  non  A ;  nam 
per  non  B  est  cum  A,  et  A  est  cum  B  ponitur,  ali» 
quod  A  esse  cum  et  cum  non  B ;  itaque  patet 
per  IV.  Ex  A  est  cum  non  B  sequitur,  B  esi 
Cum  no7i  A\  nam  per  A  est  cum  non  /1,  et  B  est  cum 
A  poneretur  aliquod  i  A  esse  cum  B  et  non  B  ,  et 
tum^patet  uti  antea.  Ex  eo  quod  quodvis  non 
A  y  est  cum  aliquo  no?i  21,  sequitur,  quodvis  B  esse 
cum  aliquo  A\  nam  per  no?i  A  est  cum  non  H,  et 
B  est  cum  7ion  A  poneretur,  aliquod  non\A  esse  cum 
B-.,  et  cum  non  B ,  adeoque  patet  per  IV.  ?| 

2-0  Propositiones  ,  vel  conceptus  A  et  B  aequi- 
valentes  dici,  possunt;  si  quodvis  A  ^cum  aliquo  , 
2?,  et  quodvis  B  sit  cum  aliquo  A;  quod  ita  quo¬ 
que  prodit ,  si  demonstretur,  quodvis  si  esse  cum 
aliquo  B ,  et  quodvis  non  A  esse  cum  aliquo  non 
2?,  nam  (per  praec)  tunc  etiam  quodvis  B  est  cum 
aliquo  A .  Idem  prodit  demonstrando,  quod  non 
A  est  cum  no?i  2?,  et  non  M  est  cum  non  A\  uti 
etiam  ex  A  est  cum  B ,  et  B  es t  cum  A ,  prodit 
non  A  esc  cum  non  B ,  e*  nom  B  cum  non  A*  Ex 
4  B  2 
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eo  quod  quodvis  A  est  cum  aliquo  J5,  non  sequi¬ 
tur,  quodvis  B  esse  eum  aliqua  A ;  nam  (uti  e  ty¬ 
po  generis  superiori  patet),  qualitas  aliqua  prae¬ 
ter  speciem  ipsius^,  in  aliis  quoque  adesse  potest* 
sed  sequitur  aliquod  vel  aliqua  B  ess e  cum  aliquo 
A ;  nempe  ubi  A  cum  B  est,  etiam  B  cum  A  est. 
Ex  non  omne  A  est  cum  B ,  sequitur  aliquod  A 
esse  cum -  B  ;  nam  non  omne,  est  aut  aliquod,  vel 
aliqua  exclusive  ,  aut  nullum;  si  nullum  A.  est  cum 
B  i  omne  A  est  jcum  < — B\  si  aliqua  exclusive  sunt 

cum  By  reliqua  sunt  cum  non  B ,  quia  B  aut _ B 

adesse  debet  (III  et  IY) 

3-o  Sint  et  denotet  heic  of5,  esse  a  cum  <5, 

atque  a—  b  denotet  esse  a  eum  non  b  (id  est  sine 

6]  ,  eadem  que  denotatio  in  aliis  quoque  ^(sed  heic 

tantum)  valeat.  Quaevis  litera  possit  sive  f  sive— 

denotare  :  ex  gr)  b  possit  —  *  quoque  denotare 

(signum  — *  sensu  non  arithmetico  sed  superiore  in- 

x  e  I  i  i  g  en  do).  'Quaeri  tuv ,  cx  una  propositione  a^b  et 

alia  adhuc  tali,  in  qua  una  litera  c  est,  altera  ve* 

TO±-a  (id  est  a  vel — a),  vel  b  (id  est  b  vel—  b} 

est,  quando  et  quae  conclusio  est  t  Patet  combi- 

nationes  omnes  esse  sequ.-  ci\b 

(■‘Al  a  'i? a\c  c^b 

quae,  si  a~\b  sensu  statim  dicendo  convertatur  ,  in, 
2-a  et  3-j tia,  et  inferior  superius  ponatur  in  1-a  et 
3 *tia.  mutabuntur  in  sequ.  c^,a  jH a  c±^b  a-[b 

1  afo  b\a  ±?b\o 

ubi  patet  ad  formam  eandem  reducta  eatenus  esse, 
quod  ubivis  superioris  ultima  Jitera^sit  prima  inferio¬ 
ris,  quae  est  litera  communis  utri  usque;  patet  eti¬ 
am  formam  ultimam  primae  prorsus  convenire;  nam 
b  potest  per  • —  z  exprimi  ,  et  tum  —  b  erit  z;  ex  gr) 
sit  a  Petrus ,  b  mortalitas ,  nempe  a\b  denotet 
Petrus  est  cum  mortalitate ,  id  est  Petrus  est  mor¬ 
talis  ,  z  est  immortalitas ,  et  a — z  denotat  Petrus 
est  cum  non  immortalitate ;  adeoque  ad  formam 
primam  reducetur  ultima  in  illo  casu  quoque,  ubi 
in  hujus  inferiore  signum  —  est  ,  nempe  illam  in 
cujus  superiore-—®  est;  itaque  non  nisi  3  priores 
considerandae  veniunt.  Penetet  jam  heic  (sed 
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tantum  hic)  A\b  quodvis  a  esse  curn  b  vel  aliquo 
b\  ita  bfA  denotet  b  vel  aliquod  b  adesse  cum  quo¬ 
vis  a  ,  quiod  idem  cum  priori  significat.  Ita  C-\a  de¬ 
notet  ,  quodvis  c  e£se  ;cum>  Aliquo  et  V — a  de¬ 
notet  quodvis  c  esse  cum  non  a\  atque  cfa  de» 
notet  aliquod ,  vel  aliquorum  c  quodvis  esse  cum 
aliquo  a  ;  et  eadem  denotatio  alias  literas  [maneat, 
quae  tantum  heic  valeat.  Conclusio  e  superiore  et 
inferiore  infra  lineam  scribetur  ,  o  ubi  nulla  est  ; 
forma  Ima  post  I,  2 -da  post  II,  et  3 -tia  post  III 
est;  pro  signis  iisdem  cuiusvis  4  casus  sunt,  uti  pro 
signis  contrariis  ;  in  schematibus  rationem  conclu¬ 
sionis  exponentibus,  quilibet  casus  pro  signis  iis¬ 
dem  uno ,  pro  contrariis  2  schematibus  exhibebun¬ 
tur. 


3  Cfa 
afb 

Cfa 

A\b 

cfa 

Afb 

cfa 

afb 

C~-a 

f  afb 

C—a 

Afb 

e— a 
Afb 

c — a 
afb 

0 

C\b 

cfb 

o 

b — c 

b — c 

*  c— b 

*  c — b 

II  bfA 

a\c 

bfA 

Afc 

bfa 

Afc 

bfa 

afc 

bfA 

— afc 

bfA 
— Afc 

bfa 
— Afc 

bfa 
— afc 

b  dtc 

bfe 

bfc 

0 

*  b—° 

*  b  c 

III  Cfb 
bfa 

Cfb 

bfA 

cfb 

bfA 

cfb 

bfa 

C—b 
_  bfa 

C—b 

bfA 

c—b 

bfA 

c—b 

hfa 

9  < 

0 

9 

o 

1  a — c  Id — a 

et  A—c 

*  c—a 

Conclusio  nulla  est,  si  pro  signis  Iiterae  com¬ 
munis  iisdem  aut  nulla  litera  magna  est  ,  aut  non 
est  prima  in  inferiore,  vel  ultiina  in  superiore;  alio- 
quin  seinper  est  aliqua ;  cum  stellula  prodit,  si  pro¬ 
gignis  literac  communis  contrariis,  litera  magna,  aut 
nulla  sit,  aut  praeter  primum  locum  inferioris  et 
ultimum  superioris  haud  reperiatur,  aut  tantum  in 
inferiore  et  sola  sit;  combinantur  vero  in  conclu¬ 
sione  Iiterae  quae  praeter  communem  sunt ,  et  po¬ 
sterioris  signum  —  est,  si  litera  communis  signis 
contrariis  sit.  Occurrit  vero  litera  magna  in  con¬ 
clusione  non  nisi  semel  in  I,  et  semel  in  IV,  at¬ 
que  stat  loco  l-o ;  in  III  vero  6-«  est  sola  ,  ubi  et» 
liiin  postrema  litera  in  magnam  mutata  conversio 
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fieri  potest.  Ia  II  Schemate  2-o  constat  etiam 
qiipdvis  a  esse  cum  b  et  cum  <e;  denique  omne  quod 
per  superiora  e  conclusione  tanquam  ex  una  pro¬ 
positione  sequitur,  conclusioni  accenseri  potest. 
Stellula  praeposita,  uti  *  b  —  c  denotat  certa  quae¬ 
dam  b  cum  certis  quibusdam  c  non  esse  ,  non  as¬ 
serendo  dari  aliquod  b ,  quod  cum  nullo  c  esse 
queat»  Interim  I  1  convenit  cum  III  1,  ita  I  3 
cum  II  3,  I  4  cum  II  4  et  cum  III  4;  I  5  cum  III 
5,  1  7  cum  II  7',  et  I  8  cum  II  8  et  cum  III  8. 
Itaque  pro  convenientibus  quibusvis  unus  tantum 
manet  casus  ;  et  casus  conclusionem  o  dantes  et¬ 
iam  rescindi  possunt. 

Ut  ratio  conclusionum  dictarum  pateat ,  exprima¬ 
tur  exgr)  Cf&  per  nempe  cuivis  c  ad- 

Cb  CL  CL  CL  C&  j  * 

scribatur  illud  a ,  cum  quo  est ,  alia  a  adhuc  ulte¬ 
rius  quoque  scribere  fas  est,  cum  haud  constet , 
non  alia  a  esse  sine  c  ;  si  quodvis  a  quoque  sit 
cum  b  ,  scribatur  b  sub  quodvis  a ,  si  vero  de  qui» 
fausdam  a  tantum  constet,  scribatur  b  sub  quaedam 
a  tantum  ;  et  quidem  sub  talia ,  ‘  quae  non  sub  c 
sunt,  quia  non  constat,  num  illa  sint  ea  quaedam , 

quae  cum  b  sunt.  Ita  € — a  exprimatur  per  6* 

r  7  7 1  ,  ' 

et  bfa  exprimatur  per  Hoc  "pacto  constru¬ 


antur  casus  singuli. 
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tn  1  l»o  et  4-o  'patet  posse  b  et  c  non  in  Ver-» 
ilealem  eandem  cadere;  adeoque  non  sequitur  ul¬ 
lum  c  cum  b  esse ;  in  2-o  sub  quodvis  c  cadit  b  , 
adeoque  quodvis  c  cum  b  est  ;  in  3 -tio  sub  quae¬ 
dam  c  cadit  b  ,  et  quaedam  illa  tantum  constat  cum 
h  esse.  Item  in  I  signorum  contrariorum  casu  l-o 
patet  illa  b  quae  cum  a  sunt  ,  cum  c  esse  non  pos¬ 
se,  quia  cum  quovis  c  est  —  a,  et  tum  f a  et — •  d 
simul  essent  (Ax  IY)  ;  adeoque  illa,  seu  quaedam 
b  cum  c  non  siint  ;  id  est  quaedam  b  sunt  cumnoil 
c .  In  casu  2 -o  illa  h  quae  cum  a  sunt  ^  cum  c  esse 
pariter  nequeunt;  in  3 «iio  sub  quovis  a  est  b ,  sed 
non  constat  aliquod  c  cum  b  Vel  sine  h  esse;  nam 
baud  constat  non  dari  tale  b  ,  quod  non  est  cum  a 5 
adeoque  tale  b  etiam  cum  tali  c  quod  cum — a  est, 
esse  nulla  contradictio;  itaque  illa  c  tantum,  quae 
cum  —  a  sunt  cum  illis  b  quae  cum  a  sunt  non  es» 
se  constat. 

Reliqua  singillatiin  exponere,  cum  scii  e  mata,  sin¬ 
gula  eodem  modo  exhibeant,  supervacuum  est. 

Forma  IV  quae  cum  I  convenit  ,  continuata  dat 
soritem ;  si  a  Ima  propositione  incipiendo,  cuiusvis 
litera  ultima  sit  eadem  cum  prima  sequentis,  et  iri 

loco  primo  magna  sit  ,  saltem  in  quavis  post  prL 

a\  b 

mam  ex  gr)  ex 

,  Citf 

U  a  a 

ut  antea  per  ^cc  c  Patet  quaedam  a  esse  cum  b 

ddddd 

et  c  et  d,  adeoque  quaedam  a  esse  cum  d\  si  A 
fuisset  loco  primo,  quodvis  a  esset  cum  d. 

§  E)  Si  constet  sub  continui  temporis  T  puncto 
quovis  adesse  A,  et  aliquando  sub  t  post  T  nom 
adesse  :  datur  ab  initio  crescentis  T  in  infinitum  , 
punctum  aliquod  p  ,  ultimum  punctorum  iliorum 
temporis,  de  quorum  quovis  dici  potest,  quod  in« 
tra  illud  et  initium  ipsius  T  semper  adest  A;  post 
p  vero  datur  tempus  continuum  ex  p  incipiens,  sub 
cuius  puncto  quovis  est  non  A*  Nam  in  quovin 

8  .  * 
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puncto  crescentis  T  in  infinitum  ,  quaeri  potest^ 
est  ne  illud  ultimum  vel  non  ?  alterutrum  esse  opor¬ 
tet  (Ax  III) ;  nec  responsio  non  sub  quovis  puncto 
temporis  esse  potest;  nam  si  tempus  ultra  t  cre¬ 
scat  ,  et  non  sit  responsio  tum  quoque ,  sujb  t  quo- 
jjue  esset  A  (contra  byp).  Itaque  est  aliquod  tem¬ 
poris  punctum  de  quo  dici  nequit,  quod  non  ulti¬ 
mum  sit;  (p  12.  n  2)  adeoque  cum  illud  aut  ultimum 
aut  non  ultimum  esse  debeat  (Ax  III),  et  non  ul¬ 
timum  non  sit ,  ultimum  est  CAx  IV).  Si  porro 
quaeratur  ultra  p  continuo  porro  in  quovis  pun¬ 
cto  ,  est  ne  A  vel  non  A  l  responsio  ita  esse  ali¬ 
quamdiu  nequit;  alioquin  p  ulterius  accipi  debuisset. 

Si  vero  datur  ultimum  tale  punctum  p  :  tum  iri 
p  erit  aut  ultimum  A  ,  aut  primum  non  A.  Nam 
aliquod  ,  aut  A  aut  non  A  adesse  debet  (Ax  III)  ; 
si  .4  est ,  ultimum  A  est ;  nam  post  p  sub  certo 
continuo  ex  p  incipiente  non  est  A  ,  ante  p  vero 
ab  initio  ipsius  T  semper  est ;  si  vero  sub  p ,  sit 
non  A  ,  illud  primum  non  A  est ;  quia  antea  sem¬ 
per  fuit ,  postea  vero  sub  certo  tempore  non  est. 

§  F)  Si  A  , B ,  Q -  -  se  invicem  excipiant  (sive  ter¬ 
minentur  in  aliquo  ,  sive  non) ,  et  eorum  quodvis 
K  tale  sit ,  ut  (post  K  sequente  L  dicto)  ,  K  est 
eum  x  sit  cum  L  est  cum  x  ,  atqtie  A  sit  cum  x  : 
tum  quodvis  Q  ipsorum  A,  B  , 6"  -  -  -  est  cum  x. 
Nam  a  certo  puncto  sit  pars  temporis  continua  t 
in  plaga  futura  ,  et  excipiat  quodvis  t  aliud  t  in 
infinitum;  ac  cogitetur  A  respondere  primo  t  ,  et 
quodvis  ipsorum  A,#,*?--  -  sequens  sequenti  t ;  at¬ 
que  procedatur  ab  A  ad  B ,  inde  ad  C  Susque  ad 
illud  t  qnod  ipsi  Q  respondet';  illud  t  adveniet , 
(Ax  II) ;  adeoque  et  de  Q  ei  respondente  constat. 
Dicitur  liaec  concludendi  methodus  de  n  ad  n\  1 
saepissime  usitata.  E  dictis  ultro  pro  manantibus  y 
supersedere  licet. 


CONSPECTUS  ARITHMETICAE  GENERALIS*. 


§  X).  Attini  iis  natura  sua  meritatis  siti  impulsus, 
fines  cognitionis  semper  ulterius  extendere  sata¬ 
gens;  activitate  •  indesinente,  partim  ex  iis,  quae 
in  repraesentatione  reperit,  quaedam  secernit,  par¬ 
tim  haec  et  quae  adfuerint  vario  modo  componit  ? 
atque  utcunque  coram  posita  comparat:  et  illa, 
quae  digna  esse  retur ,  nomine  insignit  proprio  , 
jure  suo  originario  utens  ,  quidvis  signo  quovis  pro 
arbitrio  denotandi;  dummodo  signa  eadem,  eadem 
ubique  significent ,  nisi  aliud  monitum  fuerit. 

§  2).  Quidvis  (modo  A  nominatum)  intuenti,  ob¬ 
viam  venit  ante  omnia  aliquid  (modo  a  dictum)  , 
quod  ab  A  complexum  est  (id  est  ex  A  est) ,  ab 
eo  tamen  diversum  (id  est  non  idem  ipsum  cum  A)$ 
dicitur  a  pars  ipsius  A  et  quidvis  (utvis  compos 
situm  sit^in  repraesentatione,  excluso  omni  alio) 
dicitur  Totum  si  parte  gaudeat.  Sensu  hoc  etiam 
qualitas  certa  ipsius  A ,  ex  gr)  albedo  certi  parie¬ 
tis  ,  ejus  pars  est,  (aibedinem  ipsam  quae  adest 
intelligendo).  Si  a  pars  etiam  ipsius  B  sit,  dici¬ 
tur  commune  ipsis  A  et  B.  Per  complexum  ipso¬ 
rum  A,B  -  -  -  intelligatur  id,  quod  complectitur  quod- 
yis  eorum  ,  praetereaque  necqnidquam.  Conside¬ 
ranti  partes,  obviam  venit  tale  x ,  ut  a  complexu 
©mnis  ejus  ex  toto  quod  non  ex  x  est ,  complexum 
etiam  x  sit;  dici  potest  pars  ejusmodi  ,  indivelli~ 
bilis.  Potest  tamen  aliquid  de  quovis,  quod  ex 
toto  praeter  x  est,  dici,  quod  de  x  negatur.  Ho» 
rae  $-vae  finis,  et  9-ue  initium,  est  pars  tempo¬ 
ris  a  hora  7  usque  ad  10  effluentis  ,  sed  indivel- 
libilis  est;  ita  axis  corporis  quiescentibus  2  pun¬ 
ctis  moti;  at  punctum,  totius  ex  hoc  et  sphaera  ex¬ 
tra  illud  cadente  constantis,  non  talis  pars  est. 
Hinc  talis  pars  p  cuius  ipsius  pars  nulla,  aut  tan¬ 
tum  indivellibilis  est  communis  cum  complexu 
omnis  eius,  quod  ex  toto  praeter  p  est;  difcitur  por- 
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tio  Ex  gr)  Linea  e  superficie  prominens  ,  totius 
portio  est  ?  uti  punctum  antea  dictum ;  at  comple** 
xus  lineae  dictae,  et  lineae  in  superficiem  cadentis, 
totius  e  superficie  et  linea  constantis  ,  pars  sed 
non  portio  ,  nec  in  divelli  bile  est. 

Complexus  omnis  quod  (ex  gr)  praeter  A  est, 
intelligatnr  ,  uti  in  concreto  sisti  potest.  Paucis 
tantum  adhuc  ,  ne  plura  nugae  difficiles  visa  nau¬ 
seam  moveant ,  illustrare  fas  sit. 

*  Indivellibile  i  partis  />,  est  indivellibile  totius 
T.  Nam  si  q  sit  complexus  omnis,  quod  exp  praeter 
i  est,  et  Q  sit  complexus  omnis  ex  T  quod  praes¬ 
ter  i  est  r  patet  q  esse  complexum  a  Q,  adeoque 
i  a  q  complexum  a  Q  quoque  complexum  esse. 

*  Pars  p  partis  indivellibilis  est  indivellibile 
totius  T.  Nam  si  q  sit  complexus  omnis  ex  i\  quod 
praeter  p  est  ,  et  Q  sit  complexus  omnis  ex  T  quod 
praeter  i  est :  tum  (per  def)  i  a  Q  complexum  est, 
adeoque  etiam  a  (Q  et  q). 

*  Portio  p  portionis  P  portio  totius  T  est.  Nam 
sit  p 1  complexus  omnis  ex  P  quod  praeter/?  est, 
et  sit  R  complexus  omnis  ex  T,  quod  praeter  P  est, 
sitqiie  A  id  quod  P  cum  R  commune  habet,  et  Q 
sit  complexus  omnis  ex  P  quod  praeter  A  est,  sit¬ 
qiie  «id  quod  R  cum  /?,  et  a'  id  quod  R  cum pf  com¬ 
mune  habet :  patet  in  A  adesse  a  et  af\  nerquidquam 
praeterea  in  A  esse.  Sit  q  complexus  omnis  ex/? -prae¬ 
ter  et  qf  complexus  omnis  ex/>?  praeter  a1:  patet(q 
et  «^complecti  omne  quod  ex  P  praeter  A  est,  adeo-* 
que  et  ipsum  Q.  Est  vero  P  portio  ipsius  T  (per  hyp), 
adeoque  A  est  indivellibile  ipsius  P  (per  def);  adeo¬ 
que  a  Q  complexum  est  omne  quod  ex  A  est,  ita* 
que  etiam  «;  quod  fieri  nequit,  nisi  a  indivellibi* 
Tc  ipsius  p  sit;  nam  si  id  non  sit;  aliquod  6  ex  a 
adesse  debet,  e  quo  necquidquam  a  q  complexum 
est  ;  si  vero  a  q  complexum  non  est,  neque  a  {q 
et  qJ)  complexum  est;  nam  pJ  adeoque  q'  nonni¬ 
si  indivellihile  ipsius  p  Cum  q  commune  habet(quia 
p  portio  ipsius  P  est);  adeoque  esset  aliquid  ex 
\  quod  a  ( q  ct  q%  adeoque  a  Q  quoque  comple- 
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^oim  non  esset,  et  P  non  esset  portio  i  psilis  T  (con¬ 
tra  hyp).  Si  p  cuin  complexu  omnis  ex  T  praeter 
p  nihil  habeat  commune,  tum  patet  (per  def). 

*  Si  P  portio  ipsius  T  sit,  et^bmplexus  omnis  ex 
T  praeter  P  dicatur  p  :  tum  etiam  p  si  in  concre¬ 
to  sistatur  portio  ipsius  T  est.  Nam  sit  A  commu¬ 
ne  ipsis  P  et  p  ,  et  sit  q  complexus  omnis  ex  p 
praeter  A,  id  est  omnis  ex  T  praeter  P,  (nam  A 
quoque  adest  in  P);  patet  q  si  in  concreto  sistatur,  / 
esse  idem  cum  jo,  adeoque  cum  A  complexum'  sl p 
sit,  complexum  etiam  a  q  est;  itaque  etiam  p  por¬ 
tio  ipsius  T  est  (per  def). 

§  3)  Ex  parte  et  portione  oritur  nihilum  ma¬ 
thematicum,  et  expers  :  nempe  abstrahendo  omnem 
partem  ,  oritur  gonceptus  nihili ,  cuius  signum  est 
©.  Ingens  passus  "ab  omni  ad  nihilum  est;  uno  ver¬ 
bo  quasi  tollendo  omne  ,  quod  ad  sublime  verbum 
fiat,  factum  est.  Quod  nulla  sui  portione  gaudet, 
dicitur  expers\  tale  est  (ex  gr)  punctum  spatii,  aut 
temporis  supra  dictum,  sub  quo  quidem  nulla  mu¬ 
tatio  fieri  potest,  sed  Bhenus  deruens,  Urbs  flag¬ 
rans,  aut  actus  quidam  heroicus  sub  tali  temporis 
puncto  figuntur  in  tela  perennes. 

§  4).  Porro  iri  partes  inquirendo,  tali  A  occur¬ 
rente  ,  ut  quaevis  portio  A7  sit  eius,  haec  cum  eo 
B  quod  ex  A  praeter  est,  aliquid  commune  ha¬ 
beat :  tale  A  nominatur  [continuum :  Ex  gr)  spati¬ 
um  ,  tempus  ,  linea  ;  superficies  U* 

§  5).  Mens  porro  disquirens  animadvertit,  varia, 
quae  praeter  A  sunt,  ab  eo  discerni  quidem,  sed 
reperiri  aliquid  cum  A,  et  aliquid  cum  B,  quae 
quamvis  A  et  B  praesentia  considerentur,  discerni 
nequeunt  :  et  dieit  A  et  B  catenas  aequalia  ;  si  a- 
liquid  illud  sit  A  ipsum  et  B  ipsum,  tum  dicitur 
A  identice  aequale  ipsi  B,  quod  nonnisi  tunc  est, 
si  A  ipsum  B  sit.  Si  aliquid  illud  sit  A  et  B  prae¬ 
ter  locum  ,  id  est  A  et  B  praesentia  praeter  locum 
discerni  nequeant,  dicitur  aequalitas  absoluta ,  sig¬ 
nificata  (ex  gr)  per  A=:B.  Eatenus  nulla  co¬ 
chlea  sinistra,  dextrae  aequalis  est. 
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Si  aliquid  illud  aliud  sit,  d i citu r  aequalitas  re- 
spectiva cuius  innumerae  species  dantur.  Globus 
argillaceus  aureo  aequalis  quoad  locum  esse  potest 

5  6).  Sed  ex  aequalitate  absoluta,  et  portioni¬ 
bus  ipsius  P  ,  vel  etiam  jy ,  nascitur  alia  aequali¬ 
tas  respectiva  ,  atque  etiam  conceptus  quantitatis ; 
si  nempe. 

l-o  Tale  A  se  obtulerit;  ut  cum  A  sit  tale  q  cuius 
aut  milia  portio  est,  aut  quaevis  et  h  tales  sunt, 
ut  a  {ipsum  vel  pars  eius)  ==  b  (ipsi  vel  parti  eius): 
dicitur  tum  A  quantitas  quoad  q\  sed  si  q  illud, 
plane  A  ipsum  sit  ,  dicitur  quantitas  absoluta ,  se¬ 
cus  respectiva .  Absolutae  exempla  sunt  Spatium, 
Tempus,  Punctum  utri  usque ,  Recta,  Circulus,  Li¬ 
nea  cochlearis^  Planum,  Sphaera,  Cylinder,  etiam 
Linea  e  rectis  composita,  ita  ex  arcubus  eiusdem 
radii,  et  id  genus  alia.  Bespectivae,  exempla  va¬ 
ria  :  Pondus  auri  et  ferri,  si  tantum  pondera,  aut 
volumina  ,  aut  frustra  metallica  considerentur.  Si 
Linea  quaedam  L  non  e  rectis  composita ,  compa¬ 
retur  cum  alia  tali,  ut  complexus  utriusque  non  sit 
quantitas  absoluta  ,  semper  recta  certa  intelligetur 
per  L  determinata  (vide  infra),  ita  superficies  quae¬ 
vis  ad  planum  reducitur  (ibidem).  Imo  et  ipsae 
quantitates  absolutae  ad  certas  respectivas  reducen¬ 
tur  inferius,  ut  simpliciter  tractari  queant.  Prae¬ 
fer  hoc  potest  etiam  portionum  acceptio  certo  mo¬ 
do  determinari :  ex  gr)  homo  et  vermis  quantita¬ 
tem  respectivam  constituunt  (ad  instar  puncti  cum 
puncto)si  conditio  sit  portionem  hominis  aut  ver¬ 
mis  non  considerate  ,  et  ex  gr)  non  nisi  id  ex  ho¬ 
mine  aut  verme  sumatur,  quod  mortalis,  vel  ter¬ 
rae  alumnus  sit. 

Si  P  constet  e  portionibus  A,B  -  -  - 

p  ex  aj) - atqueA=± 

a.  Br  b,  ut  quodvis  par  aequalium  item  ali¬ 
ud  excipiat  ,  donec  nihii  ex  utroque  supersit  ; 

«x  gf)  pi - ?;  p — — —  m  iu,r  nova  aequa- 

1  -  litas  quoad  porti¬ 

ones. 
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Hoc  sensu  quaevis  figura  rectilinea  est  aequalis  Q/0. 
At  quid  si  P,  et p  talia  sint  ex  gr)  circulus  et  Q nm 

certum,  ut  A,B - et  a,J)  -  -  -  nunquam  terminen- 

tur,  sed  omni  dabili  minus  superesse  ex  utroqqe 
possit;  dari  tale  \j\tum  constat,  et  nonnisi  punc- 
tum  est,  quod  reperire  numerabilibus  eiusmodi  o- 
perationibus,*  quarum  quaevis  est,  rectam  vel  cir¬ 
culum  ducere,  problema  quadratoris  circuli  est.  Di- 
ci  potest  haec  aequalitas  quoad  contentum  prior 
terminata ,  posterior  interminata  ,  nec  in  casu  ab 
lato  posse  aut  non  posse  terminari  quisquam  de¬ 
monstravit,  Denotari  potest  per  P  X  Vide  in* 
fra  quae  aequalitas  per  n  denotetur;  et  vide  inferius 
aequalitatem  expressionum  variam 

§  7).  Quantitas  cum  Quantitate  parit  homogenci- 
tatem  ,  et  majoritatem  minoritatemque  :  nempe  st 
quantitates  A,  et  B  tales  sint,  ut  complexus  eorum 
quantitas  sit ,  dicuntur  A  et  B  homogenea .  Ita  la¬ 
tus  Qft  et  diagonalis  homogenea  sunt,  quamvis  con¬ 
stet  numeris  quoad  idem  unum  exprimi  liaud  pos¬ 
se.  Si  yero  AX  portioni  cuidam  b  ipsius  B;  tum 
A  dicitur  minus  ipso  B ,  et  B  majus  ipso  A;  deno- 
taturque  per  A  B,  seu  B  A.  Denotatio  eadem 
manere  potest,  et  si  A  et  B  certa  determinatione 
afficiantur  (ut  infra)  adeo  ut  etiam  2  ^—5  dicatur. 
At  ultro  fit  quaestio  quidnam  ex  B  ultra  b  super¬ 
sit  ?  si  hoc  dicatur  C,  dicitur  B  excedere  quantita¬ 
tem  A  ipso  C;  Operatio ,  qua  quaeritur,  quod  su- 
perest  ex  D  praeter  d,  si  d  ex  D  sit,  et  A  Xd ; 
vocatur  demtio  ipsius  A  ex  D 

§  8).  Mens  seniper  simplicitati,  claritatique  stu¬ 
dens,  cum  varia  se  offerant,  cum  quibus  dentitio¬ 
nis  operatio  haud  ita  perspicua  est,  quam  eum  tem¬ 
pore,  aut  recta;  de  modo  cogitat,  quamvis  quantita¬ 
tem  ad  eiusmodi  formam  reducendi ;  et  si  quan¬ 
titates  A,B - ad  tales  A7,B7 - reduci  queant,  ut 

quaevis  A7,B!  -  -  -  tales  sint ,  ut  A  X  A',  B  2B',  ei 
aliquod  ipsorum  A7  et  B7  sit  =  alteri  ipsi  ve|  par¬ 
ti  eius  ;  tum  A,B - ad  formam  temporis  'redu¬ 

cta  esse  dicuntur.  Per  A~B  intelligatur  esse  A7  «JP 
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Posse  id  fieri,  ct  quodvis  nonnisi  ad  unicum  re« 
duci  posse  (vide  infra). 

Superficies  quaevis  ad  rectangulum  reducitur,  cu¬ 
lus  altitudo  est  ex  gr)  I  hcxapeda ,  solidum  quod¬ 
vis  ad  parallelepipedum,  cuius  et  altitudo,  et  lati¬ 
tudo  item  I  hexapeda  est;  et  demum  omnia  ita  re¬ 
duci  possunt ,  ut  tempore  vel  recta  exhibeatur  quan¬ 
titas  omnium. 

$  9).  Arithmetica  est  scientia,  quae  de  quanti¬ 
tate  ,  nonnisi  jam  ad  formam  temporis  reducta,  et 
omnium  operationum  resultata  quoque  ad  hanc  for¬ 
mam  reducta  esse  spectat.  Pura  est,  cuius  obje¬ 
ctum  tempus  est,  aut  huius  quasi  effluxi  imago  per¬ 
petuo  manens  recta ,  postquam  deducta  genera- 
taqiie  est.  Veritates  hic  repertae  facile  alibi 
applicantur.  Arithmetica  generalis  dicitur  ,  quae 
in  genere  tractat  de  quantitatibus  absque  eo,  ut  de 
liac  vel  illa  speciatim  diceret;  at  mentis  natura  est 
ab  iis  quae  ob  oculos  ponuntur  ad  generaliora  ab- 
stractaque  ascendere.  Primum  Arithmeticae  pu¬ 
rae  objectum  tempus  offert  ;  ut  haec  quasi  tempo¬ 
ris,  geometria  spatii  scientia  dici  possit  ;  quamvis 
in  aeterno  quasi  connubio  una  alteri  opem  ferat  , 
et  arbor  utraque  corradicata,  coronis  in  abysso  coe- 
.  lorum  confluat. 

§  10).  Quantitas  iam  qum  qualitate  parit  ita  di¬ 
cta  opposita  ,  ^  ( positivum ),  et  t-i  (id  est  negat 
vum)^  atque  f  et  — . 

Nimirum  quantitates  homogeneae  occurrunt  va¬ 
riis  determinationibus  positae :  ex  gr)  sit  rectae  uni- 
lis  ih  puncto  p  initium,  atque  in  recta  eadem  po¬ 
natur  alia  ita,  ut  initium  huius  ciim  fine  prioris 
sit  idem;  quaestio  varia  esse  potest;  quantanam 
tota  via  sit  ?  ant  quantanam  linea  sit  inter  p  , 
et  finem  posterius  positae  ?  atque  num  a  p  dextror¬ 
sum  ,  aut  sinistrorsum  cadat?  patet  resultatum  eate- 
HUS  varium  esse  posse,  magnum  respectu  quaestionis 
prioris,  o  respectu  posterioris. 

Hinc  conceptus  sequens  formatur, 

Si  P,  et  N  tales  determinatienes  significent;  ut 
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si  duntaxat  A  fuerit  determinatione  P  positum  ,  et 
B  cum  determinatione  N,  tum  sub  certa  conditio»5 
ne  C,  in  casu  quodsi  A=B,  resultatum  o  sit;  si 
vero  A  )>  B  ,  et  supersit  a ,  maneat  a  cum  determi¬ 
natione  P;  si  B>A  ac  supersit  b ,  maneat  b  cum 
determinatione  N  :  tum  una  ex  gr)  A  nominatur 
positiva,  altera  nempe  B  negativa,  atque  A  et  B 
dicuntur  quantitates  oppositae *  Positivum  sig- 
iio  fy,  negativum  signo  ~  denotari  'potest,  quod  pa¬ 
tet  non  nisi  determinationes  dictas  P ,  et  N  deno-* 
tare. 

Si  A  =  B;  tum  ipsorum  A,  etwB  quodvis  di¬ 
citur  oppositum  alterius  ,  et  per — k  denotatur  op¬ 
positum  eius  quod  per  k  denotatur,  sive  sive 
denotet  k ;  signum  f  autem  praefixum  valorem  non 
mutat . ;  f  k  ~  k  potest  esse  — m  5  = — 5 ,  et  tum — h 
—  5  ~  f  o  =  ^  5  ,  ita  ut  e  signo  f  vel  —  literae  prae¬ 
posito,  num  valor  yel^  sit,  concludi  nequeat.  Ex 
gr)Ponantur  cogitatione  sive  in  tempore,  sive  in  re¬ 
cta  partes  continuae  A,B -  Una  post  aliam  modo 

Sequente  ;  nominetur  cuiusvis  una  extremitas  ini¬ 
tium  ,  altera  extremum;  et  illius  quae  sola,  vei 
primo  ponitur,  initium  cadat  in  certum  punctum  py 
e<t  cuiusvis  alius  initium  sit  idem  cum  extremo  il¬ 
lius  quod  plane  antea  positum  est;  sit  porro  Cer¬ 
tum  punctum  q,  intra  quod  terminarentur  omnes  , 
si  ita  ponerentur ,  ut  cuiusvis  nonnisi  initium  sit 
cum  eo  quod  antea  positum  est ,  commune  ;  atqiie 
dicatur  p/  extremum  eius  quod  modo  prius  dicto 
ultimo  positum  est;  et  si  p  a  p)  diversum  sit/  di¬ 
catur  p  initium,  pi  vero  extremum  ipsius et  ipso¬ 
rum  A,B  -  -  -  et  illius  quod  inter  p  et  pr  est  quod¬ 
vis  tale  ,  cuius  extremum  propius  est  ipsi  q  quam 
initium  ,  dicatur  determinatione  P  positum  ;  cuius* 
initium  est  propius ,  dicatur  determinatione  N  po¬ 
situm. 

Patet  hoc  pacto  si  conditio  C  sit ,  pro  resulta¬ 
to  accipere  p  p',  prodire  o  ,  si  duntaxat  >J<  A  ,  et  hhB 
posito,  sit  A  — B;  ita  a  manere,  si  A  ^  B,  et  a 
supersit ;  et  w  b  manere  ,  si  quantitate  £  sitB  >  A. 
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Potest  etiam  illud  quod  tantum  initium  habet  cum 
antea  posito  commune,  determinationis  eiusdem  di¬ 
ci  cum  eo,  secus  vero  diversae  (Tab  I.  Fig  1). 

§  11)*  Sed  quaelibet  quantitates  possunt  modo  se¬ 
quente  ad  definitionem  revocari. 

Si  B  respectu  A  poni  dicatur,  Ut  sit  index  dem* 
tinnis  ;  significet  operationem  sequentem  :  quod  si 
A  iam  positum  sit,  et  detur  tale  6  ex  B  ,  ut  in  A 
adsit  ei  =  necj>  tale  b  ex  B  sit:  tum  dematur  b 
ex  A  ;  atque  si  bzz  B,  indici  demtionis  satisfieri 
dicatur;  si  vero  praeter  b  adsit  bf  in  B,  tum  ex 
indice  demtionis  mansisse  b et  si  nuJIum  b  de¬ 
mi  potuit,  B  ipsum  mansisse ,  cui  satisfactum  non 
est;  et  in  quovis  casuum  dictorum  indici  demtio¬ 
nis  satisfactum  esse  quoad  fieri  potuit  dicatur. 

Si  jam  determinatio  N  qua  B  ponatur,  id  signi¬ 
ficet  ,  quod  B  ponatur  index  demtionis  quoad  quam¬ 
vis  quantitatem  quae  certa  determinatione  P  posi¬ 
ta  est  ,  aut  poneretur  postea  ;  et  conditio  C  sit,  ut 
si  A  iam  positum  est  cum  determinatione  P,  et 
A  -  Vel  y  B,  accipiatur  id  quod  ex- A  remansit, 
postquam  indici  demtionis  satisfactum  est ;  si  vero 
satisfieri  non  potuit,  accipiatur  id  quod  ex  iudiee 
demtionis  remansit,  postquam  ei  in  quantum  fieri 
potuit  satisfactum  est;  et  semper  quod  ex  indice 
demtionis  remansit  ,  retineatur  etiam  ulterius  pro 
indice  demtionis  ,  quoad  quantitates  cum  eo  homo- 
geneas,  quae  determinatione  P  ponerentur..  Pa¬ 
tet  et  hic  determinationem^  P  signo  *  et  alteram 
signo  m  insigniri  posse.  Nam  si  A  =  B  resultatum 
o  est,  si  A>B  resultatum  est  a  cum  P  positum, 
si  vero  B  >  A,  remanet  b  ex  indice  demtionis, 

^  a 

adeoque  b  cum  determinatione  N.  Ex  gr)  ■  — — 
.  A  A  w  B 
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Ita  potest  A  certos  homi¬ 


nes  ad  certum  finem  positos  denotare,  et  B  item 
Certos  homines  pro  indice  demtionis  qUoad  A  po- 
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sitos ;  aut  A  certam  pecuniam ,  et  B  quoque  ee£« 
tam  pro  indice  demtionis  quoad  A  expositam 
§  12).  Operatio  qua  disquiritur,  quod  sit  resuha- 
tum  sub  conditione  C,  si  adfuerint  inter  A,B  -  -  -  et 

jJ»  et  k“(;  secus  yero  quid  prodeat,  si  A,B - simul 

sumantur, (in  quovis  casu  quovis  eorum  zerum  deno¬ 
tante  omisso)  :  dicitur  additio  ,  et  resultatum  vo¬ 
catur  summa  additorum  A,B--- 

Imo  potest  conceptus  summae  extendi ,  dicendo 
etiam  S  et  s  summam,  realium  A , 0 ,  et  imagi¬ 
nariorum  af - si  illorum  summa  sit  S,  horum 

sit  s  ;  (vide  infra)  :  quoad  casum  '  priorem  ,  patet 
superius  esse  o  ,  a,  i-h  6  summas  ipsorum  A,  B; 

ita  patet  ^  A.  ijf  B  sunm)am  ipsorum  A, >J<B  esse* 
§  13).  Quaestio  lieic  ultro  oritur:  num  in  (10> 
quocunque  ordine  ponantur  A,B---  idem  extrc» 
rmun  ultimo  positi  prodeat?  ita  demtio  utcunque 
fiat ,  per  partes  hinc  vel  illinc  demtas  ,  aut  e  sum¬ 
ma  omnis  vi  dematur  sumina  omnis  w  vi  (vide 
infra).  Addendorum  summae  etiam  commoda 
notatio  quaeritur.  Complexus  signorum,  quibus  quan¬ 
titates  denotantur,  signorum  f,  — *5  iji,  ^  quolibet 
praefixo  affectorum;1  denotet  quantitatum  earum 
(cum  signo  praefixo  acceptarum)  summam :  dicitur 
liic  complexus  quantitas  complexa ;  et  quantitas 
post  ultimum  signorum  m  ,  aut  ante  pri¬ 

mum  scripta,  veluti  quaevis  inter  proxima  ciusmo- 
di  signa  dicitur  cum  signo  jpraefixo  accepta  termi¬ 
nus  quantitatis  complexae.  Interim  si  alia  quae¬ 
dam  operatio  ad  plures  extendatur  ,  signa  dicta  ter¬ 
minos  in  iis  quae  conjuncta  sunt  non  distingvunt. 
Ex  gr  ipsius  a\V (c—d)  non  est  d  terminus,  sed 
<?,  et  V  ( c — d'). 

§  14).  Sicubi  summalS  ,  ex  A  et  B  rcperitur  ; 
quaestio  nitro  fit,  num  ex  S  et  A,  socius  B  ipsius 
A  reperiri  posset  ?  Operatio  ista  vocatur  subtra¬ 
ctio  ipsius  A  ex  S,  et  B  vocatur  differentia  ipsius 
A  ab  S.  Patet  in  schemate  (§  11  ,  et  §  12) 
S  esse  prius  o  5  postea  a  tum  **  b  ,  et  demum 

D 
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wf*  A  et  ^  B ;  ita  esse  posse  hAhB;  atqiie  S —  (>f«  A) 
esse  *— i  B  in  §  1 1  et  S  —  B)  esse  A  ,  atque  in 
proximo  casu  S — (±rB)  esse  ±TJ.  Unde  patet  sub¬ 
trahendi  oppositum  esse  addendum  summae  sup¬ 
positae,  ut  sociu-s  subtrahendi,  nempe  differentia 
prodeat  ;  prodit  vero  oppositum  ,  si  signum  prae¬ 
fixum  immutetur,  nempe  si  ex  ^  fiat — ,  seu  ex  — 
fiat  f ;  adeoque  subtrahendus  signo  mutato  additur. 
Sed  lieic  adhuc  tanturn  de  monomio  sermo  est;  de 
quantitate  e  pluribus  terminis  complexa  inferius 
erit» 

S  IS)  Porro  adhuc  talia  ex  gr  p  et  5*  obviam 
venire  possunt,  ut  d  differentia  ipsius  p  ab  s  sit  = 
differentiae  ipsius  P  ab  S.  Hinc  passus  eo  quod- 
si  P  ipsum  s  sit ,  et  detur  post  quodvis,  aliud  & 
quo  differentia  praecedentis  sit  eidem  d  aequa¬ 
lis.  Yocatur  hoc  ,  series  arithmetica  :  nempe  hic 
oritur  conceptus  seriei;  quo  nomine  insignitur  quan¬ 
titatum  complexus  se  lege  certa  excipientium;  nam 
simulae  lex  una  patuit,  campus  de  legibus  innume¬ 
ris  cogitandi  aperitur.  Yocatur  quaevis  quantita¬ 
tum  lege  certa  se  excipientium,  terminus  seriei. 

§  16).  Tum  facile  in  mentem  venit  p  =  o  pone¬ 
re ,  et  seriem  o,A,I3 - condere,  cuius  termini  cu¬ 

iusvis  differentia  a  sequente  sit  =  u  ;  item  aliam 
quoque  seriem  o cuius  termini  cuiuslibet 
differentia  a  sequente  sit  —  v,  cogitare:  ita  ut  o  cum 
o,  A  cum  simul  ponantur,  et  quosvis  termi¬ 
nos  simuFpositos,  excipientes  (in  illa  et  hac  serie) 
simul  ponantur :  quivis  terminus  harum  serierum 
dicitur  numerus  in  serie  priori  quoad  u7  in  po¬ 
steriori  quoad  v ;  ac  cuilibet  nomen  proprium  da¬ 
re  libet,  et  quidem  terminis  simultaueis  idem,  prae¬ 
terquam  quod  in  serie  priore  quoad  u  iii  posterio¬ 
re  quoad  v  dicatur  •,  ex  gr  o  dicitur  o  quoad  u  et¬ 
iam  o  quoad  v  ;  A  vero  1  qtioad  w,  et  a  dicitur  i 
quoad  v  seu  o  dicitur  breviter  ou  et  ov ,  A  vero 

iw,et  a  Iv ,  et  id  ex  gr  F  quod  humerus  no¬ 

minis  n  est  quoad  w,  dicitur  «w,  et  terminus/ cum 
eo  simultaneus  dicitur  nv ;  atque  ad  quaestionem  * 


|  ■  {  2?  > 

F  quot  u  sit?  respondetur,  nu;  atque  F  dicfttir 
continere  ipsum  u  s,  et  ex  F  et  n  reperire  u  dicitur 
F  per  n  partiri .  ^Nuiia  tamen  heic  mentio  multipli¬ 
cationis  divisionisque  est,  quarum  sensus  latior  est. 

Tam  w,  quam  v  dicitur  unum ,  quod  distingven- 
dum  ab  unitate  est  (§  22) 


au  1  u 
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a  zerus  I  zerus  2  zerus  3  serus 

Patet,  si  unum  zerus  sit,  quemvis  terminum  es¬ 
se  o;  nam  e  quovis  prodit  o,  nempe  o'\o  ~  o  (per 

§  12), 

§  17),  Heic  statim  quaestiones  oriuntur:  Imo  quo 
possent  modo  simplicissimo  nominari  numeri?  2 do 
si  N  et  M  nomina  numerica  sint,  N  u  et  Mu  si¬ 
mul  quot  u  efficiunt?  et  si  N  u  'Mu,  et  illud  ex 
boc  dematur,  quot  u  manent  ?  3o  si  U  =?  N  u,  M  U 
quot  u  facit  ?  sit  n  u  ;  quaerebatur  ex  N  et  M  no¬ 
men  n ,  quaeri  ex  n  et  aliquo  ipsorum  N  et  M  eo¬ 
rundem  alterum  potest. 

Haec  sunt ,  numeratio  ,  et  quatuor  operationes 
jiumericae  :  at  quamvis  conceptus  bi  necessarii  sint; 
conceptus  4  operationum  latior  est;  duarum  prio¬ 
rum  iam  determinatus  est,  ubi  patebat  summam 
ipsorum  A,B  ob  oculos  poni  posse ,  etsi  numero 
expressa  non  sit,  imo  si  ex  gr  A  sit  latus  □£/, 
et  B  diagonalis ,  neque  possunt  A  et  B  quoad  idem 
numeri  esse. 

$  18).  Variae  adhuc  praeter  haec  oriuntur  qnae- 
Stiones, 

B Z%  ^ 
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Imo  Fotestne  quantitas  quaevis  esse  numerus 
nominis  cuiusvis  ?  2do  Potestne  idem  quoad  idem 
u  esse  numerus  diversi  (id  est  nunc  huius  mox 
alius)  nominis  ?  3 tio  Estne  quoad  quamvis  portio¬ 
nem  a  ipsius  A,  tale  nomen  numericum  n ,  ut 
««)  A  .  Si  quantitatis  ^  aut  nulla  sit  portio  5 
aut  quaevis  talis  sit  ,  ut  detur  tale  n,  dicitur  quan¬ 
titas  finita ,  de  quali  tractat  Arithmetica.  Si  u  de¬ 
notet  punctum  temporis,  2u  non  potest  esse  nume¬ 
rus  nisi  nominis  2  et  1,  nempe  posterius,  si  unum 
sit  Hu ;  item  o  potest  esse  ;  si  pro  uno  sumatur  o, 
numerus  nominis  cuiusvis,  sed  id  quod  non  est  o, 
nequit  esse  numerus  nominis  o. 

§  19).  Nova  porro  fit  quaestio;  num  B  sit  nume¬ 
rus  quoad  A  ,  et  si  ita ,  cuiusnam  nominis  sit  ?  et 
casu  se  offerente  ubi  B  non  est  numerus  quoad  A, 
quaestio  oritur,  num  aliquod  u  sit,  quoad  quod  tam 
A  quam  B  numerus  est  et  cuiusnam  nominis  nu¬ 
merus  sit  A ,  cuiusnam  sit  B  ?  Unde  fit  conceptus 
sequens.  Sive  sit  B  numerus  quoad  A  sive  non; 
reperire  ciimsnam  nominis  numerus  sit  A  et  B  vel 
•— -B  quoad  idem  u ,  dicitur  mensurare  B  per  (vel 
quoad)  A ;  et  A  dicitur  mensura ,  B.  vero  mensum 
ipsius  A;  atque  si  (exgr)  A  =  3u  ,  B  —  2 u  vel  B  = 
— 2 u  ,  ad  quaestionem,  qualenam  mensum  sit  B  ipsi¬ 
us  A,  respondetur  in  casu  priore, quod  sit  2  (3 )tumy 
in  posteriore  quod  sit  2(3) ti  oppositum. Ita  A, si  pro 
mensura  eius  ponatur  w,  dicitur  3  ( \)tum  ipsius  u  , 
ad  coque  hoc  et  3  u  idem  significant. 

5  20),  At  talia  A  et  B  obviam  venire  possunt, 
ul  quamvis  heinogenea  sint  ,  nullum  u  reperiatur 
tale,  ut  quoad  id  tam  A  quam  B  numerus  sit:  hinc 
facile  cogitatur,  quid  si  nullum  sit?  cum  non  lique¬ 
at  dari  debere,  (mox  patebit  in  Arithmetica  quo¬ 
que  dari,  ex  gr  U  2) :  eiusmodi  quantitates  dicun¬ 
tur  inter  se  incommensurabiles .  Interim  facile  pa- 
tet  (quod  iufra  demonstrabitur)  «semperper  2  par¬ 
tiendo  ,  quovis  d  abii  i  z  remanere  minus  ex  B  ,  et 
alteram  partem  quoad  A  mensurari  posse. 

$  2lJ.  Hic  piimusa  oritur  conceptus,  variabilis 


t 
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atque  limitis .  Si  jp  sit  nomen  generale  eorum  fini¬ 
torum,  quae  sub  certa  conditione  generari  queuntt  et 
>J<  vel  quovis  dato  ei  homogeneo  >  fieri  p®tes£, 
aut  differentia  ipsius  p  a  K  nunquam  quidem  fit  o 
sed  quovis  dato  %  minor  fieri  potest:  tum  dici  so¬ 
let  in  casu  Imo  infinitum  (denotatum  per  00 ) ,  in 
‘2do  vero  K,  limes  ipsius  et  tendentia  ista  ad 
limitem  potest  denotari  in  casu  I mo  per  vel .**p 

- - s:±O0  2//o  per  - K:  nem  pe  ubi±T  GOstat 

post  signum  ^ — ~\  5  denotet  casum  Imum  ;  si  fi¬ 

nitum  stet  post  — s5  denotetur  casus  2 dus*  Ma¬ 
ius  et  minus  intelligitur  hic  a  et  ^  abstrahendo. 
Arithmetica  quidem  finita  tractat ,  nec  calculus  in- 
finitesinalis  dictus  indiget  GO  ti;  sed  cum  a  pluri¬ 
bus  etiam GO  pro  limite  accipiatur,  fas  est  conce¬ 
ptum  limitis  eo  extendere;  (in  Geometria  dantur 
infinita  (ex  gr)  complexus  omnium  punctorum,  quae 
cum  certis  2  punctis  in  recta  sunt,  est  recta  utrin- 
que  infinita  ^  ).  Sit(ex  gr).  A  ~nu,  B  =«»«  ( 

u)  ,  et  sit  t  - n  o  ;  ad  quaestionem  qualenam 

mensum  sit  B  ipsius  A ,  respondetur  m(ri)tum  prae¬ 
ter  aliquid,  quod/^ — o;  sed  patet  heic  n  ,  et 
m  prouti  z  minus  accipitur ,  eatenus  mutari;  in¬ 
ierim  ubi  pluries  occurrunt,  aequalia  signa  simul 
variata  ,  aequalia  significent ;  inaequalia  signa  (ni¬ 
si  aliud  monitum  fuerit)  possunt  aequalia  signifi¬ 
care. 

§  22).  Posteaquam  B,  mensuratum  per  A  est,  fa¬ 
cile  succurrit,  etiam  C  per  idem  A  mensurare:  atque 
tum  dicitur  quodvis  ipsorum  B  et  C  fractio  alterius; 
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ipsius  C ,  ita  C  4(5)  2(3 )t  um  ipsius  B,  in  altera 
casu  vero  B  dicitur  2(1)  3(1  )tum  ipsius  C,  et  C  di¬ 
citur  3(1)  ipsius  B,  sive  in  hoc  casu  B 

dicitur  breviter  2(3 )tum  ipsius  C  3  et  C  dicitur 
3(2 )tum  ipsius  B. 

Demonstrabitur  mox  etiam  casum  priorem  ad  for¬ 
mam  posteriorem  reduci  ,  et  idem  modo  communi 
scribi  posse;  patetque  B  esse  2(3 )tum  ipsius  A,  et  A 
esse  5  (£)tum  ipsius  C  ,  adeoque  B  esse  2  (3 )tum 
5(4 )ti  ipsius  C. 

At  quid  si  B  vel  C,  vel  utrumque  sit  incommen¬ 
surabile  cum  A?  tum  quoque  et  semper  ,  ad  quae¬ 
stionem  qualisnam  fractio  sit  B  ipsius  C  ;  respon¬ 
deatur  quod  sit  n(m)  p{q)tum ,  si  nomina  nume- 
rica  q  talia  sint,  aut  ita  simul  variari 

queant,  ut  n(m)tum  ipsius  A  sit  =  vel  B3 

et  p{q)tum  ipsius  A  sit  =  vel  /*** — -v  C  {§  21) 

§  23).  Hinc  posteaquam  B  et  C  per  idem  A  men¬ 
surata  sunt ,  pronum  est  etiam  D,  et  tum  B,E 
denique  omnia  homogenea  per  idem  A  mensurare; 
atque  mensuram  istam  omnibus  communem  nomi¬ 
nare  unitatem  ;  nec  semper  repetere  mensuram  in 
mensuratorum  nuncupatione  ;  ut  ex  gr  2(5 ^tum 
unitatis  dicatur  tantum  2(5 )tum:  haud  nominando 
mensuram  ;  ita  si  A  sit  unitas  ,  2(1  )tum  ipsius  A 
idest  2A  dicatur  tantum  2,  ita  — 1  denotet  — -1  A. 

Reflectendo  ad  superius  dicta  varia  aequalitatis 
genera,  heic  quoque  aliquod  se  offert:  si  nempe 
r  sit  recta,  et  t  tempus,  atque  utrumque  sit  suae 
unitatis  2(3 }tum  ,  eatenus  aequalia  sunt.  Ita  si  L* 
et  l  rectae  sint,  patebit  factum  e  quotvis  lineis  es¬ 
se  lineam ;  sed  si  unitas  areae  sit  cuius  la*i 

tus  unitas  lineae  est  7  et  factum  ex  L  et  /sit  ex  gr 
n{m)tum  unitatis  linearum  ;  et  rectangulum  ex  h 
et  l  erit  n[m)tum  unitatis  arearum.  Ita  sit  factum 
ex  L,  l.lJ  (tribus  rectis), i\(\l)$/tf*,  unitatis  linearum; 
parallelepipedum  ex  L,  /,  V  etiam  N(!VI)/«/W| unita¬ 
tis  solidorum  est,  si  haec  cubus  is  ponatur,  cuiu$ 
latus  unitas  linearum  est;  uti  infra  demonstratur» 
I?  ume  ista  hoc  respectu  surit  aequalia. 
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•  * 

Unitatem  fyvam  (et  non  zerum)  figere  libuit,  at* 
que  utcunque  mutetur  unum ,  unitas  eadem  prius 
arbitrarie  posita  pro  omnibus  homogeneis  retinea¬ 
tur,  donec  expresse  aliud  monitum  fuerit ;  si  ex  gr 
unitas  sit  1  hexapeda,  sive  1  dicatur,  sive  6  pedes, 
quantitas  eadem  est.  Si  o  assumeretur  pro  unitate, 
linea  expressio  indeterminata  esset,  nam  pronti 
acciperetur  esset  pro  quovis  n  linea  n(o)tum> 

§  24).  Id  quod  1  ,  dicitur  fractio  vera  :  et  id 
quod  numerus  est  quoad  unum  upitati  aequale;  di¬ 
citur  numerus  integer .  In  serie- - 3, — 2, —  1,0, 15 

2,3 - est  (per  §  7.)  2  <  —3,  sed  1  non  0 ,  neque 

. — l  0 ;  at  potest  dici  quemvis  terminum  esse^#» 
ucius  quovis  ab  eo  ad  dextram  sito,  et  plus  quam 
quivis  ab  eo  ad  sinistram  situs  est ;  quod  etiam  ad 
non  integros  extendatur.  Designari  potest  per  0> 

* —  1  ;  1  >  G ;  1  >•  ■ — 1  ;  — 1  >  — 2. 

*  Facile  patebit  (per  inferiora);  quod  si  A  * 
etiam  aequalibus  additis  scmper  prodeat  AfC  <Bf€; 
at  si  non  semper  sequatur  Af  C  <^BfC  ;  at¬ 

tamen  sive  <1  et  k(,  sive  et  )>  stet  post  A,  idem 
etiam  post  AfC  maneat,  (si  AfC  et  BfC,  neutrum 
sit  o,  nec  sit  Af  C= — (BfC));  excepto  Imo  si  A  «<S 
et  <(B  ,  atque  B  est  cum  A  ac  C  utroque  **vo  , 
aut  summa  utraque  ^  est ;  (tunc  enim  fit  AfC  <1 
et  )>  BfC).  2 do  si  A  <  et  y  B  ,  atque  aut  A  t-i  est 
cum  B  et  C  utroque  fyvo,  aut  summa  utraque  esi; 
(tunc  enim  fit  AfC<|et  BfC).  AfC=BfC  esse 
nequit,  nam  tum  esset  A  =  B ,  cui  repugnat  A  B; 
sed  pro  quibusvis  A,B,  datur  tale  C,  ut  sit  AfC  = 
•*— (BfC)  =  — B — C;  nam  tunc  Af2C  f  B:=  0 ;  et  tuus 

C  =  —  (M?)  ;  adeoque  AfC  et  BfC= 

quae  opposita  sunt.  Singulos  casus  exhibentia 
schemata  percurrendo  patet. 

— 2<  <3 
,1  =  1 
1  ^  4 


~2<  <3 


5  = 


5 


3  <5  8 


*— 2<  <3 

— TTyi 


2<  < 
-»5=  - 

■7  <>  - 


•jt 

iy 

■'}  i 


■M 


<  32  ) 


— 2 

i  =  i 

— 30>  2 

.5=5 

— 30>  2 
— 1=— 1 

— 30>  2 
— 5  =  — 5 

—i<  <3 

20  <7 

—io  p>r 

—8  O  >  — 3 

~30>  — 2 
1=1 

— 3<>  —1 
5=5 

1 

/\H 

V 

i 

-3 

4 

— 30>— 2 
—  1  =  —  1 

— -20>  —1 

20<  4 

— '2<  > 

i 

—4  0  >— 3 

2 <  <5  2<  <5  2<  <5  2<J  <5 

■ — 3—  —3  — —  r 

3<  <6  1<  <4  — l<f<2  —5 <>—2 

*  Nempe  ut  A  sit;  aut  tam  A  quam  B  m  est , 
aut  A  Met  B  est,  aut  A,B  utrumque  >J<  est,  et  A 
(in  praec)  semper  ad  sinistram  cadit.  Quivis  casus 
parit  duos  ,  prouti  C  ailt  m  est ;  si  ipsorum  A 
et  B  aliquod  H  est,  tunc  A  essct-n  patet:  si  utrum- 
que  sit,  C  aut  aut  m  est ;  si  C  w  est ,  tres  ca¬ 
sus  sunt ,  prouti  C  summam  utramque  fyvam  relin¬ 
quit  ,  aut  unam  vel  utramque  vam  reddit;  adeo- 
que  4  casus  fiunt;  et  pariter  4,  si  A,  B  utrumque 
Msit.  Si  vero  unum  m  alterum  >{<  sit,  aut  A  erit<^ 
B,  aut  A^>B  ;  quivis  horum  4  casus  habet ,  nempe 
C  aut  aut  m  est ;  si  >J<,  tum  aut  utraque  summa 
redditur^  aut  non  ;  si  «— 1 9  aut  utraque  summa  red¬ 
ditur  m,  aut  non.  Itaque  16  casus  sunt. 

*  Si  A  <  <  B  vel  A  <1  >B  ,  et  A,B  utrumque  per  C 
(non  o )  multiplicetur  ;  signum  ( vel  ^>)  manet 
uti  est ,  sed  mutatur  in  >  ,  si  multiplicator  m  sit: 
etiamsi  non  percurrantur  schemata,  facile  patet, 
tum  e  >J<  fieri  m  ,  et  e  m  fieri  i{«,  atque  e  majori 
maius  m,  et  e  majori  m  majus  fieri ;  adeoque  sig¬ 
num  <  inverti ;  casus  sequentes  tantum  conside* *- 
randi  veniunt  — 2<1  — 1  ;  — 2<  1 ;  1  <  2 ;  ubi  patet 
oppositis  acceptis  signum  <5  in  >  mutari.  Patet  etiam 
non  mutari  <  si  C  >J<  sit,  titi<vel>  semper  manere, 
cum  a  determinatione  >J<  vel  m  independens  sit. 

*Pro  exponente  n  integro  >J<, quoque  manet<C;  sed 
si  A  et  B  non  sit  utrumque^. mutatur  in  >  Pr0  n  Pafl 
si  A<>B;  in  aliis  casibus  semper  manet:  ex  gr 
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f-2<>  —  1;  (— 2)2=4>>  1;  (—2)s=—8< >—!;&• 
— 1<  <  2;  (—  Q2=l<i<4;  (— 1)8=  — 1'<-  <  S;£«* 
— 3  <1  >  1 ;  (—3)*=  9>  >  1;  (— 3)3^  —27  <!  >  1 ;  ^ 

Unde  etiam  patet  radicum  exponentis  paris  e 
vis,  illam  signo  >  gaudere  posse,  cuius  potentia 
signo  <  praedita  erat  ;  at  radicum  exponentis  im¬ 
paris  e  ^vis  illam  cum  Emanere,  cuius  poten¬ 
tia  cum  <  fuit ;  imo  posterius  valere  etiam  si  po¬ 
tentia  una  >f<  altera  sit ,  aut  utraque  ,  facile  pa- 

3  3 

tet; — 27  <  8  ,  U  —  27  <!  j/  8,  nempe  —3  <1  2« 

§  25).  Id  quod  cum  unitate  incommensurabile 
est ,  dicitur  breviter  incommensurabile .  Prius  de 
commensurabilibus  fiet  disquisitio  specialior. 

§  26).  Ita  etiam  si  mentio  unitatis  non  fieret* 
dum  quaeritur  B  quale  mensum  sit  ?  subintelliga- 
tur  Unitatis  :  sit  (ex  gr)  2(3 )tum  ;  quaestio  facile 
oritur  quantitate  a  se  offerente  ,  nuna  si  a  esset 
unitas,  detur  tale  b ,  de  qua  si  quaereretur  ,  quale 
tnensum  sit ,  item  per  2(3  )tum  responderetur;  aut 
poterant  tales  a  et  b  obviam  venire,  ut  etiam  b 
per  a  mensum,  sit  huius  %$)ium.  Hinc  sequens  con¬ 
ceptus  oritur  :  si  ad  quaestionem  quale  mensum  sit 
b  ipsius  a,  ita  responderetur  20  et  21  J,  quam  ad 
quaestionem  ,  qualenam  mensum  est  B  fnempe  uni¬ 
tatis  A ):  tum  reperire  b  ex  a  et  B ,  dicitur  mul¬ 
tiplicare  fsensu  strictiori,  qui  mox  fiet  latior)  a 
per  B;  et  a  dicitur  multiplicandus ,  B  multiplica « 
tor ,  uterque  vero  nominatur  factor^  et  b  factum, 
quod  proprie  aequimensum  est. 

-  §  21').  Hinc  facile  quaestio  oritur,  e  posito  facto 
b  et  ex  a  quaerere  huius  socium  B  ,  seu  ex  b  et  B 
huius  socium  a  ;  nempe  talem  Socium  quaerere,  ut 
si  alteruter  eorum  multiplicandus  et  alter  multi¬ 
plicator  sit ,  factum  b  prodeat.  Reperire  talem  fa¬ 
ctorem  socium  ipsius  a  fvel  ipsius  B)  ,  dicitur  di¬ 
videre  b  per  a  (vel  per  B).  Dicitur  b  dividen¬ 
dus  ,  is  cuius  socius  quaeritur  divisor ,  socius  ve¬ 
ro  quotus  audit*  Denotatur  quotus  qui  prodit  p 


E 
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per  q  diviso,  per  vel  p  :  q ;  factum  vero  qtiod 

prodit  a  per  B  multiplicato  denotatur  per  B.ei  aut 
simpliciter  per  ?  (nisi  aliud  monitum  fueritj. 

§  28),  Imagines  multiplicationis ,  et  divisionis 
generales  patet  esse  sequentes 

A  =  n  u  ,  7ti  fi;  a  =  n  v  ,  b  “ 

A  —  w  u  ,  «i  a  A“" B  ;  m  v  ^  b 

A  ~  «a,  B=  “  *  m  u •  a  zz  n  v  ,  b  —  ■ — • 

A  ~  n  u  ,  u  ^  ^  B:  a  —  n  «f ,  — ^  t? t  ^  £ 

§  29).  Ubi  patet  in  quavis  linea  horizontali  ima* 

gines  mensurationis  ipsius  B  per  A,  et  ipsius  b  per- 
a  esse  aequales.  Facile  est  cogitare  loco  A  quam* 
vis  quantitatem  ,  non  tantum  unitatem  ,  (nee  zero 
excepto),  dummodo  pro  certis  u ,  0,  aliqua  ista¬ 

rum  imaginum  prodeat  ;  adeoque  ut  ad  quaestio* 
nem  quale  mensum  sit  B'  ipsius  A/(sive  unitas  sit  A/ 
sive  non)  ?  et  ad  quaestionem  quale  mensum  est 
b/  ipsius  ar  ?  eadem  responsio  sit.  Dicantur  tum 
af.fi*  in  proportione  geometrica  esse. 

§  30).  Patet  4  imagines  priores  huc  quoque  ap* 
plicari.  Quaestio  se  offert ,  quid  si  duo  priora  am¬ 
bo  ,  vel  ambo  *+  sint  ?  aut  quidsi  opposita  sint  , 
futurum  est?  facile  patet  in  casu  priore,  quale  a 
est  ,  tale  fore  b  ;  nempe  si  a  sit  *£<  etiam  b  >{< ,  si 
a  m  etiam  6>*fore;  in  easu  posteriore  vero  etiam 
a  et  6  opposita  fieri.  Nam  (ex  gr)  sit  imago  3  tia,  sit 
«=  2,  mzz  3,  et  u  sit  m  ,  tum  %u  ita  3 u  etiam  w 
est ,  itaque  B  =**-3 u  erit  ^  (nempe  oppositum  ipsi¬ 
us  3//,  quod  m  erat) ;  tum  a  zz  2r  ,  et  b  —  — -3r  ;  iam 
v  aut  >J<  est  ,  aut  -w*  si  *{S  tum  '2v  et  etiarti  3v 
est,  itaque — 3v  est  »-< ;  si  vero  w  est,  tum  20,  et 
3«?  etiam  west;  et  — 3e  est  >J<  :  adeoque  hae  2  ima¬ 
gines  exsurgent  »h  ^  w  ^  w  d^Fsi*niliter  pro¬ 
deunt  casus  omnes:  nempe  A  vel  vel  *■<  est  ,  prO 
quovis  horum  2  casuum  ,  B  etiam  aut  >{<  aut»-*  est  5 
et  pro  quolibet  horum  4  casuum,  a  aut  autM  est* 
adeoque  8  casus  sunt. 

§  31).  Si  nonnisi  de  multiplicatione  quaestio 
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-  * 

sit,  tum  A  est  nempe  unitas  (§  23);  adeo- 
que  4  tantum  casus  erunt 

^  *{*  >4** 

'  ^4  1— I  W  >=j< 

Nam  (ex  gr)  in  ultima  imagine  cum  B  et  A  oppo¬ 
sita  sint,  etiam  b  et  a  opposita  esse  demonstratum 
est.  Si  unitas  ^  esset,  vel  ponatur;  erit 
per  eandem  rationem. 

Quantitates  quarum  realitas  multiplicationi  quo¬ 
ad — 1  innixa  est,  dicuntur  imaginariae  (vide  infra). 

Cum  vero  literis  (ex  gr)  a^b  tam  >J<  quam  *-i  deno¬ 
tare  liceat  ,  atque  cuilibet  fas  sit  signum  —  praefi¬ 
gere  :  quaestio  oritur  ,  quod  nam  sit  signorum  f  et — 
signum  facti  e  factoribus  i?  a  et vei^^?  Iles  laci- 
le  in  casus  distingvitnr  :  nempe  si  d*»  .sit ,  tum  est 
aut  ~\b  aut — et  si  a  •  sit  ,  erit  item  b. aut  ^aut 
►h  ,  pariter  si  a  ^sit;  itaque  f a  habet  si  a  ^  sit  , 
A  casus  ,  nempe  2  pro  +2,  et  2  pro  — &;  pariter 
liabet  4 ,  si  a  ^sit;  adeoqoe  fa  liabet  8  casus;  pa¬ 
riter — a  habet  8;  adeoque  8f8  casus  sunt,  quos 
singulos  construere  facile  est,  et  Tyronibus  relin¬ 
quitur;  ae  percurrendo  singulos  ,  patet  regulam  ge¬ 
neralem  prodire,  quod  signa  aequalia  dant  ,  si¬ 
gna- inaequalia — nempe  si  facto  e  literis  ipsis 
dignum  ita  praefigatur,  factum  prodibit^  vel  >-h  ita 
uti  ye  ipsa  est:  (ex  gr)  sit  a  et  b** ,  et  sit  mul¬ 
tiplicator  — et  multiplicandus  ;  erit  ista  ima- 
go  >J<  hh  —  9  nempe  factum  hh .0.1-1  b  (per  dicta)  4* 

ierit  ;  at  — ~a  b  quoque  est ,  iiam  ab  tanquam  fa¬ 
ctum  ex  et  ^  est  >— i ,  itaque  —  ab  est  Pariter 
si  a  et  b—*  sit ;  ~[a .  ^b  est  <fa6  ,  nam  tunc  fa¬ 
ctum  e  )Jtet*-<est  w,  et  j* ab  quoque  tantum  deno¬ 
tat  a,c  ab.  De  pluribus  terminis  infra* 

Quoad  divisionem  quoque  eadem  quaestio  oritur. 
Dividendus  sit  j*£  vel — b  ,  divisor  fa .  vel  — a  t  tam 
fb  quam — b  duos  casus  liabet,  prouti  divisor  fa 
vel — a  est;  qui  singuli  facile  percurruntur;  (ex  gr)  si 

ssr-c  ,  adeoque  ac  ^  h ;  tum  non  pote  t  esse 

E  2 
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— * c  ;  quia  tum  a.  —  c  esset  =  f  £  ;  •—  cf.  c  vero 
=  —6. 

Ita  percurrendo  casus,  generaliter  patet  (sensu 
dicto)  ,  signa  aequalia  (lare  tam  in  multiplicatio¬ 
ne  quam  in  divisione  mo?iomiorum  f ,  inaequalia 
vero  — (de  complexis  infra). 

§  32).  Hic  ultro  sequitur,  etiam  praeter  signa 
in  casus  multiplicationis  divisionisque  speciales  in¬ 
quirere,  eosque  ob  oculos  sistere. 


I.  Si  multiplicator  integer  sit,  schema  sequens  est; 
sit  (ex  gr) 
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Ubi  patet  toties  contineri  multiplicandum  in  fa¬ 
cto  quam  unitas  in  multiplicatore  (  §  17  )  ;  ita 
si  b  dividendus  sit,  et  B  integer  sit  divisor,  quo¬ 
tum  toties  contineri  in  dividendo ,  quoties  unitas 
in  divisore  continetur,*  adeoque  nomina  multipli¬ 
cationis  et  divisionis,  prius  ex  hoc  casu  depromta, 
ad  hos  etiam  valere ;  alioquin  7ion  juxta  vocum 
sed  defmitionis  sensum  intelligenda . 

II.  Si  multiplicator  aut  divisor  B  fractio  vera  sit; 

.  .  u  u  u  _  u  u  v  v  v 

sit  A  —  - - *•_  B=  - 


vel  A  ~ 


u  u  u 


u  u  v  v  v  V  v 

a~  *  *  O”  *  * 


idest  3  u  2  u  3v  2V 

Patet  factum  esse  ^  multiplicando  ,  et  si  B  sit 
divisor  ,  quotum  esse  dividendo  maiorem  ;  nempe 
ci  divisor  loco  2 do  fractio  vera  sit  (ex  gr)  cl(^)tum^ 
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et  quaeratur  tale,  cuius  b  sit  2(3)£«m,erit  a  quotus;  ita 
si  quaeratur  pecunia  cuius  sit  ducatus  2(3)tum!  Ali¬ 
ud  est  si  quaeratur  (ex  gr)  linea  6  lineae  a  quale 
mensum  sit ;  quod  item  divisionis  obiectum  est  ; 
nempe  b  dividendus,  a  divisor  (3 tium  Iorum  tenens) 
B  quotus  est.  Si  a  sit  divisor,  patet  in  I.  in  exem¬ 
plo  primo  quidvis  quod  2  ,  in  altero  quidvis  quod 
3,  in  II  quidvis  quod  2(3 )tum  quoad  suam  unita¬ 
tem  (cuiusvis  speciei  sit  ea),  quotum  esse;  omnes 
hos  quotos  tamen  eatenus  aequales  esse  (vide  in¬ 
fra).  Notandum  vero  nomen  quoti ,  vel  'quoti  entis 
inde  venire  ;  quod  in  casu  ubi  divisor  loco  3 tio 
stat  ,  ad  illam  quaestionem  respondet,  quale  men- 
sum(quasi  quotum)  sit  b  ipsius  «(nempe  hic  2(3 )tum); 
si  Vero  quaestio  est,  quid  sit,  cuius  si  quaeratur 
quotum  sit  b ,  respondeatur,  2(3)tum  ;  tum  divisor 
2 dum  locum  tenet.  Pro  2(3 )to  erat  antea  3 (l)t//?«; 
et  b  ibi  in  tres  partes  (quarum  qaevis  =«  est)  par¬ 
titur  ,  atque  b  est  quoad  a  numerus  nominis  3. 

III.  Sit  multiplicator  ©,  multiplicandus  non  o; 
tum  sit  multiplicandus  o  ,  multiplicator  non  o ;  de¬ 
mum  sit  factor  uterque  o:  erunt  schemata  sequ  : 

u  v 

A=  i - 9  B  =  o  •  a—  *  ^  b~  o 

id  est  lU  ©B  lv  ©v, 

u  u  ~  u  u  u  ,  , 

A=  — — — — ,  B—  — .  -  •  u  =  ©  ,  b  =  © 

id  est  2 u  3 u  2v  (pro  v  ==  o),  3v 

U  v 

A  — — ,  B  —  o  ;  a~  ©  ,  b  =  > 

id  est  lU  ©U  lv  ©v 

Ubi  patet  factum  esse  ©  ?  si  factorum  aliquis  © 
sit  ;  et  si  dividendus  ©  sit,  et  divisor  non  ©, quo¬ 
tum  ©  esse  ;  si  vero  divisor  ©  sit ,  quotum  esse 

quantitatem  quamlibet  ,  adeoque  ~o  habere  vale¬ 
res  innumerabiles;  nec  factum  non  €  esse  unquam. 
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si  imus  factorum  o  sit ;  adeoque  -1  esse  quantitas 
tem  impossibilem  ;  ubi  valor  ipsius  -i-  quaeritur 

in  expressione  E  per  e  divisa  ,  quaeritur  valor  cui 

,  'F' 

fit  ='  vel  ad  quem  limitem,  tendit  expressio - >  dum 

6 

tam  E  quam  e  — — n  ©. 

*  Interim  tamen  communiter  accipi  solet  q  pro 
valore  ipsius  ®  r  (vide  infra; ,  si  ©  \  f 

dum  x  — N  r ;  si  alioquin  valor  ipsius  ©r  non 

detur:  imo  q  insignitur  nomine  quoad  r  eodem 
quo  @  x  quoad  x  gaudet.  Ita  fas  est  si  z 
1 

adeoque  *-p  - - n  00  (§  21)  ,  dicere,  quod 

OO  ;  ita  /’s,w^v  o ,  si  n  ,A  00  ■>  et  potest 

. ■ 

dici  hoc  sensu  qq~  —  o •  Ita  log  o  esset  quanti¬ 
tas  impossibilis  (vide  infra);  sed  hoc  sensu  fiet — oo  ; 

jieinpe  e—n  —  ~~  quod  y< — -x  o,  si  e>  l;(his  tamen 

mathesis  carere  etiam  facile  posset;  quamvis  hae 
loquendi  formulae  nullum  errorem  inducant). 

IV.  Si  multiplicator  aut  multiplicandus  unitas 
sit,  sunt  schemata  sequ: 

sit  A  —  *  —  1,  B  ~  *.  =  l ;  a  =  3  h  =•  — • 

ad  est  I2# 


u  u  u 


-  t»"-5-  U  U  U  U  U  - 

■I5  »  ~ o-r 


w  n  __  r 


Id  est  3^  3(2?^:  w)  %v  j 

_  Ubi  patet  si  factor  unus  unitas  sit ,  factum  esse 
factori  alteri ,  et  si  unitas  sit  divisor  1  quotum 
esse  =  dividendo  ,  si  vero  divisor  =  dividendo,  quo¬ 
tum  esse  unitatem  cuiusvis  speciei :  nempe  1 

et  be  1  =  b  ,  et~~  m  b  ,  et  y-  m:l. 


A  ^  j 

%  33).  Sed  intuendo  schemata  haec ,  et  refle* 
ctendo  variae  adhuc  oriuntur  quaestiones  :  lo  num 

semper  detur  factum  ?  et  in  genere  terminus  4 tus 
in  proportione  ?  el  an  semper  idem  prodeat  ?  (etsi 
permutentur  factores ,  aut  aliter  utcunque).  Si  uni¬ 
tas  sit  una  lieXapeda  ,  et  multiplicator  sit  4  pedes; 
atque  multiplicandus  2  puncta  temporis  (ex  gr), 
factum  nullum  (imago  impossibilis)  est  ;  ita  si  di¬ 
videndus  sit  2  puncta,  et  divisor  sit  integer  3;  (pro 
quavis  unitate  generaliter)  quotus  non  datur ,  et 
nonnisi  pro  illo  casu  datur,  si  unitas  ipsius  3  sit 
n  puncta  ,  et  divisor  loco  3 tio  stet :  nempe  tunc 
schema  sequens  est: 

Aliq  1  —  3 nu^  quot  =2*/;div  3—  3 n  punct,divd=  2  pune 

libi  patet  multiplicandum  =  3 n  punctis  per  2 u 
multipli' catum  dare  pro  facto  2  puncta  ;  neque  pos¬ 
se  divisorem  3  loco  2 do  stare  ;  quia  tunc  esset  in 
2  locis  prioribus  X  et  3  ,  et  duo  puncta  deberent 
ad  minimum  per  3  partiri,  ut  sit  3^. 

Alioquin  praeter  excepta,  etsi  incommensurabi¬ 
lia  adfuerint*  dari  factum,  quotum,  et  4 tum  in  pro¬ 
portione  ,  et  unicum  prodire  utcunque  sumantur  u , 
et  v  ,  et  resultata  operationum  additionis  ,  subtra¬ 
ctionis  ,  multiplicationis,  divisionis  (praeter  exce¬ 
pta)  unica  esse  demonstrabitur  ,  ut  (Ax  Y)  api  i  ca¬ 
ri  queat. 

§  34).  De  uno  tantum  casti  hic  sermo  sit  ;  si  fa¬ 
ctores  permutentur.  Patet  ex  schematibus ,  in  qui¬ 
bus  non  est  o  ,  factum  esse  cum  multiplicando  ho- 
mogeneum,  atque  prodire  idem,  si  n(m)tum  sit 
multiplicator,  (cuiuscunque  Unitatis  n(m)tum  sit); 
at  si  multiplicandus  linea  sit,  multiplicator  tem¬ 
pus,  et  permutentur,  factum  tempus  quidem  erit* 
sed  quoad  suam  unitatem  expressum  erit  aequale 
facto  priori;  quod  ad  divisionem  quoque  applica¬ 
tur. 

Sint  prius  factores  integri  homogenei  l(ex  gr)  2 
et  3  ,  et  sit  1  =  *  ;  patet  ex  I  multiplicatorem  2 
dare  %  %  %  in  quo  stellula  quaevis  superior  poni- 
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tur  deorsum  2 ies^  adeoque  %  toties  ponitur,  quot 
stellulae  supra  sunt ,  adeoque  idem  factum  esse 
factum  etiam  pro  multiplicatore  3.  Itaque  in  hoc 
casq.  factores  permutati  etiam  factum  idem  prae¬ 
bent;  (de  pluribus  factoribus  infra). 

Sint  factores  heterogenei ,  etsi  non  sint  integri : 
(ex  gr)  Celeritas  est  quantitas  respectiva  cuius  in¬ 
dex  est  spatium  sub  tempore  t  percursum  ;  mens 
simplicitati  studens  pro  t  unitatem  temporis  ponit. 
Sit  haec  =2//,  et  describatur  sub  quovis  u  spati¬ 
um  V ,  describetur  2v  sub  2 u  ,  et  erit  haec  celeri¬ 
tas  mobilis  illius;  dicatur  haec  C ,  et  s  f  ^mpus 
T=3 u;  patet  ex  imagine  sequente,  esse  o  spati¬ 
um  sub 

* 


1=2//,  T=3u ;  €==— —  ,  S=JLJ1JL; 

T  percursum  ,  atque  esse  S=T.  C,  et  esse  C  == 

fji .  Interim  si  pro  t  non  linitas  temporis  sed 

(ex  gr)  4w  poneretur  ,  C  esset  4v  essetque  T.  C  =- 
6v,  (pro  unitate  priori  2 u),  et  non  spatium  sub  T 

S 

celeritate  illa  percursum  prodiret.  At  etiam-^r 
==  T,  et  etiam  T  multiplicatum  per  C  est~  S  ,  sed 
eo  tantum  sensu  ,  quod  est  quantitas  ita  quo¬ 
ad  suam  Unitatem  expressa ,  uti  T  quoad  suam  est; 
ita  T  multiplicatum  per  C  quidem  dat  tempus,  sed 
tale,  quod  quoad  unitatem  suam  expressum  est 
eatenus  aequale  ipsi  S  quoad  suam  unitatem  ex¬ 
presso.  Nam  sit  .(ex  gr)  5v  unitas  spatii,  ct  2 u 
temporis  unitas  ,  T=:3 u  sit  multiplicandus  ,  et  C  = 
2v  ;  dividatur  u  per  5  (juxta  5^),  et  fiat  sche¬ 


ma  sequens. 


VVVVV  V  vv 

1=  5v,  €=  2/qT=2  3//—*  #  *  #  —  5ies  %  x—  *  * 

***■*■*■  *  *  -*■ 

***■#*  *  *  *■ 

ubi  patet  x  esse  tempus  3(5 ^tum  unitatis  tempo¬ 
ris  ipsius  2 w  =  *  £  £  £  *  ,  nam  v  toties  ponitur  in 
.r ,  quoties  v  in  C ,  hoc  vero  toties, quoties  n  in  2?/, 
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adeoque  tot  stellulae  sunt  in  x  in  linea  superiori 
quot  sunt  deorsum  in  2«,  ponuntur  autem  superi¬ 
ores  stellulae  in  x  toties,  quoties  u  in  T  ,  nempe 
3  i  es  5  in  "lu  autetn  ponuntur  item  2  stellulae  deor¬ 
sum  positae  toties  ,  quoties  v  in  l  continetur,  nem¬ 
pe  £ies.  Sed  factum  erat  antea  S~3c?  quod  uni¬ 
tatis— 5^  item  3(5)tum  est. 

Notandum  vero  est ,  celeritatem  esse  quantitatem 
respectivam ,  cuius  index  spatium  est,  adeoque  li¬ 
cet  quodvis  spatium  poni  arbitrarie  possit  pro  uni¬ 
tate  sive  spatii  sive  celeritatis,  si  pro  uno  posita 
sit  ,  iam  alteri  aliam  dare  nefas  est.  Sit  (ex.gr,) 
celeritatum  Unitas  illa  celeritas  qua  sub  unitate 
temporis  (nempe  2 u)  percurratur  (ex.gr.)  ,  tum 
spatii  quoque  unitatem  5?;  esse  oportet ;  et  si  spa¬ 
tii  unitas  5v  sit  ,  celeritatum  unitatem  illam  esse 
opcfrtet ,  qua  sub  unitate  temporis  percurritur  5v. 
Ita  prodit  spatium  e  celeritate  multiplicata  per 
tempus,  uti  prius;  imo  et  schemate  (pro  T— 1). 

1—2 uy  T=2  u\  Cr=-5e=:l  ,  Szn 

prodire’ spatii  unitatem,  si  celeritatis  unitas  per  tem¬ 
poris  unitatem  multiplicetur ,  et  spatii  unitatem 
per  temporis  unitatem  divisam  dare  unitatem  cele¬ 
ritatis  patet* 

Talis  est  conceptus  densitatis ;  et  ibi  quoque 
densitatis  (quae  pariter  respectiva  quantitas  est, 
cuius  index  massa  est ,  sub  unitate  voluminis)  ,  et 
massae  eadem  unitas  est. 

P1  lires  quoque  eius  modi  conceptus  dantur  ;  qui 
sub  hoc  generali  comprehenduntur  :  si  A  et  B  cer¬ 
to  respectu  eodem  quoad  unitatem  U  omnium  cum 
aliquo  eodem  hombgeneorum  ,  gaudeant  quanti ta-' 
tibus  a  et  b ;  et  qualitas  ista  ipsorum  A,  B  dicatur 
generaliter  q\  dum  de  q  ipsius  A  et  q  ipsius  B  ser¬ 
mo  tanquam  de  quantitatibus  est,  intelligantnr  a 
et  6, 

Schemata  multiplicationis  divisionisque"  Tyroni- 
hus  iuxta  varia  exempla  cum  lineis  ,  aliisque  ,  oh 
oculos  ponenda  sunt ;  ut  ipsi  lacium  quotum  que- 

F 


v 
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exhibeant  In  multiplicatione,  si  multiplicator  tt 
(«w)ium  sit,  multipticandum  per  m  partiendo  (§  16)> 
una  pars  accipitur  niea  (  §  32).  Ia  divisione  ve- 
ro  duo  sunt  schemata 


linitas 

divisor=^ 

quotus — x 

Divid=D 

3  u 

Zu 

3v 

2» 

unitas 

quotus— $ 

divisoirzdf 

Divid=D 

5U 

7U 

5Y 

7V 

In  prima  imagine,  t>  partiendo  per  2,  quotus 
c  3  ejusmodi  partibus  constat;  in  2da,  Unitate  par¬ 
tita  per  5 ,  quotus  e  7  eiusmodi  partibus  con¬ 
stat. 

Hactenus  factum  e  duobus  tantum  factoribus  fuit: 
facile  cogitare  est,  adhuc  unum  accedere,  ut  (ex.gr.) 
factum  ex  b  et  c,  per  a  multiplicetur,  et  factum  hoc 
per  ubc  exprimatur ;  Unde  ad  plures  quotvis  pro¬ 
gredi  via  est.  Sed  factores  aequales  (si  ex.gr.  qui¬ 
libet  occurrere  possunt  (ex.gr.)  z/ies ,  quod  sim- 
pt«cius  per  aa  denotatur;  et  ab  na  omnino  distin- 
gVendum  est. 

Porro  succurrit  facile  ponere  (aut  obviam  ve¬ 
nire  potest),  quidsi  factum  eiusmodi  quorum  qui- 
libet==.a  et  in  quo  factores  numero  n  essent,  di¬ 
lidendus  ,  et  aliud  in  quo  factores  a  numero  m 
essent ,  divisor  esset  ;  tum  facile  adhuc  aliud  fa¬ 
ctum  eiusmodi  cogitatur,  in  quo  factor  quilibet ~A, 
et  numerus  factorum  N  est,  divisum  per  item  e- 
insmodi  factum,  cuius  quilibet  factor=  A  ,  et  fa¬ 
ctores  numero  M  sunt.  Tum  ultro  sequitur  quotos 
bos  comparare  ;  et  si  aequalia  sint ,  tam  ipsi  A  quo¬ 
ad  a,  quam  ipsi  a  quoad  A  nomen  dare.  Unde  se¬ 
quens  conceptus  oritur  ;squoscunque  integros  deno* 
tenl/«,  met  N,  M ,  dummodo  non  sit  (pag  37). 

'"a  a“-“  - — 5  et  numerus  factorum,  quo- 

rum  quilibet=fl5  sit  superius  n  ,  inferius  m ,  et  nu¬ 
merus  factorum  quorum  quilibet=A,  sit  tsupra  N, 
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inferius  M,  atque  sit  =  vel  / — '  ?  ’  et  A 

sitznvel  A-— \  B  :  tum  dicitur  B  potentia  (dicatur 
elementaris,  mox  extendenda)  exponentis  q  ipsius 
et  denotatur  per  B=  «9;  ipsum  a  vero  dicitur 
exponentis  vel  gradus  q  ipsius  p  ,  denotaturque  per 

•  q 

a—  \/B,  Reperire  «exB  et  q ,  dicitur  radicem  gra* 
dus  q  extrahere ,  reperire  B  ex  a  et  q ,  dicitur  ele-x 
rare  a  ad  q.  Unde  ultro  quaestio  se  offert ;  etiam 
ex  B  et  a  reperire  q :  adeoque  quaeritur  lo  num 
detur  pro  datis  P  et  a  tale  ut  dP=z P  sit  ?  Unde 
Via  aperitur,  pro  omnibus  cum  P  homogeneis  idem 
a  retinere' quaestione  eadem:  atque  liic  oritur  loga- 
rithmus  elementaris ;  nimirum  p  dicitur  log.  elem  P* 
quoad  basim  q  ?  quomodo  vero  ad  nomenclationem 

n — m 

ipsius  g  perveniri  potuerit,  exemplum  sequens 

jjionet :  sit  patet  «ad  sinistram  4 — 2 

factores  manere,  et  ad  dextram  3 — -2,  et  esse  a2~\~ 
4--2 

^3— 2.  Q,l0jn0(i0  autem  conceptus  iste  ia  analysi 
extendatur  paulo  inferius  exponetur. 

§.  35.  Sft  fas  heie  hucusque  promissorum  qui¬ 
busdam  complendis ,  filum  paulisper  interrumpe¬ 
re  ,  postea  item  continuandum . 

I.  De  summis  aequalibus  ad  aequalitatem  addi¬ 
torum  concludere  minime  Jicet  ;  cum  resultata  sub 
conditione  certa  accepta,  e  datis  inaequalibus  ae¬ 
qualia  esse  queant  :  proventus  expensaeque  aequa¬ 
les  ,  etsi  utrumque  millionesies  augeatur,  certo  re¬ 
spectu  zerum  producunt,  quamvis  status  mirum 
in  modum  differant;  nulla  cupido  nec  ulla  explen¬ 
di  facultas  , atque  00  ta  voluntas  cum  facultateod  u, 
discrimine  00  to  conveniunt  in  eo  ,  quod  neutri  de¬ 
sit  quidquam.  Ita  valde  diversi  factores  factum 
(saltem  respectu  certo)  aequale  producunt:  ve  luti 
Cum  mensa  et  vita  comparatum  est ,  ut  non  dapes 

F  % 
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aut  panis  siligineus  ,  sed  appetitus  ad  id  quod  cui¬ 
que  est ,  dulcem  elaborent  saporem. 

IL  Si  ex  aequalibus  demantur  aequalia ,  residua 
possunt  esse,  prouti  hinc  vel  illinc  fiat  demtio  , 
valde  inaequalia  ,  si  ita  uti  remanent  consideren¬ 
tur;  omnibus  vero  ad  formam  temporis  reductis 
(§  8.)  absolute  aequalia  esse  demonstrabitur, 
te  Omnia  ad  formam  temporis  rectaeque  reduci  di¬ 
ctum  est  (ibidem);  potest  etiam  circulus  adjici,  ad 
quem  etiam  plura  quantitatum  genera  commode 
redicuntur ;  interim  et  circulus  ipse  ad  rectam  re¬ 
duci  potest.  Quamobrem  ut  simul  plura  sint,  quae 
oculis  subjecta  fjdelibus  ,  conceptum  faciliorem  cla- 
rioremque  reddant,  quum  ita  cum  mentis  natura 
comparatum  sit,  ut  ab  iis  quae  cernuntur  ad  abstra¬ 
cta  ascendatur  ;  ad  finem  generalis  conspectus  Geo¬ 
metriae  ,  recta  plamimque  generabuntur,  ut  haec 
quoque  in  postmodum  specialius  tractanda  Arith¬ 
metica  praesto  sint. 

Quantitatem  autem  ad  formam  temporis  redu¬ 
ctam  liceat  brevius  reductam  dicere. 

*  At  quaestio  fit :  num  quantitas  quaevis  uni¬ 
ca  reducta  gaudeat  ?  Arithmetica  de  f initis  tractat 
(§.18.),  nempe  de  talibus,  quorum  quo d vis  T  ta¬ 
le  est  ,  ut  si  qua  portio  u  eius  detur,  sit  tale  no¬ 
men  numeri  cum  ny  ut  nu  sit  semper  T,  nec  un¬ 
quam  sit  w?/~vel<^T  ;  qualia  esse  tempus  rectam- 
que  inter  quaevis  2  punct  a  demonstrabitur;  eatenus- 
que  etiam  reductam  quantitatem,  finitam  esse,  si 
et  quantitatis  iam  reductae  partes  exinde  omnes 
eiusmodi  accipiantur  :  multum  nempe  inde  pendet, 
qualesnam  et  quomodo  accipiantur  partes  ;  (ex.gr. 
f  ig,l)  Si  t?, angulos  ,  u  fasciam  inter  paralellas 
denotet  ;  T  quoad  qualem  vis  angulum  v  quantitas 
respecUve  finita  est,  ipsis  v  ad  verticem  priinum 
juxta  se  invicem  positis;  at  cum  quoad  u  haud  de¬ 
tur  tale  n  ,  ut  n  u  T  sit  ,  T  absolute  finita  quan¬ 
titas  non  est.  (§.  ig). 

Num  portio  quaevis  spatii  et  superficies  quaevis 
undique  clausa  quantilas  sensu  dicto  finita  sit  ?  vi¬ 
de  inferi  ir 
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IV.  Per  P  constat  (§6.2)  ex  A,B  -  -  -  F  ,  infel- 
ligitur  A,B —  F  esse  tales  portiones  ipsius  P,  qua¬ 
rum  nulla  cum  ulla  alia  earundem  portionem  com¬ 
munem  habet,  et  praeter  quas  necquidqiiam  ex  P 
est.  Per  Q  continetur  a  P  vero  intelligitur  aut 
ipsum  P  aut  portionem  aliquam  ipsius  P  esse;r  Q. 
Si  T  constet  ex  «,  et  idem  T  habeat  eius- 

modi  portiones  a',  ut  az^a!,  bzzb'  & 

tum  si  T  finitum  sit,  demonstrari  potest,  nulla  id 
praeter  a\  b1"-  -  -  portione  gaudere;  at  generali¬ 
ter  verum  non  est,  uti  (Fig  2)  ostendit. 

Sed  quaeritur  (§.13)  si  T  finitum  sit,  et  constet 
ex  aliis  partibus  a,  j$---  etiam;  num  quocunque 
ordine  additae  partes  quaevis  e  quibus  constat  , 
summam  eandem  dent?  Generaliter  addita  etsi 
adfuerint  >^<  et  **  quoque ,  summam  quocunque  or¬ 
dine  posita  eandem  edmit. 

*  Exprimantur  quantitates  rectis,  et  generetur  sum- 
jma  juxta  (§.i0)  ;  atque  donec  aliud  monitum  fue¬ 
rit,  dum  recta  una  dicetur  alia  minor,  concipia¬ 
tur  illa  extremo  communi  in  hanc  cadente,  parte 
ex  hac  prominente  superari.  Considerentur  prius 
tantum  A  et  B  ,  quavis  determinationum  >-<  af¬ 
fecta;  et  tum  fiat  conclusio  ab  n  ad  n-^1  (pag  16.) 
Sit  (Fig.4.)  in  p  initium  primum,  et  extremum  ul¬ 
timum  sit  p\  sit  que  prius  A^bB ;  erit*  aut  utrum- 
que  aut  utrumque  h*,  aut  unum  ►£<  alterum  i-<; 
si  utrumque  ^  sit,  sive  A  ponatur  prius ,  sive  B, 
cum  congruant,  idem  est;  ita  quodvis  postponatur, 
idem  p'  prodit  ad  dextram;  idem  fiet  ad  sinistram, 
si  utrumque  ^  fuerit  ;  si  opposita  sint,  et  A  pona¬ 
tur  ex  p  ad  dextram  ,  atque  ah  eius  extremo  sini¬ 
strorsum  ponatur  B,  rectae  etiam  ita  congruunt  (vi¬ 
de  infra),  adeoque  p  et  p*  coincident ,  et  summa 
est  o  ;  atque  manifesto  idem  fit  prius  B  sinistror¬ 
sum  ,  et  ab  eius  extremo  dextrorsum  posito  A.  Si 
Vero  A  superet  ipsam  R  recta  k  (Fig,  5.) ,  et  po¬ 
natur  ex  p  prius  A  dextrorsum,  et  inde  B  sinistror¬ 
sum  ,  cadet  p'  a  p  ad  distantiam  et  idem  p’  pro¬ 
dibit  ,  prius  ex  p  ad  sinistram  posito  B?  atque  in. 
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de  dextrorsum  posito  A  (ex  B  et  h  constante).  Si 
A  ^  et  B  w  manente,  A  superetur  a  B  recta  h  ; 
erit  (Fig.6.)  summa  k  ad  sinistram  a  p  ,  manifesto 
in  utroque  casu.  Itaque  duae  rectae  qualigunque 
determinationum  ijb  «  affectae  fuerint ,  sive  eadem 
sive  diversa,  quovis  ordine  summam  eandem  prae¬ 
bent.  Si  vero  hoc  de  quantitatibus  numero  p  vale- 
at,  valet  etiam  de  n-fl.  Nam  valeat  de  A, B--- 
P,  et  accedat  E;  erit  E  aut ij*  aut  h ,  est  etiam  re¬ 
sultatum  priorum  aut  dB  aut  w;  adeoque  quivis  ca¬ 
suum  priorum  cum  quovis  posteriorum  combinan¬ 
dus  est.  Sit  prius  E,  et  resultatum  prius  quoque 
sit  >£  (poterit  quidem  hoc  esse  aut  o  aut  >►  aut  < 
E,  at  quilibet  casus  modo  sequente  evidens  fit).  Po- 
natur  primo  ^  E,  terminetur  in  P  ,  sit  pr  resulta¬ 
tum  priorum  ,  et  cogitetur  A,B  *  I)  ex  P  incipi¬ 
endo  plane  ita  poni,  Uti  antea  ex  p  incipiendo  po¬ 
nebatur,  manifesto  cadet  extremum  ipsius  P  in p'\ 
nempe  ad  distantiam  $  dextrorsum ;  adeoque  eo  , 
quo  caderet  extremum  ipsius  E  ,  si  E  ex  p'  (re¬ 
sultato  ipsorum  A,B--*  P)  poneretur  ,  cum  E  con¬ 
stet  ex  h  et  r,  Idem  ergo  resultatum  dant  E,  A, 
B'.**D  et  A,  B s?"  P,E  ?  dant  vero  etiam  E,  A, 
B  -  -  -  P  (excluso  D)  quolibet  ordine  resultatum 
idem  (per  hypf),  unde  positi  P  extremum  deter¬ 
minatur.  Itaque  omnes  imagines  in  quibus  D  ulti¬ 
mum  est,  summam  eandem  dant;  et  cum  ipsorum 
A,B  -  !•-  P  quodvis  ultimo  poni,  et  ut  prius,  E  An¬ 
teponi  postponique  possit  i  idem  et  dc  A,B---P,E 
vale  tf 

Si  vero  resultatum  priorum  fuerit  w  h  (Fig.S.) , 
et  prius  ponatur  E;  erit  A,B  ,^P  ex  F  ponen¬ 
do  extremum  ultimum  in  //',  nempe  item  sinistror¬ 
sum  ad  distantiam  h  a  P ,  adeoque  idem ,  quam  si 
e  p '  (extremo  priorum  ultimo)  poneretur  E,  (e^ 
r  et  h  constans). 

Sit  iam^E,  et  resultatum  k  (Fig;9),  patet 
et  hie  eodem  modo ,  extremo  priorum  ultimo 
et  hic  pf  et  extremo  ipsius  E  inde  politi  p"  dipto, 
Sive  primum  sive  ultimum  sit^E,  idem  prodire. 

Pariter  ostendent  (Fig.  10;  11, 12)  casum,  quodsi 
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pro  «  E  resultatum  priorum  quoque  «sit;  dummo¬ 
do  fi  gn  i  fi  cati  on  es  literarum  priores  retineantur,  et 
observetur  hunc  casum  tres  ;casus  habere;  nempe 
E  autr^aut  i>.  aut  <T  ^  est. 

Conseq.  quotcunque  fuerint  addenda  et  sive  me¬ 
re  >{<va  sive  mere  «  va,  sive  mixta  faerint ,  quocun¬ 
que  ordine,  etiamsi  prius  omnia  >i<vadein  omnia 
Hva  ponantur,  summam  eandem  prodire  manife¬ 
stum  est.  Unde  etiam  patet ,  resultatum  idem  esse, 
si  summa  ^voruin  ponatur  prius  ex  p,  e t  ex  extre¬ 
mo  ultimo  horum  (quod  dicatur  P')  ponatur  sini¬ 
strorsum  s  summa  « vorum  ;  nam  si  ex  P'  post  se 
invicem  ponantur,  aequale  prodit  ei,  quod  esset,  si 
ex  p  ponerentur  (Ax  V.) ,  posterius  vero  summam 
«rum  daret.  Patet  etiam  demum  summam  istam 
satisfacere,  etiamsi  illa  quorum  summa  's  est,  pro 
indice  demtionis  quoad  illa  quorum  summa  S  est, 
posita  fuerint. 

Quaeritur  tamen,  num  lin devis  fiaf  demtio,  at¬ 
que  in  genere  nuiii  additionis  (adeoque  subtractio¬ 
nis  quoque)  resultatum  unicum  sit,  id  est  ex  aev 
qualibus  semper  eidem  aequale  prodeat  l  At  prius 
de  aequalitate  quoad  portiones  (§.  6.)  uberius  agen¬ 
dum  est  ,  et  antea  de  limite  (§,2lJ  quaedam  dicen¬ 
da  sunt* 

VI.  Si  q  ita  crescat ,  ut  post  quodvis  incremen¬ 
tum  adveniat  novum ,  maneat  tamen  semper  <C  Q : 
tum  q  limite  gaudet ,  (2^g\13.) 

Nam  sit  q  tempus  (idem  ad  rectam  per  punctum 
descriptam,  imo  omnes  quantitates  reductas  applica¬ 
vi  potest);  sit  que  temporis^  P  incipiendo  crescentis 
in  GO  ,  nomen  generale  » ;  atque  fiat  in  quovis 
puncto  temporis  quaestio,  num  q  maius  illo  x 
quod  eousque  generatum  est ,  esse  queat  i  et  de¬ 
notet  (pag.16)  A  id  ,  qudd  q  >  illo  x  esse  queat : 
item  exinde  patet,  dari  ultimum  aliquod  punctum 
p,  intra  quod  et  P  semper  A  est,  et  post  quod  (ali¬ 
quamdiu.  saltem )  non  est  ,  atque  tunc  aut  ultimum 
A  aut  primum  non  A  esse.  Ultimum  A  ‘non  est 
quia  si  tunc  x  —  x  sit,  et  ad  quaestionem,  num 
q^>x'  esse  queat  i  responsio  ita  sit;  tum  aliquod 
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g>v'  erit,  et  certum  tale  q  erit  (certa  quantitate 
qO>v\  adeoque  p  ulterius  potuisset  debuissetque 
accipi;  nam  ultra  x'  quoque  ante  finem  temporis 
x' q'  responsio  sernper  ita  fuisset.  Est  igitur  in 
p  primum  non  A  \  adeoque  x’  est  primum  tale#, 
quo  quidvis  sit  minus,  eo  maius  fieri  q  potest  , 
sed  quo  (nempe  ipso  x' )  q  maius  fieri  nequit*  'At 
neque  qj^zx'  fieri  potest;  nam  dum  id  fieret,  cum 
q  quantumcunque  fiat,  novum  (per  liyp.)  incremen¬ 
tum  capere  debeat,  postea  q>x'  fieret  (contra 
plane  demonstratum).  Itaque  q  r — v  x'.  (§.  2l}.' 

Patet  hinc  etiam  quantitatem  ita  decrescentem 
ut  post  decrementum  quodvis  item  novum  adve¬ 
niat,  nunquam  tamen  fiat  o  ,  limitem  habere.  Nam 
accipiatur  (in  praec.)  q  pro  decremento  ipsius  Q,# 
remanet  Q-—  y,  id  est  ex  Q  fit  fi— q ;  quod  cre¬ 
scente  q  ,  sine  fine  minuitur  ,  et  pro  limite  habet 
id  quod  inter  p  et*  est ;  si  vero  *  nempe  extre¬ 
mum  ipsius  Q  plane  in  p  sumatur,  limes  o  fit; 
qui  in  neutro  casu  attingitur  ,  cum  q  nunquam  fiat 
quamvis  ipsi  p  dato  quovis  propius  termi¬ 
nari  queat. 

*  VII.  Tempus  quodvis  continuum  p  q  gaudet  % 
partibus  absolute  aequalibus .  FigAti* 

Nam  accipiatur  punctum  eius  aliquod '  0  ,  et  ali¬ 
ud  b  inter  o  et  q ;  erit  aut  parir&q,  aut  alterutrum 
Sparti  alterius;  si  non  prius  sit,  cogitetur  ex  p 
positum  illirirquod  altero  est,  teriqinetur  in  o  ; 
et  in  quovis  puncto  a  p  usque  in  q  quaeratur;  est- 
ne  tempus  a  p  usque  ad  illud,  tale,  ut  si  ei  ^ad¬ 
jungatur,  ante  q  terminetur  ,  vel  non?  Dicatur, pri¬ 
us  (pag.16)  A;  patet  pa  (veluti  partem  quamvis 
eius)  tale,  pq  vero  tale  non  esse;  adeoque  dari 
in  aliquo  puncto  C  aut  ultimum  A  aut  primum 
non  A.  Ultimum  esse  nequit  ;  quia  si  ipsi  pe  ris 
adjungatur,  terminetur  in  6,  (cum  eatenus  ante 
q  terminari  debeat);  cogitetur  punctum  b  inter  6 
et  q,  et  e  inter  b  et  q ;  erit  aut  bbr^bc  ,  aut  alter¬ 
utrum  parti  alterius;  vocetur  z  illud  quod  <  est, 
alterum  t*  ;  mauifestu  est  pc+s  <  pc  -H; ,  et  p-ba 

■*  h 
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d-pc+s<!pq;  adeoque  z  adjuncto  ipsi  pc ,  pun¬ 
ctum  quaestioni  respondens  ulterius  accipiendum, 
jn  c  non  esset.  Est  igitur  in  c  primum,  non  A  ; 
adeoque  aut  aut  pc~fpc>pq;  posteri¬ 

us  esse  nequit;  nam  terminetur  pc-fpc  in  t  ;  cogi¬ 
tetur  punctum  aliquod  s  inter  q  et  r  ,  et  qy,  sv  di¬ 
cantur  x  ,  x';  erit  aut  x~x’ ,  aut  alterutrum  altero 
majus;  sit  x^ix'+ki  erit  pc+pc^pq+^+^d-^^ 
pq+£+#'+#'  (  V  );  atque  pc+pc — x' — x'  pc — x ' 
-fpc — #'=pq-f£;  itaque  iam  ante  c  fuisset  non  A; 
idem  patet,  si  q^^r.  Manet  igitur  pc-fpc=pq 

*  VIII.  Si  temporis  Q  accipiatur  dimidium ,  et 
cujusvis  dimidii  item  dimidium  accipiatur ,  ac  no 
7ii en  eorum  generale  sit  z  ;  tum  z  / — \  o. 

Nam  crescente  q  (in  VI  Fig.  13}  a  B  usque  ad 
*  ,  fiet  ultimo  Q — q~o.  Quaeratur  a  P  incipiendo 
in  cujusvis  q  puncto  extremo  (imo  ultra*  quoque 
ubi  quodvis  punctum  tale  est ,  ante  quod  da¬ 
tur  tale  Q — q  in  *,  quo  (cum  idrz  o  sit)^<;fieri  ne¬ 
quit),  num  *  quovis  Q — q  quod  antea  fuit ,  fieri 
possit  ?  erit  ultimum  aliquod  punctum  /?,  in  quo 
responsio  ita  erit  (p.  16).  Si  p  ante  *  esset  ,  tum 
eo  quod  inter  p  et  *  est,  a  dicto ,  aliquod  z  est<^ 

a  +  (w  •<(  a);  quia  hoc  Q— q  ante  a  fuit;  huius  vero 


dimidium  est  ,  quod  <  a  esse  patet; 

itaque  punctum  p  uherius  versus  *  accipiendum  fu¬ 
isset.  Fit  itaque  & quovis  quod  a  p  ipsi  *  quan¬ 
tumvis  propissimo  usque  ad*  est,  o  vero  fit  nun¬ 
quam.  Conseq.  z  >  o. 

*  IX.  Sit  u  tempus  quoddam  continuum  inter  2 
puncta  ,  et  multiplicetur  u  per  factum  e  factori¬ 
bus  numero  n*  quorum  quivis==2 ;  erit  factum  nu¬ 
merus  quoad  u. 

Respondeat  enim  cuivis  u  numeri  n  u ,  aliquis  e 
factoribus  dictis  ipsi  2  aequalibus ,  et  cuivis  re¬ 
spondeat  alius;  atque  ab  aliquo  puncto  temporis  p 
ponatur  cogitatione  in  futurum,  2 u  sub  primo  u 

ipsius  tum  sub  2do  u  ipsius  n  u  adjungatur  item 

' 

G 
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2?/,  et  sub  quovis  novo  u  ipsius  n  u  ab  extremo  novis¬ 
sime  positi  ponatur  cogitatione  in  futtirum  aequale 
ei  quod  a  p  eousque  positum  est  (per  Axi);  ulti¬ 
mum  u  ipsius  nu  adveniet  (Ax  II),  et  tum  2.  2--  - 
%u  positum  erit.  Est  autem  quivis  numerus  quoad 
u  bis  positus  ,  numerus  quoad  u\  adeoque  2.  2  -  -  - 
2 u  quoque  (pag.  16.  F). 

*  -X»  Temporis  continui  Q  quod  inter  2  puncta 
est,  quaevis  portio  k  certo  numero  accepta  su¬ 
perat  ipsum  Q. 

Nam  quaeratur  (in  VIII. )  In  quovis  puncto  a  P 
incipiendo  usque  ad  *  ,  (imo  ultra  quoque);  nura  * 
certo  dimidiationum  n  mn  e  r  o  '<^  q  U  o  v  i  s  Q- — q  quod 
antea  fuit  ,  fieri  potest  i  et  hic  datur  ratiocinio  iani 
saepius  repetito  (pag.  16)  punctum  aliquod  p,  in 
quo  ultimo  ita  respondetur ;  quum  prius  omnino 
ita  sit,  aliquando  vero,  si  nempe  ultrae  eatur  , 
detur  tale  Q— q  quod  antea  fuit,  nempe  dum  Q — q 
=o ,  quo  %  nunquam  <  fieri  potest.  Patet  vero 
(ut  In  VIII),  p  nullibi  ante  #  fieri  posse.  Itaque 
s,  dato  quovis  k  minus  fieri  certo  dimidiationum 

numero  potest,  it  conseq.  ^  ,  seu  cum 

2*  2  -  -  -  2  (per  praec)  numerus  sit  (ex  gr  n)  ,  "est 

,  adeoque  Q'<C?r£a  -  * 

Xl.  Tempus  continuum  T  per  quemvis  inte¬ 
grum  n  dividi  potest . 

Nam  pro  quovis  /Fdari  tale  2.2- --2,  ut  2.2--- 

2  u^>  n  a,  facile  patet,  si  cuivis  u  ipsius  ^  w  ali¬ 
quis  (et  cuivis  alius)  factor  2  respondeat  ;  semper 
enim  accedente  novo  factore  2,  ipso  u  quod  in  n  u 
ponitur ,  majus  accedit  ,  et  quidem  majori ,  nam 
pritno  u  ipsius  nu  respondet  2  w. 

Pro  n izi  1  aut  ritzz 2 ,  aut  n==2.  2  -  -  -  2,  dictum 
ia.l  est  ;  quaestio  de  aliis  est.  Dividatur  T  per 
2.^2  — -2  i>n  ,  sitque  quotus  a ,  et  dicatur  d  dimi¬ 
dium ipsius  T  ;  erit  T  (cum  n  ad  minimum 

3  sit),  et  na  T ,  Uam  a  si  nies  accipiatur  ex  T, 
adhuc  supererunt  tot  a  ,  quo  numero  superat 
%/2  -  -  -  2  ipsum  n.  Quaeratur  ad  initio  ipsius  a  por- 
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3:0  usque  ad  finem  ipsius  nd  eundo,  in  quovis  pun¬ 
cto  p  ;  num  (si  iilud  tempus  quod  ab  initio  ipsius 
a  usque  ad  p  est  ,  nomine  generali  x  dicatur);  sit 
nx  <T  ?  erit  (pag  16)  aliquod  punctum  P  in  qm> 
aut  ultimo  erit  nx  <  T  ,  aut  primo  erit  nx  non 
T.  Prius  esse  nequit  ;  nam  sit  tom  x^zl  si  n  x'</ 
T  esset ,  tum  sit  nxIJrltz~z  T;  dicatur  U  quotus  ex 
b  per  2.  2 -  -  -  2 h  diviso,  erit  (2.  2  -  -  -  2  b'~(j) 
nb'  (ut  supra) ;  adeoque  nx'-$rnb'  manifesto  est 
{7ix'\-b  quod  erat— T),  itaque  etiam  n{x,Jtb!)  est 

T,  adeoque  daretur  aliquod  x\  quod  ^ies  ac¬ 
ceptum  <T ,  et  in  P  noii  esset  ultimo  nx  <C  T. 
Est  igitur  in  P  prima  vice  nx  non  <*  T ;  itaque 
tum  nx'  aut=~T,  aut  nx' T  est  ;  posterius  esse 
nequit  ;  nam  sit  nx'—-l^i  T,  et  denotet  6’  id  quod 
antea  s  erit  nb'  item  <J  b,  adeoque  nx'~b  nx1 
— nb'\  id  est  T  <Cn  (V — (/)  (uti  statim  patebit);  et 
ia  P  non  esset  primum  tale  ut  nx  sit,  nam 
antea  iam:  x'~ ^b1  tale. fur.  Consequenter  ?ix'==f  est. 
Enimvero  Jieic  quantitatum  comparatio  quoad  ae¬ 
qualitatem  ,  vel  maioritatem  minoritatemve  ita  'ia 
proxime  dictis  intellecta  est,  juti  (pag 45  *  )  dictum 
est  nempe  etsi  de  tempore  sermo  sit  ,  et  (ex  gr) 
a,  p  ,  y  sint  tempora  continua,  atque  a— g  (pro  a, 
g,  y  atque  g<<t)  cum  y  comparetur;  ponatur 
cogitatione  e  certo  temporis  puncto  p,  tempus  a  in 
futurum  ,  et  ab  extremo  huius  dematur  e  praete¬ 
rito  tempus  -g ,  sit  extremum  huius  'p’  5  cogite- 
turque  ex  p  item  in  futurum  ,  tempus^y ;  atque  per 
id  quod  alterutrum  ex  gr.  y  )>  a— p  est  quantitate 
q ,  intelligatur  in  dictis,  usque  ad  extremum  tem¬ 
poris  ‘rr:  y  ex  p  positi,  post  p'  tempus  q  esse.  Mox 
>  et  -<  et  !"ir  generali  tat  e  superiori,  accipientur.  Om¬ 
nia  dscta  vero  ad  redam  applicari  patet. 

Quod  vero  si  n  numerus  integer  sit,  it  ofvg 
sint,  (tempora  aut  rectae),  «(arH-g)  In¬ 

cile  patet.  Nam  dum  (a-f  g)  accipitur  me s“,  po.tih.ur 
tam  <r  quam  g  numero  eodem  n  ,  necqimfquam  po¬ 
nitur  aliud.  Ita  si  accedat  3iiuin  y  5  26 4* /3  dicatur  !!, 

Q  * 


H 
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ct  inde  via  de  n  ad  n+1  progredi  us<mequo"liI)u* 
erit  licet. 

Pariter  ?±l  =  j-  +  Naln  sit  =  «  ,  et 

P  __ 

n  —  v ;  patet  u  m  <r,  et  t?  in  j3,  adeoque  u  et  v 
in  a  et  ]3  poni  n\ts.  Ita  (pro  est 


^  2L+  A  =  JL+  J_+  J '^«±l±l .  .. 

n  fi  n  n  n  n  >  e'  ita 

de  n  ad  n+  1  progredi  licet. 

Si  omnia  «va  fuerint  aeque  patet.  Si  vero  k~at 
— p  sit  per  n  multiplicandum,  aut  per  m  dividen¬ 
dum  ;  tum  e  quovis  a  erit  unum  p  demendum  a- 
deoque  si  nies  ponatur,  ex  nies  a  demetur  n  p  5  et 

totidem  k  nempe  numero  n  prodibunt»  Ita  si _ ! * 

m 

et  4“b>  Crit 

=  a — p  ,  nam  mu^z  a  ,  et  mv~p ;  itaque 


w  m  m  * 


Unde  (ut  prius)  ad  plura  quotvis  et  qualiavis 
progrediendo,  patet  idem  prodire ;  sive  summa  di- 
vidatur  per  m ,  sive  singula  divisa  addantur  ;  item 
sive  quotus  prior  per  n  multiplicetur  ,  sive  quoti 
singuli  multiplicati  per  /?,  addantur. 

*  XII.  Si  e  recta  ( vel  tempore)  possint  nu  ac- 
cipi  ita  ut  co  (==o  vel  n)  supersit :  ex  eodem 
(n+l)u  accipi  nequeunt .  Nam  partes  quaevis  ipsi¬ 
us  nu+co  quocunque  ordine  post  se  invicem  posi¬ 
tae  ex  p  incipiendo  in  eodem  puncto  terminantur, 
(\ )  ;  adeoque  etsi  u  ponatur  nies  post  se  invicem, 
et  ad  finem  eorum  adjungatur  co  ;  pariter  si  (wbl)ies 
quoque  adesset  u  ,  et  toties  post  se  invicem  ponc- 
rctuy  ’  ac«s*  9lI0C^  IU  supej  esset,  postponeretur; 
manifesto  autem  (?*-f  !)ium  «  ultra  &  terminatur. 
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*  XIII.  Quaevis  quantitas  A  ad  unicum  reduci 
qiotesti  ( talem  ut  in  (III.)  intelligcndo  ,  et  quae 
tam  ipsa  ,  quam  quaevis  portio  eius  reduci  potest^ 
aequalitate  terminata  ,  aut  interminata  per  limi* 
tem  (§6  et  8.)  -  *  -  h 

Nam  possit  (Fig  15)  tam  ad  3)*  quam  ad  ty  *  ' 
reduci  ;  tum  tys~nu  (pro  w<C  st)  est  >  A;  + 
vero  esset  •<  A;  adeoque  n  u  esset  >  A  et  <  A  (cori- 
tra  III).  ; 

♦XVI.  Si  AtB;  est  etiam  A=B,  id  est  A'^B' 


(§*S.) 

Nam  ponantur  partes  ntriusque  congruae  ex  P  in¬ 
cipiendo  post  se  invicem  ad  rectam  ;  si  terminata 
sit  aequalitas,  manifeste  simul  terminabuntur,  cum 
quaevis  (per  praec.)  unica  reducta  gaudeat  ;  si  in¬ 
terminata  fuerit  aequalitas,  tum  reducta  se m per 
crescendo,  manens  tamen  certo  dato  minus ,  gau¬ 
debit  limite,  et  quidem  utrique  communi.  Nam 
si  A'  in#  et  B'  in  *'  terminaretur  ;  manerent  oin? 
nes  partes  ex  A  depositae  intra  #  ,  ipsi  tamen  quam 
propissime  euntes;  partes  vero  ipsius  B  iis  con¬ 
gruae  semper  simul  ponerentur;  et  utriusque  dif¬ 
ferentia  a  suo  limite  quovis  dabili  u  minus  fieret; 

sit  —  [u  <  st) ;  differentia  partium  ex  B  posi¬ 

tarum  (cum  semper  intra*  terminentur  simul  cum 
partibus  congruis  ex  A  positis)  ab  eius  limite  sup¬ 
posito  ^3  semper  manebit  ;  adeoque  cum 

liaec  <C  u  fieri  debeat  ,  erit  etiam  st  <  ?/  ;  itaque 
cum  st  )>  u  erat ,  in  uno  casu  neque  unum  u  pos¬ 
set  ex  st  accipi  ,  in  altero  praeter  u  adhuc  super- 
esset.  Itaque  hoc  pacto  reducta  eodem  limite  gau¬ 
dent  ;  quodvis  autem  ad  unicum  tantum  reduci  po¬ 


test. 

Conversim  quoque  si  etiam  Nam 

ex  gr  circuli  A  reducendi  partibus  certis  in  rectan- 
gula  altitudinis  a  ordinatis,  haec  ex  | incipien¬ 
do  post  se  invicem  junguntur;  et  si  baseos  limes 
5)  *'sit,  pro  quovis  dato  co  licet  ipsi  V  tam  pro¬ 
pe  ire  ex  gr  in  § .  ut  rectangulum  ex  ot  et  s  *'  sit 
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^  w,  et  etiam  quod  ex  A  superest  ^  »  sit ;  si  pro 
B  propius  eundum  in  t  est ,  ut  quod  ex  eo  super* 
est  co  sit,  tum  ex  A  adhuc  supererit ;  respon¬ 
det  vero  cuivis  parti  a  ^3  usque  in  t  pars  aliqua  ipsi¬ 
us  A  et  aliqua  ipsius  B^et  cuivis  alii  alia.  (IV). 

Hinc  etiam  signorum  >  ,  ,  I  quaevis  duo  ex¬ 

clusa  ponunt  3tium  ,  et  quod  vis  excludit  reliqua 
duo.  Nam  si  A  non  ^  nec  <(  B  ,  tum  A'  neque  ulte¬ 
rius  neque  interius  terminatur  quam  B';  quia  si 
(ex  gr)  ulterius  terminaretur  ,  sit  a'  pars  ipsius  A' 
cum  B'  congrua  ,  erit  tum  »^B,  et  a  pars  ipsius 
A  erit,  quia  ei  quoque  ,  quod  iu  A'  praeter  a'  est 
respondet  aliquid  ex  A  praeter  a\  itaque  B<C  A 
esset  (pontra  hyp);  ita  nec  interius  terminatur;  con- 
seq  A'  et  B'  simul  terminantur  \  adeoque  A'£rB', 
et  inde  A  ZCB .  Si  A  non  \  nee.^B:  tum  A'  item  non 
terminatur  ulterius  quam  B';  neque  simul,  quia  tum 
AS3B  esset  ;  itaque  interius  terminari  dehet ;  adeo¬ 
que  A'  est  pars  ipsius  B%  et  id  ex  B  quod  huie 
parti  respondet,  estICA ,  reliquo  ipsius  B'  vero 
respondet  aliquid  ex  B  ,  et  eo  superat  B  ipsum 
A.  Ita  patet  5  esse  A>B,  si  A  non  ^  nec3lB.  Si 
vero  A  2TB  ,  tuih  A  non  )>  tiec<£  B  ;  quia  tum  A' 
=B',  et  si  A  >  vel  <[  B  esset ,  A'  aut  ulterius  aut 
interius  terminaretur.  Ita  si  A  ^  B  ,  tum  A  nonjjn 
nec  <  B  ;  quia  tunc  A'  ulterius  quam  B'  termina¬ 
tur,  si  vero  AZETvel<B  ,  tum  A'  simul  aut  interi¬ 
us  terminaretnr.  Ita  si  B,  tum  A  neczrnec^  B 
esse  patet.  Nempe, 

*  XVII.  A  constet  ex  a ,  5,  est  A'=<»,-M/  (etsi 
interminata  sit  reductio )  Fig.  16.  Sit  enim  a'  in  p 
terminatum  ex  ^incipiendo,  et  b'  sit  p*  ;  si  A ' 
non  in*  terminetur,  terminabitur  aut  ultra  aut  iu* 
tra.  Si  in  *'  terminetur  ;  dividatur  Q)p  per  talem 

•54*  ‘ 

integrum  ,  Ut  quotus  e?  sit"<p*  et  etiam  < 

transferatur  u  ex  p  incipiendo  usquequo  aliquod  u 
ipsum  *  primo  transgrediendo  in  h  terminetur;  pri¬ 
mum  u  post  p  terminetur  in  h\  erit  p/*-f  *.h  ^  aut 
qiiia  */*  ad  suiiupum^  u  est  ;  ity  est  )>  a,  et 
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ph  >  b ;  ponatur  p£+  *  k  post  #  ,  terminetur  in  .<?, 
(patet  nempe  2zf  esse  *  *'),  erit  ^  )■  ita¬ 

que  cum  tys—ty7i+u~nii  (nempe  certo  numero 
ipsius  w);  est  nu^A  (cum  A  ex  a  et  b  constet); 
item  nu  esset  <(  A ,  si  A'  in  *'  terminaretur,  quia 
tunc  A  etiam  )>  ^3^  esset.  Itaque  ex  A  possent  una 
vice  plura  ‘u  quam  altera  aCcipi  (contra  XII).  Si  vero, 
A'  intra*  terminaretur  in  /;  ex  initio  n — lti  u  in  h 
terminati,  ponatur  Unum  u  versus  p;  patet  n  ita 
accipi  posse  ,  ut  hoc  inter  *  et  finem  ipsius  A!  ter¬ 
minetur  in  e;  concipiatur  ^  demi  ex  p  versus 

reliquum  eX  a  erit  ;  ita  demto  ex  *  ver¬ 
sus  p,  reliquum  usqtie  ad  p  ex  b  erit  ;  itaque  dem¬ 
to  u  ex  *  versus  p,  omne  ex  $3  i  ex  a  et  b  adeo- 
que  ex  A  esset  ;  sit  q  inter  l  et  ?*,  aderunt  in  $3  q 
omnes  partes  ipsius  A;  et  ex  §3  i  (pro  q  plu¬ 

ra  v  accipi  poterunt  ^  quam  ex  Q3q,  adeo  que  ex  A 
in  uno  Casu  pliira  quam  ili  altero  accipi  poterunt 
contra  XII).  Itaque  neque  intra  neque  ultra  *  ter¬ 
minari  A'  potest,  sed  in*  terminari  debet. 

Si  plures  qttotvis  certo  numero  m  fuerint  partes 
ipsius  A;  tum  nominentur  a  et  b  una  litera  o&,  et 
si  B  constet  ex  a,  c ,  erit  B'=a'+e';  et  ita  de  n  ad 
wH-1  progrediendo,  patet  partes  componentes  re¬ 
ductas  post  se  invicem  junctas  totum  reductum  ex¬ 
hibere. 

XVIII.  Posteaqtiam  (in  XIII)  demonstratum  est, 
quantitatem  reducibilem  unica  reducta  gaudere;  si 
ubi  de  quantitate  sermo  in  Arithmetica  est ,  sem- 
per  ut  reductae  tractentur  :  patet— (ex  V)  additio¬ 
nis  (adeoque  etiam  subtractionis  §  14)  resultatum 
unicum  esse.  Inierim  tamen  si  quantitates  ita  uti 
sunt,  considerentur  ;  ex.gr.  sit  circulus  ClUquadra- 
to  Q,  et  A  flQlcirculo  c;  dubium  subvenit  ,  nuin 
etiamsi  undevis  dematur  a  ex  C  et  c  ex  Q,  resi¬ 
duum  B  ex  C  sii  IIT  residuo  r  ex  c  ?  Erunt  omnino  ; 
nam  (per  praec.)  a'  +  iV=(]\  et  c'  +  r'~Q(  atque  C' 
=Q',  et  a’ ^c’  ;  unde  patet  a!  et  si  ex  eodem 

•r 
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initio  ponantur,  simul  terminari,  et  indfe  posita 
R'  et  r'  quoque  simul  terminari;  itaque  a. 

deoque  Rxy.  Supponitur  hic  circulum,  et  reliqua 
finita  (sensu  III)  esse:  de  hoc  tamen  aliquid  hoc 
respiciens  statim  addetur. 

Si  a'~c\  ac  ,  erit  et  r  Non  tamen  ge¬ 

neraliter  dici  potest,  si  ex  aequalibus  demtis  ae¬ 
qualibus  ,  ex  uno  nihil  supersit  ,  neque  ex  altero 
superesse  quidquam.  Ex.gr.  (Fig  3J  af^a!,  bz=zb\ 
et  praeter  «,  £,/  nihil,  praeter  b\  f  ve¬ 
ro  g  superest:  at  de  talibus  quantitatibus  in  Arith¬ 
metica  sermo  est,  uti  (in  111^  dictum  est;  cuius 
pulla  portio  omni  dabili  pluries  c  toto  ipso  accipi 
potest.  Nempe  si  e  tali  possit  u  accipi  nies ,  et  su¬ 
persit  vel  <?*;  ex  eadem  (w+ljies  accipi  u 

nequit.  Nam  sit  w'  id  ,  quod  in  priori  casu  adjici¬ 
endum  esset,  ut  {^  +  l)tum  u  compleatur;  tum  e 
partibus  ipsius  nu  +  ca  deberet  ?iu- f  co-f  co'  exstrui  ; 
dematur  to',  repleatur  vacuitas  eius  ex  nu- fw  ,  et 
nova  vacuitas  exorta  item  e  residuo  ipsius  wa  +  w  , 
et  quaevis  nova  vacuitas  item  inde  expleatur  in 
infinitum  ;  vacuitates  istas  explentia  sunt  partes 
ipsius  (ex  iis  e  quibus  nu+w  constat);  ita¬ 

que  co'  accipi  ex  A  omni  dabili  pluries  posset. 

*  XIX.  Adjicere  adhuc  quaedam  de  aequalitate 
terminata  liceat ;  quantitatibus  heic ,  uti  sunt  ( si¬ 
ne  reductione’)  consideratis . 

1°  Si  AlcBiUlC,  est  etiam  A“B  ( aequalitatem 
heic  terminatam  nisi  aliud  monitum  fuerit  inteU 
ligcttdo).  Nam  constet  A  ex  a'  -  -  -  u  ;  B  ex 

b' - v  ,  item  ex  p ,  | 3' - - ';  et  C  ex  c  ,  c1 - 

ac  cr^-b  ,  a'~zb\  -  -  -  et  u^v  ,  atque  ,  p-^c' , 

- et  v'—  t  (accento  iam  non  sensu  XVI  et  sequ. 

accepto).  Fiat  initium  cum  p  ,  progrediendo  usque 
ad  v' ;  est  p  aut  aliquod  ipsorum  b  ,  b'  -  --®,  aut 
constat  ex  aliquo  vel  aliquibus ,  aut  simul  etiam 
(vel  tantum)  portione  vel  portionibus  eorundem; 
cuivis  tali  autem  ,  quod  aut  aliquod  ipsorum  b  , 

b' - v  aut  portio  alicuius  eorum  est,  respondet 

aliquod  ipsorum  w5  aut  in  casu  posteriore 
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aliqua  portio  alicajus  ipsorimdem  absolute  aequa¬ 
lis.  Uaque  si  c  in  illas  portiones  discerptum  cogi¬ 
tetur,  quum  c  =j3  sit,  cuivis  earum  datur  iu  A  ab¬ 
solute  aequalis.  Pariter  c*  ==  p'  considerato,  ipsi  c'y 
aut  portionibus  ejus  omnibus  re  perientur  in  4  ab* 
solute  aequales,  et  quidem  cum  prioribus  nullam 
portionem  communem  habentes  ;  nam  si  aliqua  por¬ 
tio  bis  occurreret  ,  tum  ar --- portionem  haberent 
communem  (contra  IV ).  Ita  percurrendo  singula 
e,  e'---  t  et  j3,  ubi  ad  t  adeoque  ad  «/per¬ 

ventum  est,  atque  ex  C  nil  stiperest,  neque  ex  B 
supererit  CXVUi),  adeoque  neque  ex  A.  Cons^q. 
ArC  aequalitate  terminata. 

*  ^do.  Si  P  —  Q  ,  et  portio  quaevis  p  ipsius  P 
dematur  underis ,  atque  portio  quaevis  q  ipsius  Q 
dematur ,  et  p  :£  q  ;  erunt  illa  quae  ex  P  et  Q  re¬ 
manent ,  aequalitate  terminata  aequalia.  (Fig.17). 

Nam  dicatur  P'  id  quod  stiperest  ex  P  praeter 

et  Q'  id  quod  praeter  q  ex  Q  est,  et  sit  p’  id 
quod  congruentibus  P  et  Q  ipsi  p  ex  Q  congruit  , 
et  q’  id  quod  tum  ex  P  ipsi  q  congruit;  et  dica¬ 
tur  R  complexus  omnis  ejus,  quod  praeter  p  et  q* 
ex  P  .est ,  et  R'  complexus  omnis  ,  quod  ex  Q  prae¬ 
ter  q  et  p/  est.  Aut  habebunt  p  et  q'  portionem  a- 
Jiquam  communem,  aut  non. 

I.  Si  non  habeant  (Fig.  17.  I)  manifeste  con¬ 

stat  Iv  ex  R  et  qr  (nam  P  constat  ex  p ,  q',  R)  ,  et 
Q7  ex  p'  \  atque  R  R' ,  et  q' ~ r  p' ;  adeoque 

Q'  ex  P'  exstrui  potest,  q'  ex  P'  in  />',  et  R  in  R' 
positis.  Imo  aequalitas  absoluta  restituitur  inter  re- 
sidua;  si  in  Q' ,  in  locum  demti  q  ponatur  item 
ex  Q'  exemtum  p’ ;  aut  in  P'  in  locum  demtij?  po¬ 
natur  item  ex  P'  exemtum  q\ 

II.  Si  vero  p  et  qr  in  P  portionem  commu¬ 
nem  habeant:  tum  si  pars  communis  dematur,  re¬ 
sidua  ex  P  et  Q  erunt  abs.  aequalia;  (itaque  id 
tantum  quaeritur  ,  num  ex  p  et  q  remaneant  aequ* 
terminata  aequalia.  Quaestio  igitur  huc  redit. 

Si  (Fig.  17,  II)  A  =B,-et  pars  K  ipsius  A  cum 
parte  k  ipsius  R  (ut  in  figura  trium  prima)  eoin- 

H 
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eidat :  id  quod  ex  A  praeter  K  est ,  ei  quod  ex  B 
praeter  k  est,  aequ.  terminata  aequale  est. 

Dicatur  enim  quaevis  pars  ipsius  ilii  parti 
ipsius  K  respondens ,  cum  qua  tunc  congruit  ;  po¬ 
natur  que  A  super  B,  ut  congruant;  atque  id  ex  A, 
quod  praeter  K  est ,  et  nunc  in  k  cadit ,  dicatur 
K',  id  ex  A  vero  quod  nunc  extra  K  et  k  cadit  , 
sic  A';  ita  id  ex  B  quod  praeter  k  est,  et  nunc  in 
K  Cadit  sit  k1 ,  id  ex  B  vero  quod  nunc  extra  k  et 
K  cadit  ,  sit  B';  atque  id  ex  k  quod  nunc  cum  K' 
coincidit  ,  sit  b  ,  et  id  ex  K  quod  nunc  cum  h' 
coincidit  ,  sit  a\  atque  id  ex  K  quod  praeter  a  est 
sit  K",  et  id  ex  k  quod  praeter  b  est,  sit  k". 

Dematurque  a  ex  K,  et  ei  respondens  ar  ex 
^ ,  ac  ponatur  ¥  quod  sub  a  erat,  in  locum  demti 
«'■  (juxta  I ) ;  atque  residuis  ex  A,  B,  K",  ¥\  b ,  ('re¬ 
stituta  per  1  aequalitate  abs.),  generaliter 
dictis  ,  post  quamvis  operationem  r  si  quid  u  ex  h' 
(migrante  in  B  semper  eo  ex  ¥  quod  extra  b 
cadit),  sub  $  cadat,  dematur  ex  jf  illud  a,  quod 
supra  u  cadit ,  et  e  complexu  ipsorum  6  et  f  de¬ 
matur  a'  ipsi  a  ex  k  respondens  ,  ponaturqtle  u  in 
locum  demti  ¥  ( juxta  I),  continuando  ,  donec  util¬ 
ium  u  sub  cadat.  Erit  residuum  ex  A  abs.  ae¬ 
quale  residuo  ex  B,  atque  ex  A  nonnisi  per  par¬ 
tes  resectum  K  ,  ex  B  vero  dem  tum  k  erit. 

Nempe  K  constat  ex  K"  et  ex  a  supra  k'  ca~ 
dente  ;  h  constat  ex  k"  et  ex  b  sub  K'  cadente  ;  A 
constat  ex  E1,  K",  A',  et  B  constat  ex  k' ,k’\b  ,  R'. 

K"  et  k"  (ita  k  et  f)  coincidunt.  Nam  nullum 
punctum  ipsius  K"  extra  k "  cadit;  nam  illud  in  B 
cadens  ,  in  k'  vel  b  aut  B'  caderet ;  in  ¥  vero  non 
eadit ,  quia  ¥  extra  Ii"  est,  in  h  non  ,  quia  b  cum 
K'  coincidens  extra  K"  est  ,  nec  in  B',  quia  hoc 
extra  K  et  k  est.  Pariter  nullum  punctum  ipsius 
h"  extra  K"  cadit;  idemque  ad  et  f  applicatur. 

Eline  b^=za  ;  nam  K=i6, K=  K"+  a  ,  et  i— ¥' 
drb ^  et  K"  et  k"  coincidunt, 

Semper  residuum  illud  u  ex  k'.t  quod  ex  b  pro¬ 
minet,  migrat  in  B  ;  nempe  si  quod  u  ex  ¥  extra 
h  cadat  ,  illud  sub  $  cadet,  quia  ex  k  nonnisi  b 
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et  i  sitperest,  t  vero  cum  j?  coincidit;  atque  hoc 
jiovam  demtionem  parit.  Si  vero  nullum  u  extra 
h  cadat;  tum  jam  totum  //  in  b  positnm  (in  loca 
demiorum)  erit,  necquidquam  ex  parte  b  idsius  k 
supererit;  quia  scmper  aliae  partes  aliis  respon¬ 
dentes  demtae  sunt,  et  &=zb.  Eritque  residuum  ex 
h  nonnisi  adeoque  residuum  ex  K  erit  j?;  nam  t 
et  coincident ,  nisi  utrumque  o  sit;  neque  ex  K 
majus  ve!  minus  residuum  quam  ex  k  est.  Conse- 
qu.  etsi  utrumque  o  sit,  ex  abs.  aequalibus  demta, 
abs.  aequalia  relinquent.  In  fig.  allata  patet. 

Si  vero  supponatur;  quotvis  operationibus  ha¬ 
ud  unquam  evenire,  ut  nullum  u  extra  b  cadat  : 
tum  quodvis  u  sub  K"  cadet ,  adeoque  nisi  u  (re¬ 
siduum  ex  h')  o  ,  fieret  K'  GO  :  atque  tum 
etiam'  residuum  v  cx  (/>  ~ti)  a- — o;  nempe  si  u  di¬ 
catur ,  quod  sub  $  cadit,  k'  deuito  u  sub  h  cadit, 
atque  ex  b  dabili  quovis  minus  supererit.  Dari  i- 
gitur  «portet,  in  concreto  partem  certam  ipsius 
adeoque  ipsius  a  ,  item  ei  ex  h  respondentem  par¬ 
tem  ipsius  b ,  quae  semper  minuerentur;  sed  hae 
partes  (per  !)  demi  possunt;  et  tum  necessario  ma¬ 
jus  demitur  ,  quam  per  operationes  numero  aliquo 
factas  relinquitur.  Unde  quivis  casus  ad  operatio¬ 
num  numerum  finitum  reduci  potest. 

XX.  Ut  resultatum  multiplicationis  divisio * 
nis que  unicum  esse  probetur ,  de  proportione  quae - 
dam,  et  prius  fractionem  commensurabilium  pri¬ 
maria  referenda  sunt. 

20 

Imo.  In  22)  2(3)tum  ipsius  C,  solet  pCT—g-i 

et  si  C~t  sit ,  per  — exprimi  ,  quod  signum 

quoti  erat.  Est  nempe  valor  uter  que  aequalis.  Sit 
enim  C=  *  *  *  ...  .  '  . 

item  C—  *  *  *  ;Ponetur£  >  (nempe  tot  *  quotC), 

in  illis  C  toties,  in  quot  panes  C  partitum  est;  ita- 

que  *  =--3-  ;  et  idem  prodit,  C  per  3  partiendo  , 

et  2  partes  ejusmodi  sumendo. 

II  * 
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Patet  etiam  (p.  36)  idem  prodire,  si  C  per 

multiplicetur.  Est  igitur  2(3)ium  ipsius  C— -S  = 

2  n  3 

C  \  ocantlir  C§  Rf)  E — termini  fractionis  ; 

prior  numerator ,  posterior  denominator  audit.  Sint 
prius  t er m in  i  in  i egri. 

2do.  &i  numerator  per  integrum  multiplicetur , 
valo r  novus  priore  toties  evadet  major  t  si  divi¬ 
datur  ,  toties  minor  fiet  ;  si  denominator  multi • 
pheetur ,  toties  mmor ,  £z’  dividatur  toties  major 
jiet  :  £2  vei  o  terminus  ut  er  que  per  eundem  inte¬ 
grum  multiplicetur ,  uterque  per  eundem  di¬ 
vidatur ,  valor  non  mutatur . 


Nam  valor  prior  ipsius  ~~f»c  erat— *  *  ,  quia 
si  ?  ^10C  ^ies  accipitur;  si  vero  pro  2  pona* 


tur  5.2,  tum  5 . 2ies  *  ,  idest  5ies  *  *  accipietur* 

Hinc  vicissim  patet,  si  ipsius  ~ -  numerator  per 

5  dividatur,  valorem  fieri  5ies  minorem;  ^de  ca¬ 
su,  ubi  quotus  haud  integer  est,  inferius), 

'  *=*  *  *  *  *  2C 


Sit  item  C= 


*  #  #  *  * 
;**#*#; 
-*  *  #  *  * 


et  sit 


3.5* 


patet 


esse,  quum  *  in  quovis  *  ponatur  5ies?  adeo- 

que  in  toto  (C~3  *),  ponatur  3 . 5ies  ;  accipiuntur 
vero  tales  tot,  quot  prius  ;  itaque  valor  novus  erit 
#  i  Qni  in  priore  *  ~ *  *  %  *  J  ponitur  5ies  .  Unde 
etiam  evidens  est,  quod  si  et  numerator  per  5  mul¬ 
tiplicetur,  adeoque  5.2  tales  partes  accipiantur,  va- 

i°r  J  ,5ie8  positas,  valorem  primum  restituat;  adeoque 
5.22.  1 

5  3  '  ’  itemque  aequale  prodeat,  tam  5 .2  quam 


5.3  per  5  divisis;  solo  denominatore  3.5  per  5 
diviso  autem  fiat  majus  5ies  ipso  — — ~  • 

3tio.  Regula  hinc  etiam  f  ractiones  ad  denomina- 
i  orem  eundem  reducendi  sequens  finit.  Cujnsviu 
fractionis  terminus  uterque  pe.*  factum  e  reliqua- 
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rum  denominatoribus  omnium  multiplicetur  :  pro¬ 
dibit  enim  ita  (per  praec.)  cuivis  aequalis;  nam 
factum  ex  integris  manifesto  integer  est  ;  denomi¬ 
nator  quoque  idem  erit,  nam  eosdem  factores  quot- 
vis  quocunque  ordine  factum  idem  dare  mox  de¬ 
monstrabitur. 

Patet  etiam  fractionum  ad  denominat  orem  eun¬ 
dem  reductorum ,  illam  esse  maiorem ,  cuius  nu< 
merator  maior  est . 

40  Si  — .  C  per  ~  '  multiplicandum  sit  ;  erit 
3  o 

(facto  os  dicto)  1=5«^- =  4w  ;  C=5^  &=4v; 


itaque  v  prius  reperiendum  et  factum  est  4«?.  Ex  2° 

est  STs  •  qu,a  FC=5-5  et  573  •  C  — 

Av,  Unde  factum  numeratorum  per  factum  deno¬ 
minatorum  divisum^  factum  est\  quod  item  1(5) tum 
2(3)ti  ipsius  C,  adeoq xx.q  fractionem  fractionis  es¬ 
se  manifestum  est. 

O  < 

Unde  si  -r—*  C  in  fractionem  ipsius  b  mutari  de - 

V 

beat ,  et  C  sit  =  ~>b\  erit  2(3)tum  ipsius  C;  (seu 

& 

2  4  N  2.4. 

4(5) ti  ipsius  multiplicando  “per  5 )  ~ 


5o  Hinc  etiam  si 


dividi  debeat ;  erit 


-3-  ;  f=i7V  Nam  -l-  .^^^(P-praec), 

quod  dividendo  per  5  et  4  terminum  utrumque 

e  Oo  >  —  IL. 


4 

per-y 

4  2.5  — ■  4  ‘  2  *  Vperpraec)3 


(per  2o  )  =  3  . 

Go  Unde  etiam  in  casu  terminorum  non  inte¬ 
grorum. ,  fractionem  quotum  esse  sequitur.  Sit  enim 
1]=  *  *,  A=  *  *  #  ==etiam  5v ,  et  C=4o ,  adeo- 
que  B  ipsius  C  dicatur  2(3)  4(5)tum  (§  22);  sit  *  = 

(  *  *  *  *  *  * 

P  adeoque  A~v  *  = 

C  *— < 


:**#*■* 
:#  *  * 


et  v 


quia  ponitur  5ies  in  A;  itaque  illud*  ,  quod  in 
=  C  continetur  4.3ies,  in  B—  |  continetur  2.5ies 
(uti  2  superiores  lineae  ostendunt).  Reducetur  ita¬ 
que  fractio  huiusmodi  quoque  ad  formam  prior  em^ 
si  numerorum  extremorum  factum  per  factum  me- 

20 

o 

diorum  dividatur;  quod= — j—  est- 

5~ 

7°  Hinc  etiam  ad  qualemvis  denominatorem 
aut  numeratorem  datum  reduci  fractio  pot es t\  ca¬ 
lore  immutato .  Sit  datus  denominator  ;  est 

rn  7 

n 

^\7YL  QZLffL  _  ^  C1  •  i  ^  «■  _  TT7 

'  7T~~~3«w  ~  ~3  ■  Slt  ~  numerator  datus;,  est-g. 

m.  2m, 

2nm _ 2  T .  n  , 

—  3 mn — a*  *taque”:>  Per  datam  fractionem  ,  si 


numerator  quaeratur ,  multiplicari ,  denomi • 

'nator  ,  dividi  debet . 

8®  Patet  etiam  ,  quod  si  numerator  sit  —  ,  de- 
nominator  ,  et  uterque  per  multiplicetur,  vel 
uterque  per  ~  dividatur  (literis  nunc  integros  de¬ 
notantibus);  prodire  in  casu  priore  =— 2-^ 

A  1  ms  mspr 

iu  'posterior?  ,  utrumque  (termi¬ 

nis  per  rs  divisis)  ~  ^  nempe  fractioni  priori). 

Iteliqua  de  fractionibus  in  Arithmetica  specialiori 
dicentur. 

XXI.  De  resultato  multiplicationis  unico  iam 
disquirendum  ,  at  prius  de  possibilitate  mensura - 
tionis  et  proportionalis  4tae  agendum  est. 

Sint  A,  B  rectae  (aut  tempora),  et  n  sit  integer, 

atque  —  sit=&  ;2  erit  A ^znu  ^  B  vero  aut=aut 


C  63  ) 


^aut>  u\  in  primo  casu  est  B— Iw ,  in  2do  est 
B  —  o  u+(&  «),  in  3tio  datur  talis  integer  M,(X) 
ut  Mw;>B  sit  ;  itaque  cum  1  u  non  sit  >  B ,  datur 
primus  integer  ab  M  incipiendo  versus  1  talis  m  5 
ut  mu  non>B$  itaque  mu  aut=B,  aut  B ^mu 
4-(coO).  Datur  porro  (per  XIII)  talis  2.  2--- 2 

u  co  .  u 

r=  n\  ut  sit  <1  5  sit  u  =  ~^r  ;  erit  tum  A= 

w  ;  sit  B  =  m  u  -v  ;  erit  nempe 

—mriu',  et  quia  L^',  ipsi  mu' ai 

minimum  2  accedunt ;  estque  w'  aut  o ,  aut  non;  si 
non,  repetatur  eadem  operatio,  ut  prodeat  u" <; 

— et  fiat  B=2w'V'"f  (w"-<  z/');  continuando  idem 

semper  porro,  si  semper  superfuerit  aliquid  ;  mani¬ 
festo  w  A--\  o;  nam  co'  quod  primo  superest,  est 
w  co'  _  eo 

-<  v  <  2  5  *ta  adeoque<;-^~  ,  et  ita 


porro,  nt -< 2^277-2  suPers*t#  Hinc  cum  hoc  da¬ 
to  qnovis  esse  possit,  mu  A— B  ;  nempe  — B 

>  N  o.  Patet  etiam  B=C^V+w'==m'V'+  w"-  -)  esse 
(w-f  l)« ,  adeoque  «V  ,  m"u"  <C  (/w+  l)z/ ;  sed 

2/ 

m' u'^>  niti  ,  m"u"  mfu'  & ,  unde  m'~^r 

.  u  ,  N  ,  m9 

ita  mn (m+l)w,  et  ita  porro  ;  adeoque 

"  .  -  ,  ,  w  u  ,  ^ 

-  ----<»»  + 1 ,  sed  m  ^>mu^  m " — rr^m  , 

.  W  ^  -w?"  m' 

- ,  adeoque  “^r  >*w,  ;>  -^ret  ita  porro;  snnfe 


m 

n 


m  m  v 

autem  -  -  -  tractiones  ?  per  quas  semper 

idem  «  multiplicatur  ,  ut  ,  /#'V'  -  -  -  prodeant^ 
quod  statim  applicabitur. 


m 
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XXIT.  10.  Barihinc  4tam  proportionalem  patet 
sic  :  si  B  cum  A  commensurabilis  sit ;  tum  J&=nu 

C  ? 

B =01»;  ad  eo  que  (pro—  =0)  erit  4ta  proportiona¬ 
li  vero  B  cum  A  incommensurabilis 


:nu 


et  pro  C= 


nv 


lis  Y)^zmi\ 
sit ;  erit  A 

quaeritur  tale  D—//?**  +  (^'<C  v)  ;  ut  w  ,  X  / — o  , 
adeoque  mu  A—>  B  ,  et  «w#  A-~\  D.  Accipiatur  (e 

. praec.)  «V,  tum»»"©"-..;  erit  (inde)  »»V= 

tl 

m'  m* 

atque^7->^5  et  idem  <Zm+ 1;  itaque  crevit 

prius  «rai;  manendo  <C(m  +  l)v  :  quo  continuato  pa¬ 
tet  (VI)  limitem  dari ;  cum  mv  semper  crescat  (per 
praec.)  ,  maneatque  primo  (ni-\-l)v  minus 

2°  Verum  etsi  non  constaret  in  imagine  seqn. 
A=n?i ,  Br:m«+a  ,  Czzznv,  V^Zmv-bX ,  esse 
et  \<*v  ;  dummodo  w  5  X  o  ,  nunquam  e  B  q> lu¬ 
ra  u  quam  v  ex  D  accipi  possunt . 

Nam  sit  B=r(«&+l)w4-(»'  <» ,  et 
— a, (ubi  ,  a  >J<  sit  3  si  v  ^  ,  et  hh  si  v  ^  est)  ,  tunc 
(«rc-f  l)tum  u  ex  »  est  (adeoque  et  co'  >f<  est  si  u 
*-*  si  >h);  cum  w ,  X/ — \  o,  decrescat  utrumque,  et 
fiat  eo"<CV5  etV<a;  erit  tunc  A=:  Nw;  B  =  Mw'+(a>" 
C=N«/,  Dr:Mi!'+(V<a);  quod  si  B  ipsunv 
u  pluries  contineat,  quam  D  ipsum  fieri  nequit; 

«T  /  1  ,  nu  ite*,  nv 

nain  nu=ifiu\  adeoque  ur-=z :  itat/ 


JN 


erit* 


.  N nu 
que  A— -»p 


„  ._(»»+  i))u  , ,  ,  _  .  'M««  „ 

E=  f («'<«)==  f(«" 


N 


O');  et  hinc  manifesto  ~|j-  continetur  in  B  ad 
minimum  N(m-f  l)ies  ,  et  plane  M;/ics  praeter  e f 
^  cc';  quapropter  M#  necessario  N  («»+ 1).  Itaque 

tum  D==Mt/+A/===  +  V>-  - ^ — -*  (m 

+  1)®  4-  (V<a)  esse  deberet,  contra  bypothesin;  erat 


4 


enim  Dr=(m  4*1) Nimirum  cum  «"•<©*  sit, 
si  exgr.  (pro  m,V,  ifris).  et  *>"  >J<  sit  ;  tum  exB 
praeter  w"  maius  quam  praeter  w'  superest  ;  si  ve- 

ro  ©"wsit,  tum  -rr  adhuc \  esse  debet,  ut  immi- 

2  .  N  .  ^ 


nutum~(#&4*l)w4  u/  prodeat.  Neque  vero  (m  + 1) y 
— a  (m + 1  )r  +  (V  <  a)  esse  potest;  nam  si  a  si¬ 
mul  cum  v  *  est,  erit  X'  aut  *f<  autn;  si  *{*,  tum 
si  ex  (m4l>  dematur  <* ,  manebit  minus  quam 
si  idem  augeatur;  si  vero  X'  m  sit,  tum  si  ex(m+l)t> 
dematur  <  ct ,  maius  manebit  ,  quam  si  totum  « 
dematur.  Si  vero  v  cum  a  «sit,  erit  tf*  gp 

^  (m-h  l)t?  X',  et  etiam  <  — •  (m+}l^  t-i  V, 

Nec  si  ©,  X  simul  =a  sint,  potest  B  pluries  con- 

A.  C 

tinere  %  quam  D  ipsum  Nam  sit  mu 


M*/;  erit  c=  m ;  sit  D:xMV  ==. 


eritw 


M  '/# 

ir 


itaque  adeoque  M'=cM. 


Hinc  etiam  patet;  quod  si  nuzz:\^mu~vel 
B,  wc=C y£mv~vel  /^>D  (signorum  A-^-n  j 

item  4  vel — eodem  pro  B  et  D  accepto);  tum  A —nu, 
B~±T mu  4  (w ~ o  vel  ^  u) ,  C=nv ,  D  jlT ww  4  (X=o 
vel  ^ v)  (in  expressione  ipsorum  B,D  post  co,  X, 
signorum  = ,  <(  idem  in  utroque  accipiendo)  ;  itaque 
A,  B,  C,  D,  si  ita  sit,  in  proportione  sunt.  Nam  tum 
casus  praecedens  locum  habet;  atque  inde  sequitur 
pro  quovis  n  ,  si  A,  C  in  n  parias  aequales  w,  v  par¬ 
tita  sint ,  neutrum  ipsorum  B,  D  pluries  suam  quam 
alterum  continere ,  uti  ex  lioc  sequitur  imago  su*» 
perior;  adeo  ut  et  harum  quaevis,  definitio  pro - 
portio?iis  esse  possit,  (affectionibus  ){<  et  poste¬ 
riori  quoque  adnexis).  Neque  autem  posterius  fo¬ 
cum  habere  potest,  si  aliquod  ipsarum ,  «■ ,  X  sit=o, 
alterum  non;  quia  tum  posset,  si  w  non  o,  et  % 
=o  sit  ,  u1  per  partitionem  ipsius  u  accipi  <(  w ,  et 
tum  plura  u!  acciperentur  ex  B  quam  v'  ex  I). 


:  ee  ) 

Itaque  in  proportione  2  priora  et  2  posterio¬ 
ra  sunt  simul  commensurabilia  vel  simul  incom¬ 
mensurabilia . 

XXIII;  Est  etiam  proportioiialis  4ta  unica ;  (ex- 
aepto  st  Ima  et  aliqua  reliquarum  sit  o),  Nam  sint 
duae  imagines;  (in  quibus  w,  \  co',  V  \  o  ,  pro 
A  cum  B  incommensurabili);  A=:  «a  ,  B—  mw+ca 
Cz=nV)  D ~~ mv  Jr  e t .  A  =  N u\  B  M a'  -f  a;' ,  C=N?/, 
D':z- MiZ-fX';  est  tunc  mu -f  co — Mw' — co'  (nempe  B 
— B)=o  ;  sed  co — co'  (si  non  =o),  dato  quovis  mi¬ 
nus  fieri  posse  manifestum  est,  sive  destruat  co'  ex 
®°  5  sive  augeat ;  itaque  est  aut=o5  aut  omni  dabili 

minus  adeoque  (pro  quovis  integro  li)  <~  fieri  po. 

ti 

test ;  itaque  mu-  ^  id  est  f  scu 

^  ^g.  non  sit  ^  -2-  ,adeo  que— { 

ti  i\ 

fieri  potest;  nam  si=vel  >  esset,  tunc  et- 

iam 


iam 


(N  m — Mw) 


vel  y  esset.  Est  igitur  et- 

ti 

N  ■  .  .  v  (seu  mv — Mt/)  <£  (-1- .  v=  5 

ti  ti 

adeoque  mv- |-X — Mt/— seu  D— D# 

^  k 

^  ?  quod  item  ad  limitem  o  tendere  statim 

ostendetur.  Conseq.  D  nec  y  nec  D';  adeoque  D 

=D'.  Si  vero  A  cum  B  commensurabile  sit ,  tunc 

etiam  D  cum  C  commensurabile  est;  (per  praec)  ; 

adeoque  etsi  prodeat  I}zzzmv  ^  et  D/=Mt/;  erit  B 

_  ««■  ,  Mnu  r  M  n  M  nv 

— mu — M u  =  ^  aoeoque  ^-z^m  ,  consequ  — - 

cz;  niv.  Patet  hinc  eliom  ,  multiplicationis 
pro  certo  multiplicando  et  certo  multiplicatore  5 
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resultatum  unicum  esse  (§,  28.)  cum  loco  non 
o  sed  1  sit. 

XXIV.  Unum  adhuc  de  proportione  (infra  spe¬ 
cialius  tractanda)  addere  libet ,  ne  elegans  defini¬ 
tio  Euclidea  (unum  plurimorum  ,  quae  Horatii 
verba  Grajis  ingenium  dedit  -  probant)silentio  prae¬ 
tereat  ur.  Etsi  aliis  verbis  referat  ,  A,  E,  C,  D  in 
proportiojie  esse  dicit  Euclides ,  si  pro  quibusvis 
integris  N,  M,  sit  NAzziMB,  si  N C— MI.),  NAI>MB, 
si  NC>MD  ,  NA<MB,  si  NC<MD. 

Conceptum  hunc  (exclusis  oppositis  et  d)  ,  cum 
(§.29.)  dato  ,  aequivalentem  esse  (pag.  11.  20)  pro¬ 
batur  sic.  Sit  imago  Euclidea  /,  et  (§.  29.)  data 
sit  i.  Demonstratur  per  i  poni  /,  et  per  nmi  i 
poni  non  1 ;  unde  (pag.  XI.  20)  patebit,  per  quod- 
vis  poni  alterum. 

Io  I  ponitur  per  i .  Est  i  sequens;  (XXII)  aut 
A=nu  ,  Bzn  mu  ,  C ~nv ,  aut  A=//w,  B~~ 

mu~{- (u  C—UV)  i) me +  (.\  <^  vf  Quoad  pri¬ 

us,  si  Nnu~Mmu ,  tum  NnzziMm  ,  adeo  que  N nv 
z=Mmv ,  si>  vel<  sit  pro  —  ,  manifesto  idem  utrin- 
que  erit. 

In  imagine  posteriori,  erit  NA  vel  vel  <!  vel 
=MB;  quaeritur,  mtm  inter  NC  et  MD  quoque 
idem  signum  erit  ? 

Si  NA  <!  MB ;  sit  d  excessus  ipsius  MB  super 
NA;  erit  N  n u -f-  dzzz  \I m  u M  sunt  heic  d  M,N  con¬ 
stantes,  u  vero  ita  accipi  posse  faeile  patet,  (et  de¬ 
monstrabitur  statim)  ut  M  « <  d  sit;  tum  vero 
demto  d  ab  una  parte,  et  Meo  ab  altera;  manebit  Nnu 
<^M mu;  nempe  ex  aequalibus  demendo  aequalia, ma¬ 
nent  aequalia,  sed  si  ex  aliquo  residuo  adhuc  de¬ 
matur  ,  inde  minus  remanebit.  Si  vero  t  inc  Nnu 
*CMmu  sit ,  erit  N?i  ,  adeoque  N//r  <  Mwi? 

(pro  illis  «,#»,  z/,  Vj  pro  quibus  M  :o<7/  factum  est). 
Est  itaque  etiam  Nm><M mv,  adeoque  etiam<ftl//*v 
+  MX  ;  id  est  NC  <MB. 

Si  NA  ]>  MB ,  sit  NA=MB*4*</;  erit  Nnuz~z 'Slmtr 
+  M  itaque  ]Snu^>  M.mu-\~d ,  adeoque  cum 

I  * 


Mw  <  d  fieri  queat,  erit  tunc  Nnu  >> Mmu+  Mu * 
et  hinc  N n  >M(m4l);  adeoque  Nnv  M(m+  l)#, 
conseq.  NC>MD,  quia  D<C(/w+l)v. 

Si  vero  NA=MB1  tum  NC  non  est  >-  nec-<MD. 
Nam  si>aut<!,  tum  et  NA>vel<IVIB  esset. 

2°.  Ber  non  i  poni  non  /,  patet  sic:  casus  ipsi¬ 
us  non  i  sunt  sequ.  nu^mu^nv,  mvi?h\  vel  nu^mu 
4*0»  <«)  ;  nv ,  mv  ibh  (ita  ut  h  constans  maneat, 
co  vero  / — v  o').  Quoad  casum  primum  dantur  talia 
N,  M  (nempe  n ),  ut  mnu^^nmu  ,  sed  mnv  non 
rr  nml'  nh> 

In  casu  posteriori  ;  si — h  sit,  est  mnu<^nmtt 
4 -nca;  sed  mnv^>nmv — nh .  Si  vero  4  A  sit,  acci¬ 
piatur  m+ 1  pro  N,  c t  n  pro  M;  erit  (m-\-l)nu 
id  est  mnu^tmu  >  nmu^cn  co  ;  sed  mnv+nv  nmv 
m \~nh ,  nam  w  <«  est,  et  v<^h  fieri  potest. 

XXV.  I0.  Si  co  /  o  ;  pro  quovis  integro  >£,  e#- 
iam  k<a  a — \  o.  Nam  tum  pro  quovis  jintegro  N, 

X 

fit  wC~N  ;  idem  de  singulis  &  usque  ad  &um  va* 


let  ;  adeoque  etiam  summa  omnium  «  est  <C  sum¬ 
ma  omnium  respondentium  ~p ,  nempe 

IN  N  9 

et  cum  N  ut  vis  augere  liceat ,  si  in  locum  eius 
ponatur  ZN,  fietw<^.  et&a<(^  =  ")-HinC 


N 


etiam  si  n\n  integri  fuerint,  et  <  h  maneat  ; 

n 

c! 

tum  quoque  - — -c*  A-~s  o.  Nam  sit  - — •  =sf4f  (pro 

i  integro  et  /  fractione  vera)  ;  est  «'+/<  i  ;  itaque 

a>  a< 

(*'+/)  w  ^  w*  Ita  si  — sit  aut  etiam  si — / — \  o 

n  *  5  n 


o  ff 

etiam  — ■  — \  o.  Unde  si  novus  factor  — eius' 

*n  i,  n 

modi  (uti  —  ) ac  cedat,  ef^^—ccA-^  o)  nominetur  X; 
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tB t  item  de  qiiotvis  ad  uno  plures  progrediendo , 
manifesto  ,  e  quotvis  eiusmodi  factoribus  factum 
o  ,  si  aliquis  / — >  o.  % 

20.  Si  tam  w  quam  X  o;  etiam  v  o 

1  1 

(nisi  w  ±T  X==o  sit).  Nam  tum  » ^  —  et  X  ■( 
fieri  potest  :  itaque  aut  destruet  alterutrum  ex  alte-- 


2  ;  .  ,  a 

ro,  et  evadet  minus,  aut  summa  manebit  ;  et 

,  dt  •'  -  .  '  .  / 

si  ipsi  N  (ut  antea)  substituatur  2N ;  fiet  eadem 

<(- 


2N 


J 

IN  )■ 


Notandum  vero  per  quantitatem,  quaeA^o,  et 
Saepius  omni  dabiii  minor  fieri  dicitur,  minime 
omni  dabiii  minorem  intelligi  ,  sed  talem  quae  si 
detur  quaevis  a,  hac  minor  fieri  potest.  Omni  da¬ 
biii  minor  quantitas  non  existit;  cum  si  expers’es- 
set  ,  continuo  minus  non  esset;  si  continuum,  por¬ 
tio  eius  adhuc  minor  esset.  Aliud  est  QO  (§.  21). 

,Si  coirX  dicatur  z ,  et  x  A—*  o  ;  eodem  mo¬ 
do  patet ,  quod  z  ±*  x  a— >  o  ;  unde  ulterius  (mo¬ 
do  de  n  ad  n+ 1  progrediendo)  quotvis  numero  cer¬ 
to  fuerint  ad  limitem  o  tendentes,  eorum  summa 
quoque  o. 


3o.  Si  x  /s&%  «,  et  y  / — >  6  ;  tum  x  if  y  A — \ 

«  d*  b.  Nam  sit  x\ <x>~a  ,  et  y-^X— b  ;  tum  os,  X 
A— no  ,  atque  ®-M2£;r-4-  X  %  ubi  (per  praec.) 

w4*X  -n  o  x  itaque  dilferentia  ipsius  x+y  ab  a-\-  b 
fieri  omni  dabiii  minor  potest.  Pariter  (ut  in  praec.) 
progrediendo  ,  patet  qiiotvis  quantitatum  ( certo 
numero)  ad  limitem  tendentium  summam ,  ad 
summam  limitum  tendere , 

40.  Si  x — y  — (w=vel  - — v  o),  et  x  / — atque  y 
/ — v  b  tum  a=b.  Nam  sit  a—b  +  a,'  est  a — x 
o,  adeoque  £  +  a — a— s  o  *,  et  (quia 
+  w),  £-fa — # — os/ — \  o;  quod  fieri  nequit,  nisi 
a=vel  > — >  o;  nam  l — y  a--n  o  ,  adeoque  etiam 
^ — U — w  A-~>  o  ,  quia  et  w  / — \  o,  et  si  h~~-y  di* 


(  70  ) 


catur  X  ,  etiam  X — «>  a— \  q  (per2do).  Idem  patet, 
si  ix>~o  ,  et  idem ,  si  x=a, 

50.  Si  et  p—q  yw-v  o;  etiam  »— # 

s  0  5  (et  x — q  / — .  o).  Nam  p — x  <(p— q* 

60:  Si  n  integer  sit  ,  et  wA-~\  X:  tum  w—  1 


\  1. 


Nam  differentia  ipsius  1  ab  *  est 

n  n 


quod  o.  Patet  loco  1  quodvis  finitum  a  po- 

111  posse  :  nam  accipiatur  integer  A  >  a ,  et  pona¬ 
tur  in  ~  ■<.  •»  kn+k  fn, — An+A 

lur  htl  pro  n  ;  erit  1— 


An 


An 


An 


1 

n 


7o-  Ita 
n 


n 


1.  Nam  differentia  ipsius  1  ab 


n±z  1 

?rfr  I — n  ~  1 

M  est  quod  Patet  et. 

v  ~  ^  n 
m  (ut  in  praec.)  quod  /— \  1. 

80.  Si  a  constans  sit,  et  integer  s  a--\  X,  at¬ 


que 


r-f-  1 


xr  r+J- 
Nam  - - .a- 

s 


ra 
s 

ra  r  a 


.  a  y  x  >  — ;  tum  x —  /— \  o  (  per  5  ). 
s  i’  N  * 

A-~\  o  ).  Ilinc  etiam  (per 


*  \  «  /  te  a  .  * 

4)  si  #  a  ,  ~  A-^y  j3  ,  est  a=z  p. 

9o.  Ordo factorum  non  mutat  factum.  Sint  pri¬ 
us  factores  integri.  De  duobus  demonstratum  est; 
unde  via  de  n  ad  n  +  l  ad  quotvis  assurgere  licet 
modo  sequ.  Si  constet  de  numero  n  integror  uno 
«,  5,  c,  d ,  et  accedat  novus  e,  qui  sit  claritatis  gra¬ 
tia  =3  ;  erit  ioco  10  aut  e  aut  alia  iitera  ;  sit  pri¬ 
us  e  loco  lo.  Erit  a  b  c  d  ezzze  a  b  c  d  (multiplicati¬ 
onem  a  dextra  sinistrorsum  peragendo);  sit  enim 
abcd~ P;  erit  eabcdzzz 3P  ,  de  vero=  ed~3d=d‘{‘d 
-\-d\  et  multiplicando  per  sequens  e,  prodibunt 
3  eiusmodi  imagines  ,  quarum  una  solum  fuisset  , 
si  e  non  adfuisset  ;  et  idem  continuando  usque  ad 


( /  n  ) 

prodibunt  abcd+abcd+abcd=:  3P  ;  prodit  autem 
(per  hyp)  P  ex  abcd  quocunque  ordine  ;  itaque 
si  factor  (^-f  l)tus  primum  vel  ultimum  locum  te¬ 
neat,  utcunque  permutentur  ceteri,  factum  idem 
est.  Sit  iam  quaevis  alia  ex  gr.  c  loco  primo  ;  re¬ 
liquae  numero  n ,  utvis  dispositae ,  idem  factum 
dant,  ac  si  e  loco  ultimo  esset;  erit  igitur  factum 
et  tum  3P» 

Imo  utcunque  discerpta  factorum  imagine  ,  factum 
idem  est.  Sit  ex  gr.  ab— oc,  cde^z[ 3;  est  a|3/=: 
abcdef.  Ponatur  enim  a  ad  finem;  erit  cdefr^zbd. 
efab  (multiplicationem  item  a  dextra  incipiendo); 
est  vero  cdefa^acdef^  ita  afc de^z affi zz: a j3/ ;  inde 
semper  ad  uno  plura  concludendo  patet,  quicun¬ 
que  e  factoribus  post  se  invicem  ponantur ,  ut  hoc 

pacto  novi  factores  a,  p - exoriantur,  vel  omnes 

vel  aliqui,  et  hos\utvis  dispositos  factum  idem  dare. 

Verum  etiamsi  non  fuerint  integri \  factum  idem 
erit .  Sint  prius  2  factores  a ,  b.  Aut  4  est  uterque 
cum  unitate  commensurabilis ,  aut  non  ;  si  non  , 
aut  unus  tantum,  aut  neuter  est.  Mensuratis  quoad  1, 

a' 

sit  in  casu  Imo,  (pro  n  integris)  «=  - — ,  b= 

,  in  2do  a~  —  yl=  ~  +(*<  in  3tio  «*= 

+  (z  J  ,  6  =  — - 1-  (#<  —  );  et  constru- 

antur  schemata  (  §  28.  )  pro  2  posterioribus  ;  (pri¬ 
us  enim  ex  (  XX.  30  4o  )  etiam  liquet).  Sit  pri- 
tis  b  multiplicator ,  dein  multiplicandus,  et  n,u 

I 

sint  in  singulis  4  casibus  ^  ,  m  vero  sit  b'  ubi 
b  (et  a!  ubi  a)  multiplicator  est ,  v  autem  sit  i- 

ubi  a}  (  ~~  tibi  b)  multiplicandus  est.  Erit  (par  f  28.) 


(  ?2  ) 


n  .  1  5'.  1  y  n  .  a  If.  a 

:I5  6;  —=<35,  —  / — y  6.  a 


ti'JL 

n 

n .  1 


71 

n .  1 


71 

__  a' Jl 

”1  5  /* 

t 

=1, 


n 

n  •  fi  t 

z=z  a ;  -~*-=(5 , 

n  5 


»  B  •  ® 
n^6> 


71 

a''jfi^ 

71 

bf.  <* 


«.  5 


——  N— 5  . « 

n 


n 


1, 


a 


.J^ 

n 


ti  •  fi  ,  # 

«*  — r=fl,  - 


n 


71 


a .  £ 


Est  vero  (substitutis  valoribus) 


£'.  «  — fi 


71 


n 


m 


2  prioribus 


V  a'  — a',  v  +  t  )  — 

V  7in  n 


art 


n 


,  in  2  po¬ 


sterioribus  autem  est— b\  *i — -f  —  ) 

v  /i/i  n  7in  n 


fi'z — a't 


;  ubi 


’  —  manent  integro  quodam 


n  n  n  n 

minora ;  secus  enim  a ,  b  continerent  unitatem  omni 

dabili  pluries;  (est  nempe  azz  a  +  (.«  ==  ve! 


n 


/ — \  o)\  itaque  differentia  utraque  a— \  o  (imo.  2do)  > 
conseq.  ( 4to. )  2  priora  facta  sunt  aequalia ,  et 
pariter  2  posteriora. 

Est  etiam 
b'  r  a'  % 


a 

n 


b'a' 

7in 


quia 


b '  a 


71 


+ 

7171 


n 


\  adeoque  pro  a  incommensurabili 


differentia  v 


b' 


71 


O)  quia  (ut  antea)  —  <  inte 

71 


gro  ^erto  manet,  %  vero  A — v  0  ;  itaque  differen- 
/f°  (imo.),  aut  =o  pro  z  =o  ;  conseq.  CPer 


4to.) 


a!V 


7171 


vel 


'fi' 


7  n  °  0 

ab  ;  atque  factum  aut 


aut  huius  limes  unicus  (XXIII.)  est. 

^  ^  et,  *luotvis  a(I  uno  plura  progredi¬ 


endo;  si  - 


S 

////--•  ii 


vel 


ab  -  -  -  g\  etiamsi  no- 
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vos  h  accedat,  (retinendo  modum  demonstratio- 

N  .  a'b' - fh*  r  -K- 

nis)  erit  — — - 2 —  =  vei  ab - g  h.  IS  am 

'  u  u - n  n 

alb'  dicatur  a,  et  nn-~~n  sit  p,  et  ab--- g 

a  h! 


a 

sit  y;  erit  vel/'-— \  y,  et 


P  n 


:yel  yh. 


Si  a’b’  -  -  -  g'  aliter  ordinentur,  manifesto  etiam 
a  dextra  literae  eiusdem  nominis  eodem  ordine  va¬ 
lebunt;  et  cum  factores  integri  utvis  permutati  fa¬ 
ctum  idem  dent;  yatet  factores  quotvis  (etsi  omnes 
incommensurabiles  sint)  quo  cunque  ordine  factum 
idem  dare.  Interim  factum  e  commensurabili  et 
incommensurabili  incommensurabile,  ex  incommen¬ 
surabilibus  vero  et  commensurabile  et  incommen¬ 
surabile  esse  posse  facile  patet;  ex  gr.  inferius  \/ 2. 
|/ 2  —  2 ,  et  j/3  .  [X 2—j/ 6  ,  et  \X  2 ,  \/  3  ,  6  in¬ 
commensurabilia  esse  mox  dicetur. 

IQwo  Sed  a  ( excepto  si  o  sit)  cum  nullo  factore 
b  +  c  (pro  c  non  o)  factum  illi ,  quod  cum  b  pro- 

b'  a 

ducit 3=le  efficit.  Nam  in  schemate  Imo  pro  - —  zzz  vel 


n 


vel  \  ab 


A—\  prodiret  b\  ~ 

Crescit  vero  — —  sine  fine,  manens  tamen  certo  in* 

tegro  minus  (ut  in  9),  adeoqtie  gaudet  limite 

n 

(VI.)  ;  sit  is  /;  erit  (per  XXV.2.)  ^  ^  ° 


n 


n 


hrc 


n 


crescit, 


vel  \  ab^c /,  l  vero  non  est  o;  nam 

non  fit  quovis  dabili  minus. 

limo.  Si  .rrrvei  'w- \  et  y  a— n  h  ;  tum 

ab.  Nam  sit  &=:a-i-uy  y^zb+%^  atque  (ut 


V 


n 


in  9no)  »  sit—  n  +  r^X~ —  «f  ^  adeoque  #=  v— — ) 
"vs+r  ,  y^%  ~~  Jnrt+s\  ubi  cum  *>#•,*,$/ 


K 


(  74  ) 


ponatur  p  a— "■n  o  pro  z+r ,  et  q  a-*^  o  pro  tf-fs; 
et  construantur  schemata  (ut  in  praec);  a"  pro  d+d 
et  b"  pro  b'+X'  ponendo;  erit  j>ro  quibusvis  certis 
valoribus  ipsorum  #*,  y\  et  ipsorum  vices 

1  y 


n.a",  ~r*>  zr  subeuntibus. 

1  *  n  n 

« .  1  t  d\  1 

—  rl,  ■ —  /-««'-s  a?  ; 

n  ’  n  ? 


?/ 


«"  y 

n 


Ubi  item 


r/'  ^ 


/i— y*. 

(“  e  praec)  a— v  o  ;  nam  substi* 
tutis  valoribus,  erit  lioc=(^'+w')  (— ~ ^  +  .JLj) 

n  n  n 

dbl  _  dV  t  ^  ^ 

*r cA*—— '  7  — ubi  manifesto 


nn  '  "  '  nn  -  ~  n 

d  .  d+d 

“5  ita  — —  -5  atque  — - —  manet  {  ut  in  praec. y 


n 


n 


n 


K  certo  integro ,  q  vero  o  ita  etiam  ^  A***s  o 

n 


dum  a  5  nam  tum  co o  ;  ita 


X' 


n 


A-^-n  o 


dum  i ;  eritque  differentia  (XXV, 1,2,)  0 

conseq  etiam  xy  (seu  per  praec  y  x)  a— v  a6 
nempe  pro  dato  quovis  integro  N,  potest  tale  x 

y,  n  accipi ,  ut  al—xy  -<  sit. 


$i  x~a,  tum  45=0,  ct  idem  patet.  Unde  etiam 
de  quotvis  ad  uno  plura  (ut  supra)  progrediendo  ; 
/  evidens  lit  ,  quotvis  factorum  nd  limites  tendeh- 
tium  ^  facti  limitem  esse  factum  limitum . 

.  12mo.  Si  A  per  B  dividendum  sit,  erit  quotus 

q  unicus  ( excepto  si  divisor  o  sit);  et  —  —  g 

2  5 

que  A=Sq,  et  -  .  B  =A  ,  item  —  =  A.-- 

q  q  * 


y» 
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ry 

Blensuretur  enim  A  per  B  ,  sitque  — - 


m 


v  5  et 


nv~ vel/^s,  Aj  ac  construatur  schema  f§  28.)?  erit 

1  B  v  f  ~ 

(pro  n^m  integris,  et  )• 

fz  •  I?  -i 

B,  — =vel 


m 


m 


t  ei  A— \  q  ; 


m,  B 


%  i 


m.  1  _ j  n  .1 

m  -  m  x  '  m  "7  m 

i 

A—\  A;  ubi  q  dari  constat  ex  (XXII. et  patet 

A  A 

ex  (§  27.),  esse  q=  ,  et  A,  et— $  ne¬ 
que  B  cum  ullo  factore  alio  factum  A  efficit,  etsi 
loco  2do  stet  (10.);  item  cum  idem  q  per  B  mul¬ 
tiplicatum  ,  sit=A,  est  (in  casu  incommensurabi- 

A 

litatis  quoque)-g—,B= A.  , 


Quod  vero 


retur  1  per  q  et  sit 


B  sit= 
M.  q 


A.1 


n 


patet  sic.  Mensu- 
1 ;  erit  schema  seq. 


n  »1  M.  1 

n  ^ 5 


n 


q__  M.£_  _  , 

n  '  q  9  n  n  ’ 

nempe  loco  2do  quotus  ex  1  per  q  diviso  prodit; 

multiplicetur  iam  A  per  —  ;  erit 

n.l  ,  M  .  I  1  n  .  A.  .  M  .  A  _  f  A  * 

h A— v  — .  —  =zA,.  ‘ —  /v-—V .  V-— 

»  q  9  n  5  w  q 

— B);  erat  enim  superius  A^B#,  adeoque 


n 


MB?  _  BI^  rMr/  ^ 

sed  —  /^\  I ;  conseq.  v— .  B 


»  3  ^  n 

A-~\  B  (11,).  Patet  etiam  B:Aesse= 


MA 
-T  ) 

!•  A- 

1  ’  B  * 


13mo.  mu^zvel  a— >  B9  ?iw~A  ,  atque  piv 

—vel  B  ,  //«;=:  C  ;  A  :  B  =  C  s  D  adeo¬ 

que  proportio  ita  designari^  atque  si  B  :  A==Q  sit, 

X  * 


% 
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B  per  AQ,  et  D  per  CQ  exprimi  poterit.  Conver - 
sim  quoque  si  A  rB^CiD,  aut  B=AQ  et  D=CQ; 
proportio  est. 

Nam  mensurato  A  per  B,  construatur  schema 


divisionis 

(pi 

0  A :  Bzr^  , 

et  pro 

B : 

A= 

:Q=  • 

i 

in  praec). 

? 

m .  1 

n  . 

1 

m .  B 

ir»  n 

.B 

n 

5 

m 

y; 

711 

B, 

m 

*  N 

A; 

n .  I 

m . 

1 

A->  Q. 

n.  A 

m 

.  A 

m  5 

71 

n 

d 

n 

■  / - s 

B; 

n 

Nempe 

A. 

m 

^  n  7nu 
m 

\ 

— 

(pro 

Bzsm«4 

■«)> 

ubi  item 

n 

m 

manet  <C  certo  integro  (ut  s 

jupra) 

,  d 

vero  adeoque  et  ©(XXY.l.).  Est  igitur  in 

tu 

hoc  casu  q~  A  :  B  ,  et  idem  q  prodit  pro  C  ;  D  , 
cum  (ut  antea)  q  unicum  sit*  Si  co=o  sit,  tum 

n  AC 

pro  /— ,  erit  ==  ,  et  q=  —  =  -^  =  -5  . 

Conversim  quoque  ,  si  A  :  B  =  <p=C  :  D  ;  propor¬ 
tio  est.  Nam  si  q  loco  2do  stet,  schema  prius  esse 

debeg;  ubi  patet  esse  m — b/?  *A.=vel  /■>— n  A$ 
adeoque  ,  Ktdsssvei  A— ■>  A  (pro  tiz± 


ita  pi  o  C  y  D5  prodit  mv'=l}  5  et  ««'3=: vel  ^ 

(pro  t>'=  -D  ). 

m 


Patet  etiam  e  schemate  2do;  quod  si  proportii 
sit  ,  Q  sit  quotus  ex  B  per  A  ,  et  pariter  ex  D  pe 
C  divisis  ;  atque  B=AQ ,  D=CQ.  Conversim  s 
B  A  Q  sit ,  schema  posterius  esse  debet  ;  parite 

si  D=CQ  ;  adeoque  cum  sit  A  - — ~n  *  A-  ^  ~ 

■n 


ve 


n 


11 


(  ^7  ) 

-  . r,  n  C  ~  ^  m  C  , 

;  —  2 — C,  et  —  =vel  A— I>;  propor¬ 

tio  est. 

Si  q  loco  3tio  stet ;  tum  quoque  factorem  alte- 
xum  eundem  esse  oportet.  (10). 

14o  Si  x  A  n  y  b ,  et  nec  y  nec  6  ^  o 

tUrn  ^  ^T0  y  '*  v  ~7~  •  Nam  denotationibus 

(11.)  retentis ,  construantur  schemata  divisionum  , 

quotis  A,  B,  C,  D  pro 

b\  1 
b' 


a  x  a  x  _ .  . 

b'  HTi-J*  y(llCtlsEnt 


1  b’.  b 

’  b’  / — '  A*  4'  =^> 


(l 


b 


b\J 

br' 

V.  1 


"  1 


a  « 

d  >  & 


B 

B> 


b* 
■".b 


a 


7T  A— \  # 


6"' 

3".  1 


b,r 


ci' .  I  -  y  a',  y 

:1>  ^  71 — v  7/7=^ ;  "P  A-V  <3f 

1  _ _  6".  y  a".  y 

1 »  E"  D’  y  ’  H'  /^s  x 


Nempe  (in  limo)  erat  x= 

b".  1  , 

+P  ,  et  —  +  q  — 


u".  1 
n 

b'+\' 

n 


+  jp 


«'+ 


co 


n 


+^;  indo  dum  x 


certum  (omnino  determinatum  aliquod)  cum  ei  re¬ 
spondente  y  dividitur,  juxta  integros  b ",  a"  con¬ 
strui  schema  potest  ,  pro  m,  w,  v  accipiendo  5", 


7,*>  ;  quod  vero  semel  prodit,  ei  inaequa* 


b"  b 


le  nullo  alio  modo  prodire  potest  (  10.  ).  Si  vero 
in  aliqua  linea  alicubi=loco  a--'  est,  in  tota  linea 
==est  (p.  65),  et  tum  quoque  facile  patet.  Consi* 
derentur  singulorum  ad  limitem  B,  vel  C  vel  D 


Ut  1 

tendentium,  differentiae  (ab  ^  quod  A~>  A= 
necnon  eoium  quae  ad  «,  x  tendere  dicuntur,  dif- 


a  v 
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ferentiae  ab  Est  ^ 


a'  b  a*  r  b'  .  £ 


a[ 

n 


&'  ,  N 

Hr&)  est  « — — 


(■ M-  4.  JLY 

^  nb'  +  A' 


-b  fLt  cnius  differentia  ab  (a^-  4  vU4  ^  . 

b’  5  K  71  '  b 

n  1/  t 

quod  ' — >  o(ut  supra).  Ita  est!7r~ —  («'+“')(  ~6'+T) 


o-fra  )  . t ,  cuius  differentia  ab# 


Q. 


o'+ 


quia/),#  ^ 

.  /  a' -beo' 

lmv 


o,et  ——manet  certo  finito  minus, (se¬ 


cus  enim 


b' 


n  -x — */?):( — -  z=zl—t)  quovis  integro 

maius  fieret,  et  hoc  ab  eo  omni  dabili  pluries  con- 
tinerctur).  Ita  =*  +  ’cums  dif' 

.  T  ✓  a'  ,  \  a'  r1  1  .  . 

ferentia  ab  (  azz  ~~  -fsj  est  z —  ^7,  ^/,ubi  item 


n 


q ,  «  o  ,  et  (uc  prius)  fitjjpjj  manet  integro  quo¬ 
dam  minus,  adeoquc  differentia  (ut supra)/ — v  o. 

.  j  a"y  («'+w')/  b,JtV  . 

Atque  demum  ( — - b/),  cuius dxf- 

„  .  1  /  «'-fw'  ,  of+w' 

ferentia  ab  (#=-:  — - - b /) )  est  /)—  £7-7^7.?, 


ubi 


,  a,Jr  eo'  .  %  . 

item  /?,  ^  /— ^  o,  et  p-p^,  manet  (ufe  prius)  integro 

quodam  minus.  Consequenter  tendentiae  4torum  ad 
limitem  rite  positae,  et  A,B,  C,  D  quoti  et  qui¬ 
dem  unici  sunt  (  10.  )  exceptione  ibidem  facta. 
Sunt  autem  A,  B,  C,  D  aequalia*  JNam  (pro  a  ,  p  , 


A,  k 


o )  est  A^=  ~  B^ 


4' 


-bP,  C: 


J! 


a  1  1  _  a  ,  ~  _  a  —b  u)f 

~  -rh*  u=z  pr  atque  D— A=  7777,  +  k 


b'+X' 


t 


1 


a' 


b' 


a 
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a'6—a'X’  ,  ,  a'  X' 

$\d'+V)’+*:  “5  Utl  „  b',  ■ 

5' 

et 


6‘ 


a 


\  Oy 

ma- 


idum  «,  ac  y/ — >  ^q^-vero  ^  i<+v 

i  net  <  certo  integro  ;  itaque  differentia  ista  a-~\  o  , 
quia  et  k ,  a  o;  pariter  quotorum  ceterorum  li- 

,  /jf 

mites  ipsi  esse  aequales  patet. 

4? 

*XXVI.  in  praec.  schem.  Imo,  divisor  £  non  erafc 
o  ;  si  tamen  y  non  sit  quidem  o  sed/— o;  mani¬ 
feste  quotus  omni  dabili  maior  fiet :  ponatur  nem- 

y 


pe  in  sch*  3tio  c xy  fieri  ^  fiet 


a  y  nsy 

5  *ta~ 

n  %  bn  nb 

que  er  af  fiet  na\  et  ex  — -  fiet  — -  ,  quod  si  n 

00 ,  fiet  omni  dabili  maius.  Et  bine  sensu 

(p.  38)  fit  r  =  00  . 
o 

Ita  si  y  crescat ,  fiatque  tiy  ex  y ;  fiet  ^~t  ex 

b"y  afnu  a  , 

5  ac  — /^ya\  et  loco  2do  fiet^//?  quod  A— *\  o, 

si  /*  /"-^.CO  ;et  nb,t.~~fr,i^=z  i  ?  atque— —  rro,  sensu 
(p.38). 

Posset  quidem  definitio  ita  extendi  ,  ut  omnia 

haec,  aiiaque  comprehendantur ;  si  quid  elegantiae 

simplici  labem  aliquam  adferre  deposceret. 

Quaestio  alia  est  \  si  tam  x  quam  y ^ — n  o.  num 

$  ,  ’  1 
—  limite  et  quonam  gaudeat  ?  Ex  gr  sit  #=  —  et 

.  I  *  t  x  n~hl  ■*  .  • 

qJ —  — r~r’  es|  =r— — ,  quod  Jl,  si  n  /s-^\( 

n-ti  y  n  y  15  Vf 

1  1 

00  ,  quamvis  tunc  — ,  -r—  / — n  o .  Etiam  tunc 

n  «t1 


(  80  ) 


3? 

quidem  verum  est  ,  limitem  ipsius - esse  quoto 

limitum  aequalem;  in  quantum  -^-—cuilibet  (§  32); 

sed  quisnam  sit  valorum  innumerabilium  quae¬ 
situs,  infra  dicetur.  De  casu  tantum  maximi  mo- 

A. _ 


menti  speciali ,  ubi 


y  r^\  o 


1  ,  aliquid  heic 


praevie  addere  libet. 

*  XXVII.  Si  lege  certa  simul  variatorum  u, 

plura  occurrant,  simultanea  intelligantur , 
et  maioritas  sensu  (§  21.)  accipiatur. 

k — v  l ,  id  est  pro  quovis  utvis  mag- 


Imo  Si 


i* 


u 


u  1 

no  N  dentur  talia  u\  ut  -77 - 1  sit  <  jr  jtum 


*  u  J 

r/-^-  <  et  u—ufC  Ilinc  si  u—u'  di¬ 


catur  w,  datur  ,  et  tum  N »<«',  atque 

^  1 


N 


2 do  Si  ~~ 7  1;  etiam  -1 —  1.  Erat  enim 


u'  '  u 

u — uf- "«5  adeoque  u~u,JrM  et  u’zzz  u — co  ;  itaque 

J  u - «  u1  - CO 

U 


u 

u 


-  et 


— co 

77 ~rM  »  Sed  ?/>Na?.  ita- 
w  u  ~r  w  1 

que  «'+■«>  (N — i)w5  (etsi  co  et  ^'oppossita  essent). 

est,  et  cum  N  utvis 


Consequenter  — - —  < 

*  M .!  -4—  r.\  - 


augere  liceat, 


u'  • ir  co 

u' 

u 


IV 


-1 

o . 


3tio  Si  co'  pro  dato  quovis  N  potest  <  fieri 


u 

ac  — ; 
u 


1;  tunc  etiam 


u  -f-  co' 


U 


1.  Nam 


w  +  co1 


u 
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f/- f-M-f-©'  -  .  -  «+»' 

;  unde  subtracto  1,  manet  -  :t"  ;  sed 


u 


u 


0  ^  » 

'  ,  A— ~\  o  fex  Imo),  et  »'  -<  _  ,  adeoque — -  <! 

tl  i£ 


(j^r  =  J  \  quod  (p.  73)  A— n  o; 


N  u 

U 

u 


nam 


JL 

N 


05  d*  &j' 


>  M'  y»  ^  W  J  U3 

A— n  o  ,  — 1;  conseq.  (p.  69)  A-^  0« 


« 

4to.  Hinc  (per  2do )  etiam  - — . —  a-^n  1.  Imo 

,  WT® 

=-|»  ^ 

si  et  &<;  --fieri  potest;  etiam  — —  a-**\  1  fper 


N 


praec.). 


Ito.  Si  —V  A— l.  ac  — r 


c/  4-  ^ 

I ;  etiam  -7-7—7 
u-rw 


A-"\  1.  Nam  r— vf  dicaturi;  erit  — — “  —  - -—7—  ’ 

u  -f  v’  w  +«  i  . 


Unde  subtracto  1,  manet  -  sed  w<;  — -  ,ita  h 

u-tv  N 

fieri  (ex  Imo)  potest;  et  hinc  u7j^>  ^  (  cj^r 

+  £  ):(«'+,'),  i<l  ®Bt<(  4)fieri  P0* 

test.  Si  vero  de  eiusmodi  quotis  valet,  valet 

2)  -Sr 

etiam  de  ?u+l.  Sit  enim  (m*fl)tu®  -yV  1  e£  -~^r 

* 


4  ^ 
quod  ex  quotis  prodiit;  tum  qtioque^~-# 


a  c  •  «  %  v  1  „  . .  . 

Cto,  Si  —  ,  A-^n  1,  ac  —  A— *\  1;  efciaut  —j-f 
«'  5  i>#  7  e/V 


1.  Nam 


•  *ti  * 

tt  1?  ?/  *+•  C0  %  U*V* “4"  C3V/“f'  u,k'\~  «4* 


f/'©1 


*T  ^ 

L 


&V 


si-  *> 


(  82  y 

*  ,  .  .  -  *  ®vf+n,k+&k  a  £ 

unde  subtracto  I,  manet  - — —■ 7- —  ==  —  ,  -f — . : 

1  U  V  u  V* 

\.  ■  . 

Hh  “T7  ,  nuod  A— >  0;  nam  — r  A**>  0  (ex  Imo), ita 

?/?/  7  -*  '7 

J»  j  W  |  ^  .  mX  /> 

adeoque  cty- +  ~+ ^  o(p,  73). 

Et  hic  (ut  in  praec.)  de  m  ad  m-f  1  progredien¬ 
do  ,  patet  quotcunque  quotorum  ad  limitem  ten¬ 
dentium  factum,  ad  limitem  1  tendere. 

.»  tu 

a.  .  „w  a— n  1;  etiam  — • 

u  7  t?  ® 

T  •  W 

,  A-’-*  1.  Nam  tunc  etiam— -a-~n  l.consccr.— a— ^  1, 

uv  v 

XXYIXl.  Saepe  quotus  formae  — *  occurrit- 

nbc - 

sive  plitres  sive  pauciores  fuerint  superius  literae 
quam  inferius  ,  et  sive  omnes  commensurabiles  fue¬ 
rint  ,  sive  non,  utcunque  discerptis  permutatisque 
factoribus  superius  inferiusve  ,  quotus  idem  pro- 

...  „  &Sy  B  a  ...  G  a  y  *  1 

dii.  Ex  gr.  =  —  •— .  /rr  — 

afle  a  c6  c  0  0 


7mo»  Si  ~~7  A— n  1  ac  ^~7“ 

7  «? 


Nam  si  (pro  integris  d ,y\a’ ,b\c\n)  , 


-yap 


i 


W 

ft 


*  abe 
a. 


#1 

(P-  73),  ita 


a 

m  ’e"  ~ 

n 


A-®^  # ,  -  *  -  9  tum 


nnrt 


A-~v 

*  1»  etr(3y.  t/py 

000;  et  I  ( - •  “77“ — 

#///£  a  o  (*• 


£  .-£).(£  .££v/  -*(£:£  )'(—■—) 
n  n  ?t  *  /  /i  v  «  »  11 


(  y  a’  \ 
(  «  :  “) 


«  «  'U,  nnn  tmn  J  -  <060 

nempe  tot  n  prodibunt  nt  factores  superius,  quot 
inferius,  iis  qui  sub  literis  inferioribus  sunt  ,  su¬ 
pra,  cfc  iis  qui  sub  superioribus  sunt,  infra  caden¬ 
tibus  ;  atque  literae  superiores  accento  insignitae  con¬ 
stituunt  dividendum,  inferiores  divisorem/  adeoque 


(  ) 

utcunque  discerpantur ,  prodibit  quoto  ad  limitem 
dictum  tendenti  aequale.  Idem  ad  qnotvis  extendi 
patet. 

At  quaeritur ;  quidsi  integrorum  dictorum  qui¬ 
libet  aliquo  signorum  4-, — afficiantur? 

Imo.  — *■  gaudet  limite  w  vo  ;  nam  si  — r?  #«>, 

n  °  -  n 

*(*—  (— )  =  non  / — '  ' 

n  7t 

2do.  j3',  /  -  -  -  quocunque  signo  afficiatur  qnod- 
vis  eorum  ;  quovis  ordine  ,  signum  facti  idem  pro¬ 
dibit.  Nam  quae  signo  4-  gaudent,  factum  reliquo¬ 
rum  non  mutant,  quocunque  illa  inserantur^  itaque 
nonnisi  de  —  quaeritur;  si  numero  pari  adsit , 
cum  reliqui  utcunque  misceantur,  signum  non  mu¬ 
tent;  erit  factum  idem,  quam  si  post  omnia-f  po¬ 
nerentur  omnia  — ,  ita  si  praeter  signo  4-  gaudentia 
maneant  signo  — gaudentia  numero  inpari. 

3tio.  In  tali  quoto  vero  ,  (qui  sit  ex  gr.  — ,  ita 
si  +  sit  patet)  erunt  quoti  dicti,  (factores  partsaks 
novi)  aut  aliqui  signo  —  gaudentes,  aut  non;  in 
casu  primo ,  erunt  hi  aut  numero  pari  aut  impari; 
fit  vero  lioc  quoties  dividendi  divisorisque  signa 
contraria  sunt  ;  si  hoc  numero  pari  sit,  fac lum  di¬ 
videndorum  illorum  ,  et  factum  divisorum  illis  res¬ 
pondentium  signo  eodem  gaudebunt;  nam  ubi  di¬ 
videndus  4-  habet,  divisor  —  habere  debet ,  et  ubi 
is  4-,  hic  —  habet ,  ut  quotus  —  habeat  ;  adeoque  si 
4-  sit  numero  m,  et  —  numero  tri  superius,  erit  — 
numero  m.  et  4-  numero  mf  inferius;  et  si  m  par 
sit,  etiam  mr  par,  si  m  impar,  etiam  m'  impar  es¬ 
se  debet,  (ut  numerus  eorum  par  prodeat);  si  m 
par  sit,  factum  et  supra  et  infra  +  habebit  ,  si  m 
impar  sit,  factum  superius  ex  m'  prodibit  — ,  m?. 
ilens — etiam  per  m,  infra  pariter  ex  m  (impari) 
prodibit  — ,  manens  per  m*.  Signum  quoti  vero, -ex 
liis  quotis  tahquam  factoribus  prodeuntis  ,  per  fa- 
tores  reliquos  signo 4- gaudentes  relinquitur;  uti  et¬ 
iam  signum  facti  e  dividendis,  cum  signo  facti  e 

L  * 


1 


(  8*  ) 


divisoribus  manet  Idem ;  (nam  in  quovis  reli- 
quorum  supra  et  infra  signum  idem  est);  atque 
adeo  factum  superius  primum  per  factum  inferius 
primum  divisum  daret  -f  (contra  hyp);  quamobrem 
quoti  dicti  (ut  factores  partiales)  signo — -gaudentes, 
num«ro  pari  esse  nequeunt;  sunt  igitur  numero 
impari ,  et  tum  etiam  hoc  pacto  signum  — prodit. 
Beliqua  pariter  patent, 

XXIX,  Quod  [pag  43.)  potentia  possibilis  sit  , 
sive  commensurabile  sit  q  sive  non ,  et  sive  ►£<  sive 
>-« ;  patet  sic. 


l®o.  Si  q  integer  sit;  erit  ex  gr.  aa9  si 


aaaa 

aa 


A  A  A 

5=  —  (seu  aa^=z  A);  et  dicitur(per  def)  a  3- 1  =A, 

s  3i?_ 

afque  a^=z  A  (  seu  brevius  \/ A)  ;  ita  A4'2 

—  m  _t 

-a  ^  —  (X A.  Ita  pro  m  integro  >J<,  est  A=A  m 


m. 

ai  am  zzzX.  Est  etiam  ^(«w— A)=« . 

£5  •  b  brn  l 

m  vero  ~  ;  tum  a,™  — — —  ;  nam  tum  — - 

v  1  cm  •  c 

adeoque  tam  6  superius,  quam  c  inferius  (per  praec.) 

771 


m 


ponitur  «des.  Est  etiam  conversim  ^ 


1  ,L  • 
C  5 


h 

nam  (  —)  = 
x  c 


b171 

- - .. - 9 

QtU 


b /1h _ y/  b'rv 

gin  m 

y/c1* 


n,  rj  •  aaCt  AAA  jj  a  o  , 

fel  aa  —  A\  ?  adeoque  a~ A;  tum  ®  —  A 

i 

a1;  ety/a^za.  Patet  autem  quotcunque  fa¬ 
ctores  sive  ad  sirustram  sive  ad  dextram  adnecti 
posse  ,  dummodo  tam  superius  quam  inferius  nu¬ 
mero  eodem  sint* 


(  85  ) 


3-3 

3iio,  Si  (  seu  1=A),  tum  a*~L  c=ziT=a° 


a  a  A  A 

o 

etj/1  adeoque  quantitati  cuilibet. 

««  AAA  , 

- -  AAT  ’  <seu 

-2 


4to.  Si 


aaaa 


1  '  JLi 

A);  tum  «3-^ 


«a 


A  et  p/  A— 0  (per  def.)  ;  et 


A 


a  a 


JL 

2 


ad 


^  2  x 

eo  que  (per  Imo)  est  |/  A:= «;  nempe  a=\/  ~ 


p/  A. 


Si  vero 


aaaa  _  AAAAA 


«« 


4- 2 

5- 2”" 


AA 

2 
3 


5  (seu  aa—AAA)  ;  tum 


a 


5  O 

-A  a  ,et  ^A^#.  Ita  si 


2-4 


«a  .  AAAAA 
a««a  AA  ’ 
•—2 
~T 

a . 


(seu  —  A3)  ;  est  a5"2  =A —a 3  3  et  |/^ A 

5to  Sed  quaeritur,  mim  detur  tale  A?  ut  aa  = 
AAA  ?  nempe  num  pro  quovis  K  et  quovis  in¬ 
tegro  detur  tale  ut  — Iv  ?  SiK—usit,  tum 

patet  om  — K  esse.  Si  non;  tum  datur  tale  a?,  ut  a”1 
<CK,  et  tale  Z  ,  ut  Z7n;>K  sit  5  uam  accipiatur 

1  ,  1  ,  m  1- 

talis  integer  n  ,  ut  —  <K,  erit  ( — J 


m 


quod  <!  — < K  est;  item  pro  integro  N >  K,  est 

3V m  >  N  >  K.  Itaque  (pag  16)  datur  (Fig.  16)  a 
p  incipiendo  quantitate  usque  ad  N  J>K  crescente, 
punctum  aliquod  *,  intra  quod  quidvis  tale  est  , 
ut  id  quod  a  V  eousque  est,  ad  w  eleyaium  sit 
<K;  erit  que  in  *  aut  ultimum  tttte  ,  atu  frwn$*- 


(  86  ) 

non  tale.  Dicatur  a?'  id  quod  a  p  usque  in  *  est , 
erit  intra  #  quidvis  =  — co,  et  ultra  *  quidvis— a?' 

-f-co  (pro  x\  co,  >J<\ris  ).  Si  co  a-*"\  o;  tum  a^ltTco  A— 7v  x\ 

adeoque  (.v'irco)  (#'drco)  (p.  73),  et  (r'±r co)772 

/- — \  x,rn ;  atque  cum  #'+co  ultra  *  sit,  est  (a/d-co)772 
aut=aut  K.  Hinc  in  *  non  erit  ultimum  tale  5 
neque  primum  non  tale  ;  nam  si  ultimum  esset,  sQ 


x 


-K — 1\  si  primum  non  tale  esset,  sit  x'm  zz  K 
-f  c  (pro  6,'c  constantibus  ^<vis  );  erit  (cum  statim 
demonstretur ,  crescente  factore  crescere  factum , 

nisi  factor  aliquis  o  sit)  ,  (o;/+co)m^>^,/y2^>(4r' — co)-72; 
sit  illud  :zz  K  +  (>  ~o  vel  cuidam  ^<)  ,  et  ( x' — co)m 
=K — V;  adeoque  si  x' — b  ,  erit  (.v'-l-co)77J 
— -^,wz:K+X — (K — £)zzl~M;  quod  non  / — \  o, 
cum  utrum  que  >}<  et  b  constans  sit.  Si  vero  x,m~K-)r 
tum  x,m — (x' — co  K+c — (K — V)—  c+V,  quuod 

pariter  non  A -— \  o.  Est  igitur  xnn  neque  > neque 
<K,  adeoque  ipsi  K.  aequalis  est. 

6to.  Quod  crescente  factore  ,  crescat  f  actum  , 
adeoque  maius  ad  idem  m  elevatum  fiat  maius  ; 
patet  inde;  quod  si  manente  multiplicando  a,  sit 

m  + 1 


'  prius  multiplicator  —  +  (/?=vel  <C  —  dein 

4-(^'zzvel<  erit  factum  in  casu  primQ<X^  +u 

?v 


a 


in  posteriore  vero  zz  vel  maius ;  patet  vero  , 

quod  si  B  A  fuerit,  mensurato  quoad  1  utroque, 

1 

poterit  1  per  talem  integrum  n  dividi,  ut- — in  B 


saltem  uno  pluries  contineatur  ,*  alioquin  si  A=  ^ 

d"  (p  <!  "  ^  et  B  zz:  -f(//  <C  —),  et  n  a-^n  GO  , 

n  n  n 

Pt  P'  s — >  o  ,  et  A=zB.  Si  etiam  a  crescat,  mani. 


C  87  ) 

r 

*  *  \ 

festo  adhuc  magis  crescet  factum.  Unde  patet,  me 
ilis  ad  exponentem  integrum  elevatum  dare  maius. 
Ast  etiamsi  exponens  crescat,  maius  prodit. 

4 _  Jl 

Sit  enim  «3  et  «3  (denominatore  exponentium  pri¬ 
us  eodem);  erit  schema  (per  praec.) 

gf,  %  a  *  ct  •  a  et  a  .  a  %  ct  »  a  %  a 
xxx  »  xxx  •  xxx  .  xxx  xxx  .  xxx  .  xxx .  ###  .  ### 

nempe  quodvis  a=x.x.x^  et  primae  accipiendo, 

4  5 

erit  ,  et  xxxxx  =  «3  .  ubi  patet  unum 

factorem  x  accedere  ;  adeoque  si  x^>l,  maius 
prodire  ;  sed  x  nonnisi  tunc  fractio  vera  est  ,  si  a 
talis  sit ,  quia  si  x  fractio  vera  est ,  etiam  xxx 
talis,  et  adhuc  minor  erit. 

Possunt  vero  exponentes  (ut  fractiones)  ad  de¬ 
nominationem  ’ eandem  reduci  valore  immutato . 

i  ?■*>—* 

Sit  enim  a  3  xx.x,  nempe  aa~xxx\  erit  a  3*5 
iam~x;  nam  tum  a  2*5  m  xz'5  ,  quia  a  2,5  — 

/ 

aa  .  xaa  .  aa  »  .  aa  xxl 

■xxx  .  xxx  t  xxx  »  xxx  „  xxx ;  nempe  ponitur  5ies 

adeoque  *  ponitur  3 . 5ies. 

n  771.71 

HinC  etiam  (pro  integris  7ipn  est  an  rz  a  1  =a  "c 
Numeros  2,  3,  5  scilicet  quorumcunque  integrorum 
tJ<vonmi  vices  subire  manifestum  est. 

7mo.  Sit  prius  «  >{<,  et  (pro  integris  >}<vls  «}m)  sit 

~~  nempe  1  ==mu  ,  £===;m-f  (co  C  u )  ,  et 

o  ;  erit  crescente  sine  fine,  (pro  a  >0 


77-1- 1 

semper  a  m  >  a"* 

77f  1 

atque  a  m 


(per  praecedentia);  et  _L \> 

m 

fiat  n*  ex  f?,  et  w'  ex  w;  redu- 


t 


nm1  77171 ' 


cendo  ad  denominationem  eandem,  erit  amni'<^anini' 


nam  nrri^mri.  Crescit  igitur  Valor  A  ipsius  a 

n\X 


n 

m 


sine  fine,  manens  tamen<[primo  a  771 ,  itaque  a 


n 

//L 


n 


tendit  ad  limitem  aliquem  B,  dum  /^-v  q\  adeo* 

m  1 

■  •  '  g 

que  (per  de£)  est  B===«?,  et  a—\/B. 

n 

Si  a==  1  ,  manifesto  am  semper^zl  erit;  nam  an 

m 

=rl,  et  \/ 1=1,  quia  lnL  1;  et  A  non  ,  sed 
est=B==l  ,  et  cum  an  semper=BA/2,  atque— N  q-s 


est  ( per  def. )  a%  B  ,  Id  est  19  mi. 

Si  vero  a<C  1  sit  ;  tunc  crescente  - n -  decrescet 

f/* 


n 


am  ;  nam  si  a  fractio  vera  sit,  crescente  n  decre¬ 
scet  an  ,  atque  (ut  antea  ad  denominationem  ean¬ 


dem  reducendo  )  ,  erit  ei  \/~  amn[  < 


mrn 1 


mn\ 


mrn 


t 

j/  am  m ,  seu  amt  a”1  *  Decrescit  itaqtte  sine 
n 

fine  a rri ,  nunquam  tamen  fiens  o  ;  itaque  limite 
gaudet  ;  qui  (per  def.)  est  potentia  exponentis  Q 
ipsius  a . 

« 

),  a  ij«  sit  ;  erit 

a 

\ 

n  —  '  quod,  si  «Ol,  decrescit 


Si  q*+  sit,  et  (pro  ~  posito  — — 

m  m 


a  n=Ara,  nempe  datur  tale  A,  ut  “  =  ni* 

1 

mirum  A  =  m 

y  am 
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(cum  denominator  ctescat),  nunquam  tamen  fiens 
o  \  si  a~\  ,  semper  1  exit  ;  si  a  <  1  *  crescet  ma¬ 
nens  tamen  certo  finito  minus  ,  ctim  denominator 
limite  finito  gaudeat.  Unde  patet  et  hic  dari  po¬ 
tentiam  exponentis  g  ipsius  Hinc  etiam  ?  cum 

n  1 


— n 

m 


m 


q  ;  est  €$ 


Za~cP  et 


~q.  Unde  potentia  e  divisore  in  dividendum 
poni  potest,  exponente  in  oppositum  mutato.  Ex  gr. 
—  —ba' 

tt  ,  '  •.  .  , 

gYOi  Notatu  dignum  est ;  quod  quodvis  datum 

m 

N  et  quaevis  fractio  vera  /  sit ,  tam  j/^N,  quam 


*//  1 .  si  integer  m  A— *S  00.  Nam  quivis  in¬ 

teger  it  sit  ;  est  '(»+  i)^^>n2+2u ,  et  sKV*H/0>  hi 

4 -in**1  sit,  multiplicando  per  1,  erit  (^+ 1)^1 
^  w*fi  +0'+l)^*-  atque  adeo  («•+  l)m*>  nM -P 

>1  Pt  C+J  )"‘>(»^-  —  ),dividen- 
5  et  /g  v  n 


ffrjt 


fTtr 

patet.  Sed  m  adeOque  ■—  A-*\  G0,cUm 


do  pet'  n771"1 

f  n  \  170  ^  . 

H  maneat»  Ita (  —  )  <■  (  « +  *» 


«m 


X 


n  ^ 

iihi  —  A-*\ 
u  m 

9no.  '<$  •  <&  ~  Sit  enim  (pto  integris  «,»*, 

v  n  v 

Vj  ad  denom.  eandem  reducendo)  —  a-*\  et 


m 


Q »  erit  a m  A—N  a?5et « 


/z  v 


que  «  m  •  a  m*  A-*\  «2  •  •  Sit 

M 


at- 


a?m\Qi  ct 


f 
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JL  J—  .»■ 

lym  ;  erit  x—am,  y  ~  a  m  ,  et  xy  ~  a™  _am 

at'lue  xm  ym=x  an  a  v,  seu  (*y)"»-yi+vi  conseq.  x» 

n  “I*  v 


V 

771 


=  a  m  ,  quod  A-*\  * 


nam 


y  9  et~ 


» 

Q,  adeoque  (p.69) 


n  +  v 


m 


m 


^+Q,  Est  igitur 


«7  •  «<?*=  a^Q  (p.  74).  Si  »  aut  etiam  vwSit,pa- 
'ii ter  patet.  r 

,  aq 

Unde  etiam  ~jj  =.  a(l~Q  •  Nam  a@ .  a(J-Q  — 
«e  +  y—  <?  —  aq  . 

10mo.  Si  etan  "B"4 ,  tum  non  tantum 


J7Z 


m  - *  — - —  777  7» 

®  — B,  sed  etiam  B"  =  a  —  B  9  r>quia  ~~ 1 ! — ■* 

”  //i 

i 

At  etiam  si  — y,  est  «=B  7  ,  si  0?==B.  Nam 


»+J  ^  i 

~r»->r7>  -Jn-  ltaque  (p.  87)  « »»  >B>«  '»  .  et 

"i 

77Z  jyi  <  jyj 

hinc  «»t*>  Bm>  o»>  atque  ,  At  B"^1 

111* 


B  «  A-^  o;  adeoque  etiam  « — B  n  >  o  (p.*70), 

nempe  L_  -.<■  »» 

«  '  •  ?  ’  »+l  ~V  { — i  ojconseq, 

a~ B  ?  tp.  69). 

i_  * 

Hinc  etiam  si  B  7  ~a  eM  p  __  j  .  1  ,, 

’  est  B  =  a  '  q  =  »7;  i. 


ta  sive  «=  p/ B  sive  „  —  j>7T;  . 

Q  B  /  scribatur, perinde 


est 


C  91  ) 


m 


1  71 


limo.  Pro  integris  n^m  est(jXB)71  id  est  (B' 

7 

(B7*).  Nam  sit  B=&7%  adeo  que  z~Brn  =]/  %mn 


m 


m 


) 


% 


n. 


71 


71 


12mo.  (■— )  m 
C 


hn'"L  r  h  ,7iT  my  f  b.n 

“~^rr,  Nam  (~~)  7) 

on'm  c  € 


m  hn 
—  \/gk 


X 

y 


'si  6n?et  ym  zz  cn;  nam 


x 

y 


m 


n  n 

X"U  - -  - - -  rp 

.  Est  vero  tttnc  xzzb  m  ,  y=z  cm  adeo  que  — 
y"u  7  y 


sin 
fl?Z 

finim 


7i:m  n 

_  m‘  r  b  \ri  (  h  \'e~r~  n 

"T  '  ==(  — )  m  r  Si  vero  —  y 3 


^um  (— )' 


78 

m 


,  9  n  n 

A— \  '  ,  item  bm  A— \  5?  ,  et  c  “ 


(> — \c?i  conseq.  (pag.  77)  C— -  )7 


8?  T  b' 
— •  Ita  i/  TU 
c?  v  c 


9  ,  _3* 

i/  5  ???  1  (  h  \  n 

~  —  5  nempe  tum  *»,**/***-%  — atque  v  — ) 

2.  71  q  o 

y  c 

fomzn 

~  ;  unde  reliqua  patent. 


.772; 


'  n_  v  :  p 
X3tio  (a  w  ) 


nv 


a (pro  tij  m ,  v,  p  integris). 


m\7 


Nam  sit  a  zz  adeoque  j/  a 'zz  x  ,  erit  «72; 


m 


?/ 


78  V 

m 


xnm^ ,  et  $/  (nempe  a m  )  =  f/ 

72^  V 

itaque  (  a >  atque  p/C  »m  )  =[/ 

M  * 


i1 


(  W  ) 


nv 


mp  nv  mp  _ 

xnv~(i/ a)  (limo  )  —a711?  .  Unde  et« 


n 


v 

iara  »i  -**  ,  ct^ — 'w-v  »,  adeoque 

m  p  17  x  mp 


nv 


P 


n—  nv 
.  m,  q 

P(J  3  e*  a  f***\  a  ;  atque  a^p  A-~\  **  — -y#--  , 

n  ‘2±i 

>  £  ;  adeoque  a  m  i>  Q  m  •> 


aPrJ=ryi) 


Nam 


m 

v  -f*  I 


m 


ita  -  '  >» v<  ;  itaque  erit  etiam  m 

1*  P 


( 


1 


)v  +  l 

t* 


7£ 


Xa^ JJ  p>(a  rn  )  **  ,  (posito  aC>1  ,  p.ro  «  <?  1  esset 

(77+1)  (v-f-l)  ^  1' ^ 

Conseq.  &  mp  Z>(a9  )q>  a  in't  *> 
ebi  differentia  postremi  a  primo  Q  \  liara 

//v-f-  /j-p  v-{- 1  nv 


Hnp  ,  et  a  limite  eommuni  gaudenf  , 


■>  & 

(ut  ia  10)  ,  nam 


mp 


S^~\  o  ,  quia 


n 


m  *  p 


manet  finito  minus 


-i—  et  — -  vero  °*  Unde 


P 


m 


(pag.  70  0  m?  —(a?  )P/-~\  oy  et  (  pag.  69 )  cum 


nv 


a  mp  apq 3  est 


£ 


Hinc  etiam  =  «  h  .  Nam 


_i 

i 


=  G5 


5 

h 


Si  «<?1,  auf  exponens  uterque  .  (aut  unus  tan¬ 
tum,)  *-w fuerit ,  tum  quoque  omnia  minaus  mutau- 


(  93  ) 


1  ,9 


clis  (p.  88)  valent,  Ex  gr,  («'?)  C1^) 


-a 


a 


~~~W)',r Ita  Q«  a  ^  P  — «  P  =  «-P  j  nam 

?  1  I  i 

t 


-a 

«7 


p 

«•« 


P  ^  a  •  P 


;  atque 


etiam 
-P 


— P  P  i  i  —— 

o-P  =|/  a“  “l/  aa  =„«:p-  Ita  ®  13 

-p  —  P  1  p  1  P  JL 

|/®“*  s=  l/  <**  =  l/(l  t  ^  )=  |/«*  ““P 

1 

si  7- =7,  et  «*  iP  }  est  quoque  (o“)p 

J— 

—  j  ?  ,  seu  aP  =6,  seu  aM.,  Convmim  et- 

«  *_a  P 

i^ra  si  a  ?  est  a|3  1  pam  (a  P  )  =s  &P  > 

§eu  b/K 

loto.  («6c-  ^  B'  c?-  *  ■*.  Nam  % 

■  »> 

i  t  ■  < " 

v  m  tn 

(ut  supra)  ;  erit  (abc)  a*  zzz\/  (abc)n~ a^b11^1 
m 

/ gcnh  yin  %m  —xt/Zj  si ^zan^  xlll.)bn  zzym^cn^,  s^.Est 


n, 


n 


vero  uxui 

n  n  n 

Uk  ]  UL  ui 

(i  0  C 


n 

/n. 


m  ,  ui  no  i 

#  ~  a  ,  y=  l  i%=c  (  aaeoque  xyz 


(  abc  ) 


71 

m  ^ 
/ 


7% 

m 


A— \ 


qV  s  b 


7L 

m 


71 

m 


bc{ j  c  m  /—-n  c?;conseq»(«5£}?;==«W^ 


(  94  ) 


h  JL 

Unde  etiamjX (  abc  )  ==  (  ahc  )  &  =  q  h  frk 

h  X  X  h 
c  k  ~\A a.\/ b .  \/  c= |/ abc. 

I6to.  Si  a  m,  sit,  et—  a— v  q-  poterit  n  aut 

m,  aut  utrum  que  sive  par  sive  impar  accipi  sem- 

ner  prouti  visum  fuerit;  nam  aut  ~~  Ua 

m  5  m±^l  ’ 

7“~,  quoque  /■— n  q  (p.  70).  Si  n  par  sit ,  erit  an 

/ifr  JL  ' 


>f  >  et  si  m  quoque  par  sit ,  an:,n  duos  valores 
unum  *  aPerum  Labet ,  aljoquin  aequales;  si  m 
impar  sit,  unus  datur  vaior  ,  sed  ^  ad  nume¬ 
rum  imparem  elevatum  m  est.  8i  vero  n  impar  sit 

erit  a11  et  pro  m  impari  habet  unum  va- 
iorem  ^vum,  at  »i»vum  non,  quia  huius  potentia  if*, 
non  est. 

Si  igitur  q  incommensurabile  sit ,  2  valoribus 
gaudet  acl  aequalibus,  uno  >J<Y0  altero  m  Y0 ;  sive 

i4  sive  ‘  sit  si  vero  £=  et  n  impar  ,  at¬ 

que  «»-<5  et  m  quoque  impar  sit,  unus  erit  vaior 
et  quidem  ;  sed  si  pro  n  impari  m  par  sit,  nec 
>J<  nec  m  vaior  datur,  quod  ad  mumerum  parem 
elevatum,  ^  sit.  Dicuntur  eiusiriodi  quantitates  ima¬ 
ginariae  4  ut  [/ —4;  nempe  tam  Hb2  quam  —  2  per 
se  multiplicatum  fit  +4  non  —  i. 

_  XXX.  At  priusquam  de  imaginariis  'ageretur , 
sit  fas  de  logarithmo  elementari  ad  quem  (p.  43) 
conceptus  potentiae  deduxerat,  et  hic  aliquid  re- 
lerre. 

Imo.  Si  basis  ^^>-vel<^  l  sit  (pag.  43)  quomodo 
re  periatur  pro  quovis  P  tale  p  ,  ut  aP  —  P  sit  , 
mira  dicetur.  Patet  autem  ,  si  1  sumeretur  , 

crescente  ij«  p  ,  decrescere  atP  et  crescere  crescen- 


/ 

V 


95  ) 


te— P'  Log  az±L  1,  quia  log.  Iro,  quia 

a°  =1* 

2doi  Si  aF  ~P  et  acl  =^Q;  tum  />==]0g.  P,  etq~ 
log.  Q  (quoad  basim  eandem  Q)  ;  atque  etiam  g'P^fi 
i~z  PQ.  (  9no  }5  er  p-\-q  =  log  P  +  Jog  Q=iiog(PQ>* 
Unde  (de  n  ad  n-\- 1  progrediendo)  log.  fac li= sum¬ 
mae  logatithmorum  factorum  Et  vicis  sim,  quan¬ 
titas  ,  cuius  iog.  est  p-\-q.  ,est  aP.  ai---,  nempe 
haec  ftalis  est,  cuius  iog.  est  +  ^ -- -  Si  q~ o,  est 

Q=i* 

3tio.  Qum«^:«2: 


P ;  Q  —  dP“^  sit,  (  9no  )  ,  at¬ 
que  p*— q  sit  log  (P  :  Q) ;  est  log.  quoti ,  differen¬ 
tia  logi  divisoris  a  logi  dividendi;  nempe  log 

=  log  P  —iog  Q.  Et  vicissim  quantitas ,  cuius  log 
~zp — q ,  est  aP  :  aP'  Hinc  fractionis  verae  log  hh 
est ,  et  logarithmo  h*  vo  respondens  quantitas  fra- 

=r:  log  2  — log  3-;  et 


isti 6  Vera,  esi ;  nam  iog 


2_ 

3 


Conversa  (p.  87)  quOque  valet,  nempe  etiam  !i dem 
if*  et  >  1  ad  maius  elevandum  est,  ut  ;>  prodeat; 
quia  ad<^  elevatum  dat<*ad— dat  Et  Vicissim**  vo 
fractio  vera  respondet ;  nempe  si  a  ad — h  eleve¬ 
tur  (pro  &  >J<yo)  ,  id  est  si  ^  1  per  at  dividatur, 
(p.89);  est  vero  d^>  1,  et  a  etiam  »Ji  ,  et^>l$ 
nam  1^=^1 ,  et  si  a^>  1,  etiam  1. 

ito.  (aiO^rzzPtf—  aPcl  (l3tio).  Itaque  log  poten _ 
tiae  est  ^  logarithmo  quantitatis  elevandae  p(*r 

exponentem  multiplicato .  Nam  pqezzlog  P^=^log 
P.  Et  vicissim  quantitas  ,  pq  tanquam  loga - 

rithmo  respondens  est=P^*  Hinc  log  P  4~  2 log  Q 
=  logP.  Q2,  et  log  P  —  3log  Q==  Iog(  -q3). 

P 


5to. 


\/  {oPY 


-a 


^  =\/ P.  Est  vero 


.iog  p 

q 
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q 

log0/P>  Itaque  quotus  e  logaritlimo  quantitati f 
e  qua  radix  extrahenda  est ,  /Jer  exponentem  ra * 
dicalem  diviso  ,  log.  radicis  quaesitae .  Et  Vi- 

W  p  (7 

cissim  quantitas  *  cuius  log*  est  est  j/P- 

6to.  HinC  etiam  si  pro  basi  quavis  aliqua ,  da¬ 
ti  sint  logarithmi ;  jpro  quovis  a  reperitur  tale  xy 
ut  a x^itdato  p  $  nempe  (  4to  )  #  log*  a— log.  p  * 

iog.p. 


log.ct 


adeoque  (per  log.  &  dividendo  litrinque)  est  .r= 

De  hisce  operationum  commodis  inferius  plura* 
Quum  pro  exponentibus  integris  manifestum  esset 
in  multiplicatione  addi ,  in  divisione  ^subtrahi ,  jft 

elevatione  multiplicari,  in  radice  (ex  gr*  inj/a  6) 

dividi  :  idem  ad  exponentem  fractum  extendero 
pronum  erat;  atque  tum  quaestione  ( p.  43)  pro* 
posita ,  satagere ,  ut  Compendiis  his  numeri  omnes 
subjiciantur. 

Notandum  adhuc  est;  quod  si  basis  iogarithmiea 

2 

a  *£,  1  (  ex  gr.  -^  )  poneretur;  pro  q  »§«  et 06  5 

1  l 

$  ■  f  . 

ium  o5  (patet  ex  8vo  );  adeoque  (sensu 

p.38)  log.  0  esset  i«  00  ?  Uti  pro  basi  i^ra,  est  m 
00  .  Pro  ^==1  fit  potentia  ipsa  basis  ,  et  prO 

y=±o  ,  fit  1;  postea  VerO  cresCCnte  exponente  mvo 
in  00  9  m<*  GO  .  De  logarithmo  elementa- 

ri  ac  sublimiori  adhuc  quaedam  palilo  inferius 
dicenda  erunt.  . 

Xllii  Ad  oinhes  istas  operationes  autem  Uni¬ 
tatem  determinatam  ,  eandemque  pro  omnibus,  sup® 
positam  esse  dictum  supra  est.  At  quaestio  oritur* 
qiiidsi  alia  Unitas  poneretur  ?  idemne  maneret * 
ant  in  'quem  mutaretur  expressionis  valor  i  aut 


{  97  ) 


expressiones  quoad  diversas  unitates  factae  quo¬ 
modo  ad  eandem  reduci  queant  ? 

Quantitates  (uti  certum  tempus,  certa  recta  £/,), 
quarum  uuitas  u  talis  in  intuitu  exhiberi  potest  , 
ut  non  aliud,  nisi  quod—  u  est,  pro  illo  casu  uni¬ 
tas  esse  queat,  concretas ,  easque  generales  sive 
abstractas  dicere  licet,  quae  cuivis  unitati  sed  nul¬ 
li  exclusive  appcrtinent;  nempe  in  quo  conveniunt 
plura  (quovis  quoad  suam  unitatem  relato);  ex  gr* 

—  dici  de  quovis  potest ,  quod  suae  unitatis  3tiaut 

bis  continet;  hoc  sensu  est  (p*  3 7  )  quotus  ex  gr* 
e  2  pedibus  per  3  pedes  divisis  unicus,  ciim 'alio* 
quin  quidvis  quod  suae  unitatis  3tiain  bis  continet 
quotus  sit.  Si  quant.  abstracta  sit  multiplicator  a-ut 
divisor,  utcunque  mutata  multiplicandi  (di viden¬ 
di  ve)  Unitate,  resultatum  idem  est;  fimo  etiamsi 
abstracta  multiplicetur  per  concretam  ,  si  in  boo 
casu  expressio  prodiens  seinper  ad  unitatem  con¬ 
cretae  referatur  ,  resultatum  idem  manet;  ex  gr. 
si  a  denotet  5  pedes ,  sitque  prius  unitas 

,  .  m  .  2  __  2.5'  ___  5.'2'_2.5.2‘  V  . 

dem  sit  U— ~  ’  enty.  a—  y  y- — —y  y* 

itaque  factores  abstracti,  ubivis  occurrant,  factum 
non  mutant;  idem  est  si  in  divisore  occurrat  ab* 

2  ,2 

stracta  ;  nam  a:  ~ —  zr  a  .  (1  ;  — Concreta  per  con- 

cretam  homogeneam  divisa  quoque  ,  utcunque  mu¬ 
tata  Unitate  quotum  eundem  dat  ;  sed  si  in  divi¬ 
sore  plures  factores  concreti  sint  ,  quam  in  divi¬ 
dendo  ,  ex  gr.  sit  atque  unitas  sit  u ,  resuita- 

tum  manebit  idem  ,  si  supra  quodvis  tale  concre¬ 


tum  (ut  c)  ponatur  «/,  ut  sit 


a  3  u 


ahc  * 


ita  si  sit  ex  gr. 


_2 

"c 

mu  tata 


et  ponatur 
unitate 


2  u 


,  manebit,  valor  idem,  alloqui n 


mutatur.  At  quaeritur }  quomodo 

N 
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factum  concretorum  mutetur  unitate  mutata?  et 
idem  eciam  ad  quotos  quorum  et  dividendus  et 
divisor  factum  e  factoribus  concretis  est ,  applica¬ 
ri  poterit. 

•Exprimantur  quantitates  concretae  a  et  b  prius 
quoad  ,  tum  quoad  unitatem  ex  u  iu  X}~ku 

mutatam  ;  sit  que  ^  vel  A-*"'  U  ;  et 

P 

bfu 


a'u 


gris  v,  p,  a\  h\  n  ),  —  ve  i  A— \ 


n 


.  p«'U  p^'U 

ent  - ~vel  a--n  «z,  et 


:vel 


U  zz  VU  et  tum 

P  v 


v/i 


pTJ 


=  u  ,  aut  U 


Vu 

p 


Ito  mte« 
vel  A— ~\  £  ; 
nam  aut 

A-4^  o  et 


multiplicando  per  ~~  <C  finito  certo  ,  etiam 

(U- 


il 

V 


o. 


vu.  pU 

— )  seu  —  — u  ^ 

p  '  v 

Si  iam  a  per  l  quoad  u~  1  dividendum  sit,  exit 

(a!u  .  h'n  a'  *  ,  ®  , 

- —  —  -jTJ=  vel  A-^\  y~  ;  et  operatione  quo- 

n  n  o  a 

,  tt  r  ..  .  ■«  p^U  p«D 

ad  II— 1  facta  quoque  erit  idem,  nempe  ( 


vu 


vn 


V 


vel  A— N 


a 


6 


(ad  instar  p.  77)  ;  itaque  nec 


eiusmodi  factores,  ut  a  factum  mutant. 

*  ^  *. 

At  si  factores  numero  m  singuli  quantitates  con¬ 
cretae  et  homogeneae  sint,  ex  gr.  ahc - ;  atque 

factum  quoad  u^l  sit  f?  factum  quoad  U~l  —  ku 


sit  F  ;  erit  /—  F.  k 


m-l 


f 


ubi  k  3  m 


,  et  F—  7  t  , 

5  —  fc/n—  1  j 

quantitates  abstractae  adeoque  expressiones  deter¬ 
minata  e  sunt. 

Unde  etiam  am  (quoad  f/— Ijest—//"-1*  «'"  (quoad 


1=1),  atque  om(quoad  L=l)  est; 


am( q  u  o  ad  u  — ;  1 


^//4“  A 


Constructis  tam  quoad  w— 1 ,  quam  quoad  Uc=l 
schematibus  patet;  (etsi  pro  /'-""n,  stet  =) 

n  ,  u  _  b '  u  »•  ® 

■  — .  6? 


nv 


■  U  — >  1  5 


=U=1, 


n 

b’p.  U 


nv 


b; 


n 

»V'  « 
nv 


b*  a  » 

f* 


0 


/IV 


prius  factum  quoad  u — I ,  posterius  quoad  U=;l 

,  jx  ,  1  wb'a 

est;  sed  vel  — -  ,  itaque  - 

V  fi  VJl 


vel  / — n 


%  Si  novus  factor  eiusmodi  accedat,  manife- 


/ 

h 

stum  est ,  factum  istud  dentio  per  k  dividi  ;  adeo* 
que  si  3  factores  eiusmodi  sint ,  exponens  ipsius 
h  erit  2,  et  ulterius  (progrediendo  erit  exponens 
apud  m tum  factorem  m—  1 . 

Hinc  etiam  superius  pro  exponente  m  integro 
patet.  At  sit  exponens  q ;  erit  hic  aut  quantitas 

2 

abstracta  uti  aut  pariter  divisore  uzzl  subpo- 

gji 

sito  evadet  determinatum  ;  aut  erit  q  tantum 

u 

quantitas  concreta ,,  cuius  expressione  quoad  unita* 
talem  novam  mutata  ,  potentia  eatenus  quoque  mu¬ 
tatur.  Sit  prius  casus  prior  ;  dicaturque  r  valor 

ad  - —  quoad  «=1  elevato,  et  H 


qui  p 


u 


valor  qui  fit  elevatione  quoad  U=  ku^zl  facta;  erit 
l-q  r  q- 1 


R  —  r.  k  u  —  q-i.  ,  et  r  =  'R.iu  . 


//  Tt  * 

Sit  —  =g  (pro.  integris  n ,  m\  ,  seu  = — 5 
m  u  m 

fir 

inde  etiam  casus  quodsi  —  q  sequitur.  Erit 


m 


ni 


l/^ an  (quoad  1)  tunc  r,  et  quoad  U===iw~! 

N .  * 


f 

K 


100  ) 


/  -s 

erit  R;  est  vero  0ft(quoad  U — l ) - — -Sn  oa 1 ) : 

atque  rm  (quoad  uzn  1)  est^a7»  (quoad  w=b 

an  (quoad  U  —  1);  rm  (quoad  U=l)  vero  est  — 
kn~l  .un  (quoad  U  =s  I)—!  r  m  (quoad  «=!) 
jjn-\  ——  •_  -  (per 


k71'1  km~l 


praec}.  Hinc  dividendo  utrinque  per  m  ..  ^ 

k  k 

\rm  (quoad  L7=:l)=  km~n.  rm  (quoad  U=J  )  =®n 


est  r  .  k 

R  r  k 


e;  •  fi 

ai  - 

m 


l-K 

•  m 

n 

m  „ _ 

.(  /  n 
-  1/  a 

=  )  quoad  U : 

=:!. 

Conseq. 

1-9 

r 

7-1 

|.  V  ~ 

q-L  5 

et  R  £  74  . 

/>  w 

/1 

^  ri 

*  rk 

/— N 

X_  • 
?/  ’ 

tum  ^  *.•/» 

A9:u  = 

l~l  H 

rl  ct  tum  (R=  an:m )  /— \  a  “  ( quoad  U=  1 
facta  elevatione). 

Si  vero  quantitas  concreta  q  ex  gr.  recta  sit  ex¬ 
ponens,  muteturque  eius  expressio  imitata  unita¬ 
te  ,  ut  nempe  si  q  erat  nunc  pro  U— 

P  -  f?4V  1 


^  .=  1  ,  et  £  =  -  -  ,  atque  ex  -  -  flat  —  • 

P  u  ku  ’ 

_  <7. 

erit  quoad  U==c  1  elevando r=R  b  (quoad  TJ — 1 

i 

i-<7  ~ 

elevando),  seu  erit  — (ri  “  ^  (quoad  11=:?.  Nam 

. 

a  q  e/  i:f 

quoad  Urzl  elevando,  estRra,^  ,et  a  ''  =  a  u  ) 


(  ioi  >; 


n  (i  v 

(quoad  U).  Idem  patet ,  si  / — \  et 

f-'  *  ,  nempe  tum  ~  ■ — v  ^  ,  et  («  “** :  *"* 

*  4 

n  .  £_ .  £ 

=  a  *»  H  )  - - -  a  11  =■  «  'K 

Exempla'.  Sit  ^“3° ,  w=  i°,  Ur:  ^-5  erit 

r~a ^  =r  1°  (quoad  «»1)  ,  et  0?  (quoad  U=l)  est 
1 0 

a6  (quoad  ~—=l  facta  elevatione)  =:  32°  ;  cstque 

1  "2 

R=ra8(quoad ,Uz^l  facta  elevat ione)=~l°.(  — :4°, 

'  i  ’  1 

-  —  1 0 

atque  (R  *  =R2)  quoad  U=.-—  elevando  3  fit  ae- 

M 

19 

que  32°;  nempe  pro-— =1 5  et  factore  utroque 

2 

-  ]  0 

4°rr8  5  schema  est;  l.(  — zz:  1)^:1  ,  8.1^4°;  X.  4° 

2 

=  4°,  8.4°— 32°. 

*Ita  aequatio  omnium  linearum  2di  ordinis  inferi¬ 
us  (ubi  ad  repetitionem  evitandam  haec  citabuntur), 

•  x2 

pro  eo  ordinatis  rectangulis  erit  y2~x — ;p-3  adeo- 

•  .  ►— » a 

x2 

que  ordinata  y—i/(% — -rpr-),  ubi  unitas  ad  ra- 

«— 1  a 

dicis  extractionem  requisita  9  dicitur  parameter 
lineae;  a  sumitur  >J< ,  et  quod  ipsorum  +«, — 0, 
ponitur,  dicitur  axis  maior  lineae,  meditullium 
eius  centrum  audit ,  duplum  ordinatae  e  centro 
axis  minor ,  et  punctum  abscissae  e  quo  duplum 
ordinatae  est  =1=  parametro,  /om  vocatur,  ac  1  - 
cta  e  foco  ad  quodvis  lineae  punctum  radius  vecto. 


(  102  } 

Diciiur  "vero  linea  para6ola\  si  oo,  et  ex 

x — fiat  (p.  38)  ellypsis  si  ante  a  sit  +  , 

et  hyperbola  si  — -  sit^  Patebit  etiam  quamvis  coni 
verticaliter  producti  sectionem  cum  plano  ita 
exprimi  posse,  veluti  lineam  cuius  aequatio  su¬ 
perior  est,  quantumvis  sit  ay  et  quantavis  sit  uni¬ 
tas,  nempe  parameter,  lineam  eins  e  sectione  pla¬ 
ni  per  conum  produci. posse.  Si  a^=z 1=  parametro, 

v2 

linea  cuius  aequatio  est  y2~x — —  ^x+'x\  di- 
citur  hyperbola  aequilatera  ,  si  vero  -f ‘a  sit,  y 


x- 


■X' 


aequatio  circuli  erit  pro  diametro  —  axi  ma¬ 
iori  =1=  parametro., 

Si  iam  manente  linea  et  parametro,  unitas  alia 
periatur  ex  gr.  radius,  adeoque  priori  unitate  u  di-. 

cta,  sit  nova  unitas  u\  et  quaeratur 

v  M 

pro  eadem  abscissa  xy  eiusdem  ordinatae  y  expres¬ 
sio  quoad  U;  erit  idem  y~\/' (.v—  ) .  |/ 2(opera- 

JL 

tione  quoad  U=.:l  facta)  —  .  yf  2  = 

j/(2.r — xz)  (quoad  radi um =1 ,  sed:  qui  iam  para- 
meter  non  est,  aequatione  mutata).  Quod  i/(&’ — x2) 

A  ■  * 

(quoad  in  dictam  mut<  tur  patet  (e  praec)  ; 

|iam  recta  x=zx-  utcunque  mutetur  unitas,  at  ex 

;l)  ;  radix 


2 


u 


x  (quoad  u)r  fit  -  (quoad  U 

J-i 

2di  gradus  quoad  U=J  vero  nempe  R  multiplicari 

y~i  1  _i  1  r 

per  h  u 


1 N  JL-i  ,  ,  - 1  1 

.2^  2  =  )  2  =(11^  2  = 


de* 


bet  (per  antea  dicta).  Jta  si  5ta  pars  diametri  po¬ 
liatur  =  1 .  ,  idem  y  pro  eodem  x  erit  p/" (02— 

(operaiioiiQ.  (Mioad  U==  '  u~l  facta). 


5 
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Tro  abscissis  in  hyperbola  aequilatefa  ad  assym- 
ptotam  sumtis,  et  ordinatis  ad  assymptotam  aJ teram 

/  ^  (1 

~~~  —  (per  q  intelligendo 


parallelis  ,  est  y- 


x 


.q 


ordinatam  e  vertice  hyperbolae )  :  patet  vero  q 

»  x 

(per  dicta}  pro  quavis  unitate  madi  e  re,  it  aque  q~  1 
poni  potest;  quo  pacto  (ut  suo  loco  xlicetur)  ,  erit 
area  quaevis  inter  assymptotam,  hyperbolam  et  y, 
logarithmus  ( [naturalis  dictus)  abscissae  e  centro 
acceptae. 

In  teri  ni  altera  quaestio  est,  quanta  fiat  ordinata 
pro  eadem  abscissa  et  alia  parametro  ?  Erat  pro 

i  i 


-x 


2 


parabola  y  x  2  (quoad  u  —  1) ;  eritque  Y 

1  -i  i 

(quoad  ~{^k  2  “  h 2  )>x2  (  quoad 

wizzl);  nempe  ordinatae  pro  eadem  abscissa  in 
diversis  parabolis  sunt,  uti  radices  quadratae  pa¬ 
ram  etr  orum  ;  (in  eadem  vero  2dae  potentiae  ordi¬ 
natarum  sunt  ,  uti  abscissae)» 

* IjOgarithmus  etiam  quantitatis  concretae  P  quo¬ 
ad  unitatem  ex  u  in  fi  ===/<:?/—  I  'mutatam  repen- 
rt  potest.  Quivis  logarithmus  est  quoad  certam 
basim  et  certam  unitatem  ;  atque  dum  ex  az~ P 
conciuditur  (  p.  96 )  2loga~logP,  intelligitur  pro 

basi  a  et  V/=l  esse  dP  (quoad  w— ,  atque  a* 
(quoad  idem  //==1)  esse  —  P  ;  adeoque  zy==zlog  cc 

(quoad  basim  a  et  w=l)— logP.  Sit  eP  (  quoad  u 
=  l)=sP  ,  erit  jy=log  P  (quoad  basim  a  et  «=1)  ; 

a  \x 

sit  quantitas  abstracta  k ,  et  {^u  )  quoad  u — 1  )  — ~ 

P 


/  n  \ 
erit  x » log  ("T  '•  n) 


ku 


log 


au 


.  u  ),  seu  tr 


(log  a 


•fl' 


log  ku) 


log  ^ — *°§  (  P*  ^ 

log  P — •  lo^  kn 

quia  log  a=l  (ibidem);  bine  x (omnia 
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quod  basim  a  et  u— 1  inteliigendo)  ;  eritque 


n.u 


quoad  u  =  1  elevatum  =  -  u\  atque  tum  etiam 

liti 


ku 


&  P 

r— .  U  quoad  U— i  elevatum  ad  x  eritzr:  .Ufufc 

ku 


Statilii  patebit).  Est  vero U=«,  et  U  =s  P 

ku  ku 

(pro  U— ku)  Conseq  ax  (quoad  U=l)  est=P. 

Sit  nempe  (pro  casu  commensurabilitatis  ,  unde 

per  superiora  generaliter  patet)  k~~,  «=  p~ 

P  INI  V 

— et  (denotantibus,  a!,  N,  P',  v,  p}  »,  m 


P 


m 


vu 


«'p 


integros);  erit  —  —  ^  ;  ~~  =  ^  }  adeoque  si 

f  fl  N X  P  .  r  M  p  _ _  PV  v  771 

\~T-.u)  ~~ -  .  u  ,  erit  u)  ~  (  *~S.  u) 

ku  J  ku  Nv  V]\v  * 


ku  1  v  N  v 
n  .  P'p  . 


,  ■«>  \  "  /4  F  \  "" 

seu  ( )  .  «=  v  rsv j  w ; 


nempe  pro  «=2  fie- 


,  Nv*f#  ,  «V- 
ret  scii  em  a  ;  —  =«=1 , 

*  5  Nv 


«  Nv. 

«  r 


it*#  *  ’  (K7p 

«>  ,  ~  ,  fl>'P  \  J  -r»  . 

"_r  .  f/,  et  factum  est  (  -77—  ;  .  u.  Pariter  patet 

<Nv  V  Nv  1 

schema  idem  manere  ,  nonnisi  U— 1  in  locum  ipsi- 

,  .  Nv.  U  ¥T  ,  ^  ^  H  .  «'p  \  n 

us  u  posito,  ut  sit  =L’=1.  Est  hinc^  ~.U  ) 

=  ("§£ ,ltJ  )  ”Vpr°  U=l)  ,  adeoque  (  )  m  = 


“-.U,  id  est  (  ~^~.U  )  =;  -i- -*'U  (quoad  U— 1). 

1'  V  fili  /i  fi 

1 

Ex  gr.  Sit  prius  */=  1,'et  kzzz  —  ,  «=X0//,  P= 

1 U 

100//  ;  erit  a2—  ICO//— P  ,  atque  lo§  P  (pro  «=1  et 
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basi  a)  ~2u  ,  log  ku—o —  log  lOu  =  — 1»  ,  quia  l#f 

„  los  P — lQg  hu 2 // — f—  1 «) 3« 

„=1;  adeoque  —5^  ~  I77=<=I^_2«; 

3 

est  vero  a2  (quoad  U==i)  =  j/" JOOO 000 U= 1000  U 

=rlOO'.w  =  P. 

XXXI-  Si  quod  vis  aut  h^ex  aliquo  •+  B  specte¬ 
tur:  re  alit  as  ipsius  a ,  prouti  quoad  4~ 1  vel  ——1  mul¬ 
tiplicatum  per  se, producat  £*  11,  multiplicationi  qu o- 
-fl  1  innixa  dicitur;  et  ob  determinationem 
hanc,  (uti  >£,—  §  10)  nova  oriuntur  nomina.  Nempe 

Unitas  (pag.3l)  arbitrarie  >{<v;a  accipitur,  et|/  4 
nonnisi  propter  multiplicationem  huic  hypothesi 
innixam,  caret  realitate  :  quidsi  unitas  ^  ponere¬ 
tur  ?  manifesto  (ut  p.  35)  signa  aequalia  darent  — , 
et  inaequalia  darent  -K  Sit  igitur  fas  ,  ea  quorum 
realitas  multiplicationi  quoad +1  innititur,  rea» 
lia  quoad  +1  (breviter  realia) ,  illa  vero  quorum 
realitas  multiplicationi  quoad — 1  innixa  est,  realia 
quoad — 1,  sive  pure  imaginaria  dicere.  \/'-—a  po¬ 
test  re  ale  esse,  si  «denotet  ex  gr. — -4.  Insigniantur 
realia  quoad — 1  puncto  subposito;  exgr»  *4 

~  ,  \/  4=3^2 ;  atque  realia  quoad — -1  seorsim 
addita ,  cum  summa  realium  quoad  dr  1,  connexa 
non  commixta  efficiant  summam  (pag.  25)  cx  gr* 
24-1 — 3—1 — 1.  Dicitur  hoc(latius)  imaginarium. 

*  me  > 

Quantitates  imaginarias  et  fractos  exponentes  !?^ 
Cartes  introduxit;  coque  plurimum  ad  generalita- 
tem  elegantiamque  contulit  ,  campumque  ad  nova 
invenienda  patefecit.  Quem  in  finem ,  ut  operatio* 
«ei  sub  velo  generalitatis  continuari  queant,  nec  in 
quantum  fieri  potest,  generalitas  exui  debeat;  sequen* 
tes  regulae  ponuntur  ,  multiplicationis  quoque  con¬ 
ceptu  eatenus  extenso  (p.  35).  Manent  quidem  et* 
iam  alioquin  casns  generalitatis  exuendae,  ubi  nem¬ 
pe  (aliis  verbis)  generalitas,  non  perfecta  sed  cum 
exceptione  certa  est;  ex  gr.  ex  eo  quod  ba=ca  , 
non  sequitur  pro  quibusvis  valoribus,  esse  c  ^ 
si  nempe  a=o  *  &==2  ,  c= 3  (pag. 37). 

O 

*  -  / 
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,  ?  \a 

Imo.  Pro  duobus  eiusmodi  factoribus,  quorum 
neuter  est  summa  e  reaii  quoad  +1  et  reali  quo¬ 
ad —1  ;  multiplicatio  tunc  et  nonnisi  tunc  institua¬ 
tur  quoad  —  I,  si  uterque  factor  quoad — l  realis 
sit;  adeoque  si  alteruter  quoad  +1  realis  sit,  multi¬ 
plicatio  quoad -fl  fiat  Ex  gr.  2.3=6. 

2do*  Determinatio  quoad  re  alit  ai  em  ,  facti,  et 
.multiplicandi  eadem  (vei  diversa}  sit,  prouti  mul¬ 
tiplicatoris  et  unitatis  eadem  vel  diversa  est  (ad- 
instar  legis  determinationum  w  pag  35);  9. 

— 9— i;  3.i73=  —  32,  iuxta  schema  —  1,  273;  ±T35 
—3.3.  Accipi  vero  aut  ubique  +  3  debet,  aut  ubi¬ 
que  -  3  ;  quod  de  aliis  quoque  imaginibus—  libus 
tenendum  est;  at  4.|^9  potest  esse  2.Hh3. 

3tio.  Unde  si  in  facto  occurrat  — 1  ut  factor 
pluries;  pro  quovis  pari  numero  factoris  =  1 

ponatur  — 1  ;  et  quod  hoc  pacto  manet  aut  prodit, 
illud  per  factum  coefficientium  multiplicatum  ac¬ 
cipiatur  pro  facto.  Si  non  alius  coefficiens  adsit, 
-fl  ipsius  1  ,  et  —  1  ipsius—  [X— 1  pro  tali 
reputetur.  Quivis  factor  vero  ita  expressus  cogite¬ 
tur  (quod  fieri  posse  patebit),  ut  radicis  ex— X  nul¬ 
libi  binario  altior  exponens  sit.  Hinc — lq/—  I 
—  "H«  Ite  gula  3  ex  2  prioribus  fluit. 

Atque  iam  hoc  pacto  diciiur  F  factum  expres¬ 
sionum  E  et  e  (absque  eo  ut  mentio  multiplicatio¬ 
nis  respectivae  quoad  -f  X  aut  —X  fieret);  si  pro  quo¬ 
vis  valore  Q'-fQ  ipsius  E,  et  pro  quovis  valore 

9* +  9  ipsius  e,  gaudeat  F  valore  tali,  qui  sit  = 
summae  omnis  cuiusvis  ipsorum  Q'  et  Q  per  quod¬ 
vis  ipsorum  f  et  q  iuxta  regulas  plane  praescri¬ 
ptae  multiplicatorum;  nec  F  alium  valorem  habeat. 
Quo  conceptus  multiplicationis  26)  extenditur , 
fit  que  generalis  primitivum  conceptum  continens. 

Si  quivis  terminus  quantitatis  complexae  C  per 
quemvis  alterius  e  iuxta*!’ egulas  dicendas  multiplice* 
Usr  ;  demonstrabitur  factorum  partialium  summam 
esse  facto  ex  C  et  c  aequalem. 


Expressionum  multarum  plures  valores  dantur : 
quamobiem  aequalitatis  earum  casus  strictius  deter¬ 
minandus  est.  1  habet  2  valores,  nempe  4“1  et 

3  _ |  . /■—3 

• — 1,  ita  f/  X  habet  3  valores,  nempe  l5et  - — — - % 

" _ I _ j/. _ 3 

atque  — - - — — ,  seu  si  radix  *$<va  ex  3  dicatur 

— -1  —  1 

a,  erunt  valores  1,  et  — x  4-»:2,  ac  — ^ — a:2,quo- 


rnm  quivis  per  regulas  dictas  ad  3  elevatus  dat 
1  (ut  statirn  patebit).  Ita  pro  integro  m  et  xrnt^l 

m 

~io  ,  seu  xm=  ^1  ,  seu  xxx.  \/  ^.1  ,  totidem  nec 
plures  valores  dari  dicetur  ,  quorum  quilibet  ipsi 
x  .salva  aequatione  substitui  potest*,  uti  in  x* — I 
—  0  quilibet  valorum  trium  dictorum.  Ita  2  valo- 
res  sunt  (nempe  2  et' 3),  quorum  quivis  in  x% — ox 
4-6=0  in  locum  ipsius  x  positus  valorem  expres¬ 
sionis  ad  o  reducit;  ubi  notandum,  :quod  si  dica¬ 
tur,  quantitatem  aliquam  Q: — ;2  talem  esse,  cuiin 
Stuplum  2dam  potentiam  senario  superet ,  minime 
asseratur  quidvis  quod  tale  est,  ipsi  Q  =  esse.  Po^ 
test  autem  aut  y=)z  denotare,  cuivis  vale¬ 

ri  ipsius  &  dari  valorem  ipsius  y  aequalem;  z(~  )q 
vero  potest  significare,  cuivis  valori  cuiusvis  ipso¬ 
rum  q  dari  valorem  alterius  aequalem.  Ex  gr. 
*  i  4  ^  ^  l  ^ 

1  (— |/  1 ,  ita  1  ^  =  I  4  ,  sed  1  2  non  (— )  1  4  \ 

4 

nans  j/ 1  habet  duos  valores  1  et  —1  ,  1  vero 

habet  4  Valores  nempe  i1!  ,  et  i“(/ — 1»  Inierim 
inde  ,  quod  x^y  et  z{—y  ,  non  sequitur  ,  dari  ul¬ 
lum  valorem  ipsius  x  valori  ulli  ipsius  %  aequa¬ 
lem;  possunt  enim  valores  ipsius  ss  plane  illis  va- 
loribus  ipsius  y  aequales  esse  ,  quos  y  praeter  va¬ 
lores  valoribus  ipsius  x  .  aequales  (p.  15)  -habet; 
sed  si  x(^y  l( ,  tum  x(zr.%,  E  contextu  etsi  a- 
liud  signum  hau-d  adoptetur  A  quo  sensu  vendat  =: 
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perspici  potest.  Radix  realis  insigniatur  stellula  sub 
j/  posita. 

Estque  Imo.  l/ — 4=q/4.|/ — 1  =  2^/ — 1=^2 
nam  2.7fl  —/2,  (per  schema  2,7^2 ,  vel  1,2; 

271 , 27  2),  Patet  per  1  et  2,  e  quo  fluit  3.  Nempe  per 
schemata  (27l)2^  pro  n  pari  est  -fl,  pro  impari 

est — 1  ,  ac  (27l)2;i.±ri  pro  n  pari  est  1  ,  pro  n  im- 

•  •  • 

pari  — 1  .  Sit  factum  /  e  factoribus  realibus  ,  hoc 

accedentibus  quotvis  factoribus  — 1  manet,  nisi 
quod  si  unus  tantum  sit  (ubivis),  in  j7/,  per  adhuc 

unum  in — -/.tum  inZJ./  dein  in  ///  varietur,  p/ — 4. 
\/ — M  =  )  |/4.|/ — l.j/ 9.j/ — 1,  (per  1,2,3,)= — 1. 

f/4.9=  iTi/4.9,  quiaj/4.9—  ±*6  ,  et-— 1.  ±-6=+16; 
*/— 4.|/9— p/ 4.j/— 1.  1/9=1/ 4 . 9  .  [/— 1  =r  £  6. 

lino  si  «= — 4  $it,  etiam  tura  j/ — «=j/ a.j/- — 1 
=l/  ( — 4)j/ — 1=|/  4.p/ — i  .1^- — l=j/  4.  Unde  6 

qualiavis  reafia  denotent  ,  est  [/ «.5/  $=}/ at¬ 
que  de  quotvis  ad  uno  plura  concludere  fas  est. 

*  2do.  Sed  valet  idem  etiam  generaliter  :  nempe 
denotante  P  ^vum,  exprimitur  radix  imaginaria  ex 

2  n 

P,  generaliter  (pro  integro  ii)  per  j/ —  P;  atque 
2/2  2/2  2/2 

l/ — P  (— )  j/P.p/ — 1.  Potest  enim  quivis  valor 

« 

2/2 

ipsius  j/ — 1  per  «+5j/ — 1  exprimi  ,  denotanti¬ 
bus  a^b  realia  (Jiaud  excluso  o)  ;  quod  breviter 
huc  adhectere  fas  sit(post  Trig.  facile  intelligendum) 
*  Est(cos  «  +  p/ — 1*  sin  «J2— (cos  #)2  +  2  cos  a.  sin  «p/ 
— 1  — (sin  «)2=C0S  2«4-|/ — 1.  sin  2^;  atque  si  cos  ma 
+  (/ — 1  sin  wa  percosa-fj/ — 1 .  sin  a  multiplicetur, 
fit  cos  ma. cos  j/  —  1.  sin  ma  .  cos  «+ j/  —  1  •  sina  cos 
ma  —  $in  ma, sin  a^=  cos  (m-h  l) a  -f-j/  —  1.  sin  (w+l)«; 
«eu  (pro  quovis  integro  n)  cos  a-f-j/ —  1*  sio  a — (cos 

—  4- 1  /  1  .  ^  \  /2  .  n.a 

t|/ — l.sin —  )  ;  (nam  —  ). 


(  109  ) 

Ponatur  iam  prius  1=  cos  a  +|/r ^1*  slnot;  fieri  hoc 
pot est  ,  si ,  sin  et  —  o  ,  et  cos  ctizz  1  ;  quod  fit  si  a=: 
£  2*  (pro  integro  p,  haud  excluso  o,  et  n=  dimi¬ 
diae  peripheriae  pro  radio  1)  ;  substituendo  itaque 

ipsi  p  iptegros  o,  1 ,  -  -  n —  1  5  exhibebit  cos 


-f y/ — l.sin  radices  mi  gradus  ipsius  1,  nu¬ 

mero  71. 

Ita  poni  potest  cos  a+i/— 1.  sin  — 1  ?  procos* 

—  — 1  et  sin  a=o  ;  quod  fit  pro  +  w  ;  adeo- 

que  substituendo  ipsi  p  hic  quoque  o,  I,  2--  n — 1 
prodibunt  ipsius  — 1  radices  gradus  mi  numero  n\ 
erunt  vero  manifesto  duae  tantum  radices  ipsius  I 
reaies  pro  n  pari,  et  una  pro  impari,  ipsius — I 
vero  una  realis  pro  n  impari  ,  omn.es  aliae  radi¬ 
ces  vero  ipsius  i"  1  erunt  sub  formam  dictam  a  +  b 
— 1  venientes  ;  nam  terminus  prior  in  expressio¬ 
ne  utraque  reale  est ,  alter  vero  factum  e  reali  in 
j/ — 1  est. 

Nulla  vero  est,  radicum  dictarum  ipsius  ±Tl  ulli 
alii  earundem  plane  aequalis ,  quamvis  in  paria 
(a  signis  abstrahendo  aequalia)  dispesci  possint.  Sit 
nimirum  n  prius  par  ex  gr.  6,  tum  sit  impar  ex  gr. 

.  .  '  j  2  2 

5;  erit  -pro  casu  Imo  2lt,  -r~.  2*,—- -  .2*, 

n  o  6  o 

4  5  12 

-£-.2*,  — jr*  .2i%;  pro  2do  vero,  o,  —  -  .2n,  — ~~.2tf, 

3  4 

—p  .  2n,  - — .  ;  in  casu  primo  est  n — 1~5,  atque 

O  3 

•  .2^-1 — *- .  2 n  =2^ ,  ita-^-.2tf  f  .  2*  =  2ir,  et 

ita  si  ntimcriis  par  n  quantusvis  esset ,  a  dictis  ex¬ 
tremis  aequi  distantium  summa  est  toti  periphe¬ 
riae  aequalis ;  usque  quo  ad  medium  perveniatur, 

Q 

(uti  hic  q  .  2*  est)  qui  semper  est.  Si  n  im- 


K  no  > 


par  sit  quoque  ,  idem  est  ,  praeterquam  quod  ibi 
medius  non  detur.  Sunt  vero  (in  Trig.)  sinus  ar¬ 
cuum  quorum  summa  -=  toti  peripheriae  ,  opposi¬ 
ti  (alsoqum  aequales)  ;  ita  cos  o  —I  et  cos  ^  — 1  in 
casu  primo  sunt  oppositi;  et  in  omni  casu  arcu 
a  o  ultra  crescente  ,  utrinque  aequidistautes  ef¬ 
ficere  2'  ^  facile  patet  ,  adeoque  manifestum  est 
omnes  radices  differre.  Piures  vero  esse  nequeunt 

nam  infra  probabitur  ut  xn  4-j3 zzo  sit,  nonni¬ 
si  n  vaiores  habere. 

Exempla  Pro  ,  et  r— 1/3  ,  adeoque  * — 3 

.  ,  3 

=  v  ;  erunt  vaiores  ipsius  sequ:  1, 


1  \  1  I  l 

*  2~  +  ”2fT 3 — ~2  ~~  2"  r  >  quorum  quivis  iu* 

xta  datas  regulas  multiplicando  elevatus  producit 

3 

1.  vaiores  ipsius  I  vero  sunt— 1,  JL  -f  JLr 

*  2  2  .* 

11  4 
2  *  *  Ita  vaiores  ipsius  sunt  1  ?  — 1  , 

— *  5~ — 1  5  (id  est£-l  et£l)  vaiores  ipsi- 
4 

U3  i/* — 1  autem  sunt-f  4^ _ Let 

1  1 

V  -  ^ - 77"  •  Pr0  1u°vis  integro  »  sinus  cosi- 


nusque  adeoque  radices  approximando  (quam  pro- 
xime)  exhiberi  possunt. 

m  m 

Hinc  si  sit  p\  erit  l^—V(~)p  («4.  j 

Erit  enim  |  —-!)'[  pm{a t h\^'~  j )m _ 

P.— 1— —p.  Namque  />2(a  +  ^_x)*  -  (ap+pb 
peracto  calculo  patet.  Si  vero  da  pta  po¬ 
tentia  valet,  de  (fi+ljta  quoque  vaiet:  nempe  tum 

/d4  (>+,'-K  — J)F  -=(vp+p6  \S—  i)?  ;  seu  brevius 


(  ni  ) 


pV  (A4-B|^-~l):r.A'j!?i5  +  pP  —  I ;  nimirum 

Qa~V  b\s^ — l)^  manifesto  nonnisi  e  factoribus  «, 
[X — 1  coaluit ,  ubi  {/'—X  in  nullo  termino  ut  fa¬ 
ctor  bis  manet  (per  3),  adest  praeterea  p  in  quo¬ 
vis  termino;  et  quovis  per  quemvis  multiplicato, 
exponens  ipsius  p  (prius  =  exponenti  elevationis  2) 
semper  uno  crescit  simul  [cum  hoc»  Unde  etiam 
patet  A-fB  \S" — 1  esse  A'4-B'J^—  i  ,  adeoque 
reale  =  reali,  et  imaginarium  imaginario;  et  hinc 

A— U. ,  et  Conseq.  etiam  pP’*"*(A+'BlS' — 1) 

(a+5  f  Wp*  l^—l)  (ap+pSIS*—  1); 

seu  p^  J~  ^  ( A«  4-  A by^ < — 1  +  oB  Is' *— l— -  B5)  pV*^  X 

A!  a +pv'Jrl  A' iis'—  1  +pP+ 1  aBV'—  1  —  />^+l 

m  x  m  m 

B£.  Est  igitur  etiam  et  P  z- 

m  m 

Is'  P.l^— 1. 
m 

v m  m  m  m  m  m 

Ita l^-P.  Is' Qs  i^p .  ic~  i  »^Q  ~K—  p  Q 

m  m  *  m 

Nam  si  y^  P  — i  per  — 1 ,  et  per 

'«+  P  — 1  exprimi  possit;  erit  (a+^h^— -i)”* 

(a+Pb^ — 1  )mzr :  (<sa  4“  #a  b^ — 1  +oP  1  —  fib  ')m* 
Est  enim  hoc  manifestum  pro  m~ peracto  calcu¬ 
lo  ;  valetque  de  quovis  exponente  p+1  si  de  p 

valet.  Sit  enim  (a+6  iS"—  1)^  =zA4-B  y^ —  X  ,  et 

(a+p  y^ «— l)^  rrA^-fB' 1,  atque  [(a+by^ — l) 

(ct-f-pU^ • — l)j  l^ziA"+B"|i/^—  1 9  (patet  nempe  in 
elevatione  ista,  ut  supra,  praeter  reale  nonnisi 
tale  manere  ,  cuius  unus  factor  realis  alter  — I 
est).  Erit  (per  hyp)  AA'-fAB'b^ — 1  +  A'B |/— I 
* — BB'r=:A//+i5//  b^ ■  — 1  ;  adeoque  partes  reales  ,  uti 
partes  imaginariae  utrinque  aequales  eruut;  nem® 
pe  AA^BB^A",  et  A'B+  AB'=B".  Multiplicentur 
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iam  A-fB*/—  1  per  1,  ut  prodeat  (a+6 

|/_X>)P+1,  et  multiplicetur  A'+BV^— -1  per  « 

-f/3  I/ — 1  ,  ut  prodeat  (a-f  j3//—  1)**“*“ 1  ,  ac  mul¬ 
tiplicentur  haec  2  facta  in  se  invicem  ;  atque  mul¬ 
tiplicetur  etiam  A"4-B'V^ — 1  per  ( a-^rbSs' ' — l) 
(a+p  — 1)  ,  ut  prodeat  huius  potentia  (p+l)ta; 
et  sub ti tuantur  ipsis  A",  B"  valores  supra  dicti;  cal¬ 
culo  peracto  ,  terminos  terminis  singillatim  aequa¬ 
les  esse  patebit. 

Potest  vero  de  quotvis  ad  uno  plura  pariter  con- 

71  71  71  71 

cludi;  ut  -  -  -  sit-  f/ ABC  -  -  (etsi  ima¬ 

ginaria  adfuerint). 

m  771  771  771 

Patet  veroj^" — P.p^Q  esse  (~)j/ — PQ.  Nam  \S 

rn  77i  m 

— P Q  habet  m  valores;  — P  seu  — 1  item 

* 

tn  valores  habet  ,  qui  per  quemvis  valorem  x  ipsi- 

m 

usf^Q  multiplicati  dant  m  valores,  quorum  qui¬ 
vis  ad  m  elevatus  —  < — PQ;  neque  si  per  aliud  x  fiat 
multiplicatio  ,  ullus  alius  valor  prodire  potest;  quia 
tum — PQ  plures  numero  m  radices  haberet.  Aliud  est, 

m  m 

si  id  tantum  constet,  esse  $(=  J^P,  et  yQ=l^  Q> 

m 

tum  sequitur  tantum  %y  (—  p^PQ. 

771 

3tio.  Atque  porro  sr  a=^x  ,  est  ar7n(=«,  adeo* 

m/l 

que  x  z=.  a  ;  conseq.  #(=  sed  non  a ";nam 

xm  ponitur  //ies  ut  factor  in  an  (id  est  «ies  posi¬ 
to  a),  et  x  ipsum  ponitur  mnies  ;  adeoque  x  adest 

mtt 

inter  valores  ipsiusl^o^,  sed  hoc  habet  valores  nu¬ 
mero  mn  ,  x  vero  nonnisi  m  valores  ,habet.  Patet 

m  771  71  771 

etiam  esse  x~  a  =  h^a^;ita  xn  a  n  5  a* 
n  77i  rnn  2.S 

deoque  x~\S  l /'an  •  Undep^—  1=) 
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nempe  \/  unum  valorem  =  — 1  habet. 

i  s 

Ita  *— 1  seu  ( — l)  2  (=  sed  non  (=)  ( — 1)  4  (seU 

4 

l/l)  ;  valores  nimirum  ipsius  — 1  suat  +1^ 

2 

— 1,  qui  inter  ipsius  (— -1)  4 , 4  valores, 1, — 1,  +  I 

— 1  adsunt;  sed  hic  praeter  illos  duo  adhuc  sunt. 

■ 

Non  tamen  hoc  pacto  reale  ex  imaginario  fiet:  ne- 

1  2_  i 

que  enim  scribitur  (— I)  2  fc )  ( — 1)  4  ,  uti  nec  1  2 

2  | 

~  u  - -  ■** 

(~)1  scribi  potest ;  sed  scribitur  tantum  (— l)  * 

2 

<=  (—i) 4  • 

*  4to  Quoad  elet  ationem  imaginariorum  ,  quaestio 

ad  — 1  redit.  Est  2 n  aut  potentia  ipsius  2  in¬ 
tegra  ,  aut  factura  e  tali  et  numero  impari  ;  nem¬ 
pe  si  non  formae  2.2-- -2  est  ,  aliquem  factorem 
imparem  esse  oportet. 

2  V 

l/- — 1  nonnisi  ad  m.2P  elevatum  dat  reale ,  et 
quidem  +1  pro  m  pari  ,  < — 1  pro  m  impari. 

2  P 

Nam  i/ — 1  est  ipsum  • — 1  praeposito  pies  signo 
elevetur  hoc  ad  2  ;  delebitur  unum  j/,  et  si 
quid  maneat,  item  ad  2  elevato,  item  Unum  {S* 
delebitur:  atque  denium  omnia  t^fquae  numero  p 
sunt)  nonnisi  operatione  pies  facta  delebuntur;  pro¬ 
di  bitqu  e — 1;  est  vero  tum  tota  prior  expressio 

ad  2 P  elevata.  Si  vero  idem  ad  2p  4*  1  elevetur’ 

2  P 

prodibit  —1.  — I)1,  si  ad  2P-f  2  elevetur,  fiet 

2  P 

—1.(1^ — 1)2?  et  ita  porro  dum  ad  2P  -f  2 P  eleva- 

P 


i 


(  H4  ) 


2  P 


tum,  fit — 1  ([/ — 1  YV  =  —1,  — '1— -f  1.  Ita  ele¬ 
vando  ad  3 . 2/  prodit  * — 1.- — I  -  ■ — ■  1  :zn:  * — 1  •  atque 
continuando  alternatim  prodeunt— -I  et  4-1,  pro¬ 
ut  i  cocffiticns  ipsius  impar  aut  par  erit ;  pro 
aliis  exponentibus  elevationis  autem  signum  *< 
cum  exponente  pan  ex— 1  haud  delebitur. 

m‘2P  ,  2/J  m 

Si  vero  m  sit  impar  ;  tum  1  =) 

o  P 

m 

,  nam  unus  vaior  ipsius  — i  est— Itadeo- 
m2P 

que  si  — 1  ad  2 P  elevetur,  gaudebit  nuo  valo- 
re  reali. 

•x  22 

Ex  gT.  (l^—iy=z  — I  ;  1)2  = 

3.2  3.2 

— X  ;  — 1  1^—  X  ,  adeoque(p^ — X)2— ) — X; 

23  4  5  2 

(X^— .1)*==  (  \SlS\S  —  I)2  =  */-—!;  (p>—  l)2  =,) 
— i  ;  et  ita  porro ,  exponenti  radicali  semper  bi¬ 
narium  addendo,  et  elevando  ad  2,  alternatim 
prodibunt  imaginarium  et  unus  vaior  realis. 

5to  Etiamsi  p,  q,  r-»-  potentiae  integrae  fue¬ 
rint  ipsius  %  et  p<2q<.r - adeoque  q=zp%  r~q'q 

^"W(/A  (/i  integras  potentias  ipsius  2  denotanti- 
P  q  r 

bus):|/ — jf.b^ — 1 .  — X  -  -  -  nullum  reale  dare 

potest. 

P  PP*  p* 

Sit  enim  1^— X .i/'—  1— &  ;  erit  xP  =  —  1.  K 


i'  p  p  r  r 

—1;  nam  xP~  .(l>" 

p 1  f 

p^—l)P  ^  Est  porro  {xP  ')P^xPP,=z(  —  l,^—  \)lA 
“C  1  )^  •  1=+1. — 1=  —1 5  (nam  p'  est  nurne- 

pp' 

rus  par)  ;  itaque  zrrr  — I  est  imaginarium;  nam 
PP'  est  par.  Si  vero  de  binis  factoribus  valet,  valet 


P 


P 


(  H5  ) 

de  tribus,  et  ita  de  quotvis  ad  uno  piares  ascender 

r 

re  licet.  Si  enim  novus  — 1  accedat;  erit  (sub- 

r  pp'  pp'q' 

stituendo)  x\^— P<— 1;  sit  hoc  y,  erit 

q'  ,  i 

yVjf  s=  —  l.  — i  ^  et  elevando  ad  q'  erit  yPP  % 

pp’  q' 

—  -f  1. — lzn — 1  ,  atque  y~ — 1  item  imaginari¬ 
um  est. 


*  6to  Radices  ipsius  — l^exponentis  2n  (pro  quo¬ 
vis  integro  n)  eaedem  quidem  cum  iis  ,  quas  for¬ 
mula  superior  pro  hoc  exponente  dat  ,  sed  alia 
Via  formaque  prodeunt. 

Paulo  inferius,  tradita  aequatione  quadratica  fa¬ 
cile  perspici  potest.  Occurrunt  nempe  expressiones 
formae  b)  ,  quod  simplicius  redditur  mo¬ 

do  sequ.  (et  ad  repetitionem  evitandam  post- 
aequ.  quadraticam  citabitur).  Si  ponatur  b} 

^{Stc+U^z,  atque  a~x+z demonstrabitur,  tam 
x  quam  z  habere  valorem ,  ut  substituendo,  aequa¬ 
tioni  utrique  satisfiat  ;  valores  quoque  statim  pro¬ 
dituros  tales  esse  patebit.  E  prima  aequ.  sequitur 
(elevando  ad  2);  z +  2  xz ,  et  sub¬ 

trahendo  a~x-\-z,  fiet  \S*' xz  ,  et  hinc  b = 

h 

&xz*  et  hinc  ..  zza — z\  (quia  «==a?+*)I;  unde 

/S  cv  v  a 


— 4&2;..  et  hinc..  z2~~ az-V 


b) 


■o ,  adeoque  z 


a 


+!/(-! 


1 


a 


b  N  ad-t^(a' — 5) 


) 


—  , atque  cum 


2  '  A  4  y  2 

sit  ,  quoque  datur. 

4 

Applicatur  hoc  pro  scopo  praesente  sic  :  j/ —  1 
— — l=i^(o'H>^ — 1),  ubi  b==.  — 1  ,  et  a=o  ; 

‘i/' ( ’ a>" — b)  '1  i 

adeoque - - — ~ —  ™*  —  "Tp* 


et  x- 


•a- 


2-5 


•*  P  * 


C  »16  ) 


4 


alque  z~V^ i_  4. 

'  -  2  2  2 
♦  V  .  t  I 

/ — 1 — (/  1  5  ita  [/ (t^  — — j/ — x)  hoc 

2  2 

pacto  prodit  =)/(—-  +  i-j^-L)  +,/(„L. 


1 


2 


23 


^  T  — i*  Unde  si  ulterius  quoque 

continuetur;  lex  formationis  perspicitur,  facile  de- 
24 

■**  1  ^  x 

monstranda.  / — i  erit  - j/(  — 4*  - 

2  2  2  2 


J-JX"  (  1  4-  JL  ./ 
2  2  ^  2  K 


i 

2“ 


)  • 


— I;  nimirum  quaevis  radix  exponentis  2n  ex 
— 1  ,  constat  ex  2  terminis  alioquin  aequalibus  per 
-r  connexis ,  praeterquam  quod  posteriori  adnec- 

titur  ut  factor  Z' — I  ?  atque  post  illud  ~~  quod 

primum  signum  excipit,  in  priore  termino  sig¬ 

num  +  in  posteriore  signum  —  est;  scmper  autem 
dum  uno  altius  ascenditur,  in  utroque  termino,  ul- 

1  11 

rimo  —  ,addituH — 2 ,  post  quodvis  signum 


novum  j/  {praeter  ultimum)  in  quovis  termino¬ 
rum,  (prioris  posteriorisve)  parenthesi  nova  interi- 
‘  2n 

iis  posita  ;  ita  ut  in  J/ — 1  sint  in  quovis  ambo¬ 
rum  terminorum  signa  [/ (excepto  factore  j/  — -1) 
numero  n  l  ;  nempe  pro  n~ 2  est  1 ,  et  semper 
dum  n  uno  crescit,  unum  novum^sigmim  [/in  utro¬ 
que  accedit.  Notandum  vero  est!  quodvis  j/”  duos 
valores  habere,  quorum  quemvts  accipere  iteet,  et 
nonnisi  tunc  valores  aequales  accipiendos  esse,  si 
aequalibus  ^imaginibus  praefixa  sint.  Ex  gr.  in  ulti¬ 
ma  expressione  pro  exponente  /  (pro  quo  32  va  - 


1  1  3  1 

lores  sunt)’  (/'Ibr")  habet  4  va,°' 

1 

res ,  nam  uterque  valor  ipsius  -  -  combinatur 

«um  utroque  valore  signi  \/  prioris  ;  at  pro  quo¬ 
vis  casu  valor  iste  in  termino  priore  ,  et  posteri¬ 
ore  ubi  signo  contrario  afficitur  ,  idem  esse  debet; 
interim  in  termino  priore  signum  primum  y/"  nu¬ 
merum  valorum  item  per  2  multiplicat,  et  nume¬ 
rum  hunc  item  2  signa  j/  in  posteriore  (primum 
nempe  et  ultimum)  item  per  2.2  multiplicant;  ut 
numerus  valorum  fiat  2.2.2.2.2=32.  Facile  vero  pa- 

2n 

tet  j  quod  si  formula  dicta  pro  y/ — 1  elevetur  ad 

2n-l 

2,  ut  prodeat  j/ — 1 deleatur  in  termino  utro¬ 
que  ad  laevam  1  signum  y/ (ut  statirn  ostendetur), 
operatione  eadem  2da  deleatur  item  unum  y/  in 
utroque  ad  laevam  ;  et  ita  porro  ,  donec  \{ji — 2)ta 

*  i 

operatione  n — 2  signis  y/"  deletis  ,  maneat 

4- j/ y/  — 1  ,  quo  item  ad  2  elevato  prodit 

\/  —  1 ,  et  hoc  ad  2  elevato  ,  operatione  n% a  de¬ 
mum  prodit — 1.  * 

Si  nempe  u  nominetur  generaliter  quod  post2dum 
signum  in  primo  termino  est  ;  erit  formula 

sequ.  ^  +  ~  \\^u  )  •  ^ 

S 

l  "j| 

— 1;  et  hoc  ad  2  elevatum  est  w+2j/( - — 

4  4 

?<).(/ - u  +  i/(l — u).  —  1=|/  ——  4-  -|- 

)+i/ y - ),  quia  u~ 

|  1 

-f~0  j/  ( -  -  -  ).  Ubi  patet  unttm  signum  radi* 
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cale  ad  laevam  in  utroque  termino  deleri ,  expo¬ 
nente  ipsius  2  in  signo  radicali  unitate  imminu^ 

2  2^-1 

to  5  nempe  ex  \/ — 1  facto  f/ — 1  et  ita  porro  % 
donec  operatione  nies  facta, — 1  prodeat, 

7mo  Radix  igitur  cuiusvis  exponentis  paris  m  e' 
quocunque  *-svo  etiam  ,  sub  formam  «+  h  — -1  ve- 
nit(p.l08);  sed  quaeritur  nuro  summa  quantitatum, 
quae  sub  hanc  formam  veniufit ,  aut  haec  sper  re» 
aie ,  aut  per  eiusdem  formae  quantitatem  multi¬ 
plicata,  aut  divisa,  imo  etiam  (a- Yb\/  — 1)?  sub- 
eandem  formam  veniat  ?  Quamobrem  de  quantita¬ 
tum  complexarum ,  quae  terminis  talibus  quoque 
gaudere  possunt,  additione,  subtractione ,  multi» 
plicatione  ,  et  divisione  agere  convenit.  Notandum 
vero  est,  quantitatem  -pure  imaginariam  nonnisi 
determinatione  dicta,  qua  afficitur  (XXXI)  a  re- 
ali  differre,  uti  ij»  4  a  ^4  ,  adeoque  omnes  in  in¬ 
tuitu  exhiberi;  nec  scientiam ,  quae  praecisione 
evidentiaque  gloriatur  ,  meris  imaginibus  nullo  o- 
riginali  gaudentibus  contentam  esse  posse.  Vide 
mox  dum  — 1  etiam  in  exponentem  ascendit» 

XXXII.  Summa  totalis  est ,  summa  realium  con¬ 
nexa  cum  summa  pure  imaginariorum  (p.  105);  sum¬ 
ma  realium  est,  illud  reale  vel  ^  quo  summae 
realium  Evomui  et  summae  realium  avorum  alter¬ 
utrum  superat  alterum  ,  aut  o  si  aequales  sint  ; 
summa  pure  imaginariorum  pariter  est  o  si  aequa¬ 
le  sit  e!  w,  aut  illud  quo  summae  vorum  et 
summaew  vorum  alterutrumialterum  superat  (p.  25}o 
Regula  additionis  est : 

Rro  quovis  pari  terminorum  praeter  co  effici  en¬ 
tes  aequalium  (id  est  factore  communi  gaudenti¬ 
um ) ,  scribatur  factor  eorum  communis,  cum  co- 
efficiente  zzli  summae  coefficientium  :  summa  om¬ 
nium  terminorum  hoc  modo  prodeuntium,  necnou 
terminorum  reliquorum,  erit  =  summae  omnium 
priorum  terminorum.  Si  inter  hos  terminos  quo¬ 
que  adsint  termini  factore  communi  gaudentes,  ope» 
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ratio  toties  quoties  repeti  poterit,  donec  summa 
quaesita  forma  simplicissima  exhibeatur. 

Quod  hoc  pactor  summae  quaesitae  aequale  pro-* 
deat,  patet  sic.  Sint  prius  tantum  realia. 

Imo  Valet  de  2  terminis  regula.  Sint  enim  c ic  + 
pc  ,  aut — ac — p c,  aut  ac — pc  ,  (neque  alius  casus 
datur)  ;  erit  c  aut  dE*  aut  w ,  pariter  a,  et  pariter  P; 

sint  (pro  a7,  p \n  integris  >{ms  )  a=  S  ?  - ,  p 
e 

— — ■  et  — =u.  Percurrendo  casus  singulos,  pro- 

n  n 

dibit  per  regulam  pro  casu  Imo  (a+P)c  pro  2d* 
( — a— p)  c,  pro  3tio  (a— P  )  c ;  summa  Ter  a  quo¬ 
que  eadem  erit;  ex  gr.  pro  a  >{<vo  et  p  >-fy0;  erit 
&Cz=o!u  j  p c=' — P %,  atque  acJrPc=a'u — p'u^[a' — p')^ 


e' 

1 )c=(a-1rp)c.  Ita  reliqui  ca- 

Vir 


sus  patent. 

a?  A# 

Si  vero  - — •  /•— N  p  ;  tum 

n  7  n 


n 


2do  Si  vero  Certorum  quotvis  terminorum  sum-* 
Jna  S  iuxta  regulam  vera  prodierit,  atque  accedat 
novum  par  terminorum  factore  communi  gaudenti¬ 
um  ,  quorum  summa  sit  s  ;  erit  summa  prius  ad¬ 
ditorum  simul  cum  novo  pari  ,  ipsi  S-f  s  aequalis. 

Sit  enim  in  prius  additis  summa  omnium  devorum 
A .  et — B  sit  summaHyornm  in  iis;  in  S  vero  sit 
a  summa  devorum  et —-6  summa  — 'vortim;  atque  no¬ 
vum  par  sit  ex  gr.  (pro  k  dE<vo  )  2k — h.  Aut  erit 
A=B  ,  aut  A—B+B7  aut  A+A'=B  (pro  A,  B, 

B7  m  ). 

Si  A— B  ,  etiam  a=b ;  quia  A — B zzza—*b  (per 
byp)  ;  sed  A — B=o  ,  ergo  et  a — b-~o ,  quod  nisi 
a~b  sit  ,  esse  nequit. 


Si  A>B  ,  et  A  +  A7=h  ;  tum  A — Bzz:  A — A- — S? 
z=.a — b^z. — A7,  adeo  que  b  superat  ipsum  a  quanti- 
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tate  A';  nempe  A'  esse  debet,  ut  sit  a — (# 

-PA')— * — A',  et  «—(«-fA') — A'—b- — A'.  1 

Superius  (p,  57)  dictum  est,  demtione  etiam  per 
partes  undevis  facta  ,  prodire  aequalia  ;  quod  hic 
tenendum  est ;  substitutiones  etiam  rite  fieri  sta- 
tim  dicetnr. 

Si  A— B  +  B';  tum  A—  B=B  +  B'— B— 0— b  ;  adeo- 
que  IV  — b  ;  et  hinc.  a~b-\- B. 

Quod  substitutiones  factas  attinet;  dum  ex  gr. 
a~b— A'  substituitur  ipsi  a  in  a — b\  est  tum  B 
=A  -p  A',  adeoque  ■ — B— — A — A',  et  A — R— A- — (A 
4-AO;  ubi  manifesto —A'  manet,  (partem  A  ipsi¬ 
us  B  ex  A  demendo);  unde  a  prodit  —  h — A',  et 
simul  bzzz.a-\- A';  si  iam  in  a — b  ponatur  in  locum 
ipsius  a  valor  dictus  ;  erit  b — A' — b  ,  et  si  in  Jo¬ 
cum  primi  b  ponatur  valor  eius  «+A',  erit  tt+A' 
—A' — b  ,  quod  demto  A'  ex  A'  erit  ipsum  o— b. 
Quicunque  iam  fuerit  casus  ;  ex  gr.  si  A+A'=rB; 
erit  summa  vera  A-— R4-^  seu  A— -A—- A'+k= — A’ 
;  summa  iuxta  regulam  autem  est  a- — b-\-k^=z 
b — A' — h-{-k  (quia  tum  a=b—A')= — A'+^  ;  adeo¬ 
que  summa  iuxta  regulam  est  summae  verae  ae¬ 
qualis.  Manifesto  vero  de  quotvis  ad  fnovum  par 
concludere  licet,  donec  (terminis  qUorum  nulli  duo 
factore  communi  gaudent  omnibus  praemissis)  nul¬ 
lus  amplius  supersit.  Possunt  quidem  demum  ter¬ 
mini  prodeuntes  ordine  quocunque  poni  ,  cum  per 
superius  dicta  summa  prodeat  eadem. 

3tio  Imo  etsi  imaginaria  adfuerint,  regula  ea¬ 
dem  valet.  Exprimantur  enim  haec  per  X,  Y,  Z^ 
V---,sitque  'Kr==xJtx,\X‘ — 1 ,  — 1  ^ 

y'  •  »>.  realia  denotantibus)  ex  gr.  si  X . — 2 
•— 3j/*— -1,  est  #=2,  x’t=i  —3;  adeoque  ±V  ex¬ 
primit  valores  ipsius  — 3  j/— 1. 

Substituatur  (in  1)  X  ipsi  c  ;  erit  pro  omni  ca- 
SUtlm  ibidem  dictorum  summa  iuxta  regulam  sum- 

C 

mae  verae  aequalis;  notando  quod  ibi  ==  u 

fi 


ubi  c  aut  tota  (id  est  pars 
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ptraque  tam  realis  quam  imaginaria)  tf*  esse  po¬ 
test,  aut  utraque  ^  va ,  aut  una  >$<  altera  Sin¬ 
gulis  casibus  percursis  5  regulam  de  2  terminis  aX 
4-pX  valere  patet. 

Si  vero  de  quotvis  et  qualibusvis  terminis ,  quo¬ 
rum  summa  iuxta  regulam  sit  S  ,  valeat ;  valebit 
etiamsi  novum  par  accedat.  Namque  sit  sumina 
omnis  realis  in  eousque  additis  A  ,  et  — -B  summa 
yi  ,  ac  summa  omnis  pure  imaginarii  ^vi  sit  /, 
et — K  sit  snmmaMvi  ;  ssummaque  fomnis  realis 
in  S  sit  a ,  et  — 6  summa  realis  vi  ,  imagi¬ 
narii  puri  vero  >J<vi  summa  sit  i,  et**  yi  sit  — k  (ubi 
horum  quodvis  etiam  o  esse  possit).  Erit  non  so¬ 
lum  A— B  ==«—£■.  sed  etiam  JT—  K=«— k  ('per  hyp): 
atque  ut  supra  ,  pro  quovis  casuum,  ubi  aut  A=B, 
aut  A  +  /V^=B  ,  aut  A^sB-fB',  erit  aut  /=*vaut 
i-f /'— K,  aut  /=K+K/;'  quos  singulos  combinan¬ 
do  regulae  generaiitas  prodit. 

Ex  gr.  Sit  A— B  4-  B',  et  K=/+  /';  erit  (per  su¬ 
periora)  et  *==£--/',  omnibus  literis^ya 

denotantibus)  ;  accedat  novum  par  ex  gr.  3X — 2A; 
erit  summa  iuxta  regulam  a — b-\ri—k  f  X  ;  est  ve¬ 
ro  summa  vera  A-f&* — B  -i-I+x'^ — 1-—K;  sint 
nunc  reale  x  et  pure  imaginarium  x'}/'  —  I  ^  va , 
pariter  pro  aliis  val, oribus  patet.  Substituendo  va¬ 
leres  ipsorum  A,K,a,  i  in  summa  vera,  et  sum* 
ma  iuxta  regulam  ;  erit  prior  B  +  3# — B — -lx 

-+ 1\  3#'f/^ —  1 — I — /' — 2x'\/ — 1,  et  posterior  est  &4- 
— 6+k — *rx* \f — 1 — k;  atque  utrumque  dem 
tis  demendis ,  est  =zB'Jr^  +  x'  \/  — 1 — /'• 

Consequ.,  quttm  et  hic  semper  ad  novum  par  as¬ 
surgere  liceat  (ut  antea):  evidens  est,  sive  tan¬ 
tum  realia  ,  sive  tantum  imaginaria,  sive  permix¬ 
ta  fuerint,  regulam  additionis  valere.  Imo  etiam 
si  expressioni  e  quotvis  terminis  constanti  (cujus 
valor  sit  ex  gr.  a  **  /)  addatur  per  regulam  ex¬ 
pressio,  cuius  valor  sit  ex  gr.*-*  prodibit  sum¬ 

ma  vera  a- — p  +  2 — /  (denotantibus  i,  /  pure  ima¬ 
ginaria).  Unde  si  expressionibus  valorum  aequa 

.  '  Q 
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lium  ,  expressiones’  valorum  aequalium  addantur  ju- 
xia  tegulam  ,  aequalia  prodibunt. 

•Ito.  Regula  subtractionis  in  promptu  est:  nem¬ 
pe  signis  subtrahendi  inversis,  mutatur  subtrahen¬ 
dus,  si  reale  sit,  in  oppositum;  idem  fieri  eriam 
cum  imaginariis  ,  clarum  est,  ex  gr.  —  X  et  -+•  X 
opposita  sunt,  nam  si  Xzn  »J4  #  erit —  X=  >-* 

&  *{*  :v['  es£  vero  if«.r  ipsius  '  .r  oppositum  ,  ita 

ipsius  '~v,\  ita  quolvis  fuerint  X+Y  - erit — X 

*  V 

—Y  -  -  -  oppositum  summae  realium  ,  quae  X~f  Y-- 
continet ,  et  summae  pure  imaginariorum,  quae  in 
iisdem  adsunt.  Itaque  si  subtrahendus  signis  in  ver¬ 
is  alteri  (s minuendo  dictoj  juxta  regulam  addatur, 
differentia  prodit. 

5to.  Factum  vero  reperitur;  si  multiplicandi 
terminus  quivis  per  terminum  quemvis  multipli¬ 
catoris,  ubicunque  regulae  (p.  106)  applicari  pos¬ 
sunt,  juxta  illas  multiplicetur  ;  aut  pro  notis  quan¬ 
titatum  generalibus,  factum  e  dictis  terminis  eius- 
modi  omnibus  ita  exprimatur ,  ut  notis  generalibus 
quidvis  substituendo  verum  factum  exhibeatur;  aut 
saliens  legem  signorum-f , — tenendo,  factores  post  se 
invicem  scribantur;  et  factores  ita  ordinentur,  for- 
menturque,  ut  factum  eiusmodi  quo  simplicius  pro¬ 
deat ;  ac  denique  facta  omnia  partialia  addantur. 

Nam  sint  prius  tantum  realia;  sitque  unus  factor 
•  A  +  B,  alter  vero  sit  C,  aut  C-fD,  ( quodvis  ipso¬ 
rum  A,B5C,D,  sive  >f<  sive  denotaverit  )  :  erit  fa¬ 
ctum  in  casu  Imo  AC-f  BC,  in  2do  AC+BC  +  AD  + 
BD. 


Denotent  enim  a^b^c^d  *  ,  et  sit  (pro  inte- 

b‘  c'  ,  d' 


gris  b\  c\  d\  n) 


a~ 


a 

n 


n 


c 

71 


,d- 


n 


sitque  ipsius  A  valor  aut  aut — «,  ipsiusTB  va- 
lor  aut  b  aut  -  b  Cs*...  Erunt  casus  sequ.  (a-^bj 
(cdrd)  ,  (  a-~-b)  ( — c — d )  ,  (a+£)  ( — c — c?),  (a-M) 
(e  d)  ,  (a—bj  (c — d),  nempe  *si  in  uno  factore 
tantum  c  sit  ,  cl^zo  poni  potest,  et  aut  singuli  ter- 
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Ufiini  >J<vi  erunt,  aut  singuli  —  ri  ,  aut  ‘in  uno  fa¬ 
ctore  ambo  >J<vi  in  altero  ambo  *-<  vi ,  aut  in  uno 
Uterque  termirtus  *f*vu3 ,  et  in  altero  unus  ,  al¬ 
ter  ,  aut  in  utroque  unus  ^  alter  — .  Percurran¬ 
tur  casus;  sicubi  u—b  est,  est  aut  azzb,  aut  a~b 
-py,  aut  b—a-br ,  et  ubi  c — d  est,  pariter  est 
aut  c=d ,  aut  aut  d~c~bi^  (ipsis  q,  r,  t 

»J«ya  denotantibus). 


quae  est  summa  vera ;  nam.  a-bb~  ~~ — s  et  v-bd 


c'+d' 

u 

Si  omnia  «va  sint,  manifesto  idem  prodit:  si 
vero  unus  factor  *-<  sit,  idem  quidem,  sed  h  vum 

fit. 

Considerentur  iain  casus  (a-bb)  (  c—  d')  casus 
omnes;  erit  pro  c~d  factum  verum  0,  et  factum 
iuxta  regulain  ac- — 'ad-bbe—bd  itemmo. 

Pro  c™ d-bs ,  est  factum  vorum  («-M).?,  atque 
et  facti  iuxta  regulam  valor  est  as-bbs;  nam  ac— a 
(d-b  sj~ad-b  as ,  ita  bc^bd-b  b$  ;  adeoque  ac — ad 
- bbc — bd—ad — ad~b  bd — bd~b  as  -b  bs. 

Pro  d—c+t)  factum  verum  est — at—bt ,  et  idem 
valor  facti  iuxta  regulam  est;  nam  — ad=  —  ac 
— at ,  et  — bdszi  -—bc — bt ;  unde  patet. 

Sivero  ( a — b)  {c — d)  fuerit:  pro  a—r)  factum 
verum  o  est  ,  et  idem  iuxta  regulam  fieri  clarum 
est.  Ita  si  vel  a—b\q  ex  gr. 

Si  0=6  +  ^,  erit  factum  verum  q(c — d)  qc~— 
qd  (per  praec)  ;  iuxta  regulam  vero  (b-bq)c — bc 
—{b'bq)d 4*  bd—bc-b  qc — bc — bd — qd*b  bd^zqc — qd.  j 

Est  vero  per  superiora  factum  idem  ,  etiam  per¬ 
mutatis  factoribus,  atque  monomia  per  monomiam 
quoque  iuxta  legem  signorum  rite  multiplicatur; 
idemque  est  5  quaecunque  per  alteram  multiplice- 

Q  * 
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Cur :  consequenter  summa  duorum  terminorum  rea- 
]ium  qualiumvis,  per  summam  2  realium  termi¬ 
norum  qualiumvis  multiplicatum  ,  est  =  summae 
factorum  e  termino  utroque  multiplicandi  et  ter¬ 
mino  utroque  multiplicatoris. 

Si  vero  de  duobus  terminis  valet  regilla;  valet  de 
3  ,  et  ita  de  quotvis  ad  uno  ptura  concludere  licet. 
Denotent  enim  iam  literae  sive  >J<  sive  ;  et  sit 
a  summa  terminorum  multiplicatoris ,  A  summa 
terminorum  multiplicandi  ;  atque  a’  sit  unus  ter¬ 
minus  multiplicatoris,  reliquorum  sumina  sit  b,  et 
//  unus  terminus  eorum  ,  quorum  summa  est  b  ,  re¬ 
liquorum  summa  site;  et  c'  unus  terminus  eorum 
quorum  summa  est  c,  ac  reliquorum  summa  sit 
et  ita  porro  usque  ad  terminum  ultimum  ;  ita  A' 
sit  unus  terminus  multiplicandi ,  et  reliquorum  sum¬ 
ma  sit  B ,  ac  B' sit  unus  terminus  eorum  ,  quorum 
summa  est  B,  et  summa  reliquorum  sit  C  i?  Sit 
ex  gr.  ultimus  multiplicatoris  terminus  c ,  multi¬ 
plicandi  sit  D.  Erit  (per  praec.) 

a  A— («'4*  f)A~a'A  f  bA  ,  est  vero 
a'A=a'( A'+B)-^'A'-{-«'B  ;  et 

d-Cjrzr^B' 4- »'C  ,  atque 
a'(C'4-  D)~a'C'4-  «'D.  Itaque 
JA  —  aW  +  aW+tfC '+a'D.  Ita 
b  A=(^,4‘c)A^c:^,A4-cA;  eritque  ut  prius 
4'A==£' AM-  b'B'+  b'Cy+  6D.  Ita 
c AccicA'4- cB' 4- cC'4-  cD.  Quod  cum  quotvis  fuerint 
termini,  usque  ad  ultimum  in  utroque  factore  con¬ 
tinuare  liceat ;  manifesto  factum  summa  ex  factis 
omnibus  e  singulis  terminis  multiplicatoris  per 
singulos  multiplicandi  est. 

Quoad  casum  autem  ,  si  imaginaria  adfuerint , 
leguiam  valere  patet  sic. 

Betentis  denotationibus  X,Y-.,Z,V-  -  (p.120) 
sed  proximis  liaud  retentis;  si  realium  A,B--- 
summa  sit  a;  est  AX4-BX — ~aX.  Nam  AX— \ 
x\/  i  J—  A  x  4-  A  x'  \/  —  ]  (quia  A  X  ,  lac  tum 
iuxta  definitionem  denotare  debet);  ita  £X==&r 


I 
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-f  B#*  — 1  c/  adeoque  AX-f  BX  -  --  ~A#4~B#--- 

4- A.r'  j/ — 1-fBy  J/ — 1  --=(A4-B  --)#4-(A4-  B-  -) 
#'  j/ — Izrjcc^r  +  a^' j/ — 1,  quod  (per  def.)  factum 
ex  a  et  X  est.  Nempe  si  (pro  integris  A',  B',  n ) 

4 '  Br 

sit  A  =  —  ' — ,  et  accipiatur  4-  1  (ex  gr.)  pro 

n  n 

A( 

Valore  ipsius  f/ — 1  ubique  ;  erit  — 1 

jtf  -~h!u.  {si  »  dicatur  w).  Unde  A/w4'B'w—  (A' 

•  ‘  • 

-fB')w=(A4-B)  x'  \/ — 1.  Imo  etsi--  / — y  A  ,  vel 

flr 

B'  u  .  A'+B'  ,  .  t 

etiam - erit  - -  .  x  1  A-~\  (A4-BJ 

n  n 

x'  j/ — 1;  quod  ad  plura  quoque  extendi  clarum 
est. 

Ita  AY4-BY - -  ?  idem  pariter  continu¬ 

ari  potest  ,  qnotvis  post  X,  Y  -•  -  fuerint.  Conseq. 
si  quodvis  ipsorum  X,Y---  per  quodvis  ipso¬ 
rum  A  ,  B  -  -  -  multiplicetur,  prodibit  a(x-\-y  -  -  -  ) 
4- a  (V  f/  — 14-/  y/ — 1  —  )  .  nempe  factum  iuxta 
definitionem^ 

Consideretur  iam  XZ  *,  exprimet  lioc  factum  ex 

x+  x'  et  y-\ -y'  (ubique  4-  1  pro  valore  ipsius 
•  *  • 

— 1  sumendo  ,  posset  ubique  1 — 1  sumi).  Per  def. 

•  . 

multiplicationis,  XZ  denotabit  xz-\- xz1  -\-zxlJr  Qx'x 

O  S  #  8 

=  — x V);  nempe  x'  |/^ — 1  —  \zzz — ~x'z'  (p.106) 

Si  ipsius  x\  y'  -  -  -  terminus  quivis  per  ter  mi- 

•  O 

nuni  quemvis  ipsius  z!  Jr/vt  -  --  multiplicetur  ;  ma¬ 
nifesto  (ut  p.  122  sequ.)  factum  ex  (#'4-y-~-)efc 

(s'4-V - )  prodibit  ,  cuin  omnia  ibidem  dicta  heic 

•  •  * 

locum  habeant,  nisi  quod  ibi  quoad  4-1,  bic  quo¬ 
ad  — -1  fiat  multiplicatio.  Erit  vero  hoc  factum 
— x,z’—x,yt  - — x'v! — <j'v'  -  -  -  Ita  (#'4 -yf)  (z1  4-  v'  ) 

— (#'4-/)  (*' -!-*')•  *  ? 

Sit  iam  mus  factor  AfB - f X+Y  -  -  -  alter  sit 

af& -  4  Z  rV  -  - et  sumina  re  alium  A  ,  B - sit 
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®,  summa  realium  a,b - sit  p,  atque  summa 

realium  in  X+Y---  sit  R  ,  pure  imaginariorum  sit 
/;  et  summa  realium  in  ZfV--.sit  r  ,  pure  ima¬ 
ginariorum  sit  i:  multiplicatis  singulis  terminis 
unius  factoris  per  singulos  alterius;  prodibit  j3a+/3X 
*PY  -  -  -  faZtaV  -  -  -  +  z  XtZY  -  -  -  +VX+VY  -  -  J  r=  (5* 

*p^+j3y  -  -  -  +  p#'f Py'  --  -  +<x*+ au  -  -  -  *a.s'+  at>'  -  -  * iz#' 

•  .  . 

*Hy-  -  -it^fty  =  «  ~  <sy'- - |- +  #y'  -  -  -f  .r  - 

+y*  - "  •  +*«%«'  -  -  -  +  [— .rV- - -  —  ®y 

=  (  #'d*y'~  -  -  )  (  &'+»'  -  -  -)]  .  Quod  plane  factum 
juxta  definitionem  est:  cum  - ■,/=:#'+/ — , 

r=tefi>  -  -  -  -  - ;  adeoque  factum  esse  de- 

•  • 

bet^cvfarfy--  -)  (p+^p  -  -  -)  +  (a *bx*y  -  -  -)  (V®f  v'  -  -  -  ) 

+  (pfs+tf  -  -  -)  (#'iy' - )  *  (#'+y'  -  -  -  )  (  s'4^' - )  ; 

et  hoc  prodiisse  manifestum  est;  nempe  fa+R  ) 
(P+r)  f  (a+R)  * +(p+r)  if/i.  -  . 

6to  Divisio  quantitatum  complexarum  fit  mo¬ 
do  sfequ.  R  quolibet  termino  dividendi  per  quem¬ 
vis  divisoris  diviso,  prodeat  qnotus  a  ,  hoc  a  per 
totum  divisorem  multiplicatum  e  dividendo  sub¬ 
trahatur;  atque  illi  quod  in  quoto  prodiit,  adda¬ 
tur  semper~ quotus  novus,  quem  e  quovis  termi¬ 
no  differentiae  novissimae  per  quemvis  divisoris 
diviso  reperire  licet  ;  atque  novissimo  fquoto  per 
totum  divisorem  multiplicato,  et  facto  e  novissi¬ 
ma  differentia  subtracto  T  operatio  continuetur  do¬ 
nec  differentia  aut  =  o  sit;  aut  si  alicubi  subsistere 
libeat,  atque  summa  omnis  quod  eousque  in  quo¬ 
to  prodiit,  sit  y,  differentia  sit  r  ,  divisor  sit  d , 

et  dividendus  D  ;  erit  y*JL-.=D:tf.  Dicitur  — 

d  d 

complementum  quoti.  Prodeat  enim  prius  «,pos- 
tea  ^  ,  adeoque  y=af  h  ;  erit  differentia  prima  ^=D 
—da,  2da  erit  =D—da—d6~D—d  Oftf)  =  D— dTy; 

adeoque  complementum  erit  ^ ;  est  autem  yf 

d  1 
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d=  .  d=D.  Quotvis  adhuc  post 

b  fuerint,  idem  applicari  patet. 

Sint  exempla  quaedam  ad  multiplicationem  ,  di¬ 
visionemque  ;  in  quibus  et  additio  subtractioque 
occurrit. 

7mo.  (afb)  (#f  5)  rz  £2  ;  (a—b)  (a—  fc=a® 

— 2 ab^b2\  fafp)  (a — p)z=a2fa fi — a fi—fi2=ras — p2.  Ita 
(IS' «f  P^b)  {\/  a — \/  b)^=a — b\  Hinc  etiam  f  («rj^)2 
— c2  J  \  c2 — ( a — b)*  ]z=  c)  (cfo—  b) 

c—a%b ),  si  nempe  afb  ipsi  a,  et  e  ipsi  fi  in  fa¬ 
ctore  priore  ,  tum  c  ipsi  a  et  a — b  ipsi  fi  in  alte¬ 
ro  ,  substituantur.  Idem  valor  est  =  facto  quod  pro¬ 
dit  multiplicatione  duorum  primorum  peracta; 
quod  inferius  citabitur.  Peragatur  multiplicatio. 


„2 


.,2 


(a—by 


(a^b^c2 — £4 — (r?f$)2  (  a — b  (  a—b)2::-  (  a^f2ab 

•j  b2)c:fc'2((i2 — 2ab\b  2)— f  (®\b  )  {a — £)  J  2 ' — c4rs2a3 

c  2c2  2a  ~b  2 — a*—  />4 — -c4  ;  nam  («•—£) 


-a1 — b 2  ,  et  ( a 2 — b2)2=a4 — 2a2b2j;b4. 


8vo  Multiplicetur 


a  t  ?<*b — fi2a  r,  ab — fia 


a 


<*atPa)  . 

per  a-j-j3(/' — 1 


fi  ab 

®*tP# 


P20 


/3  a 

a 


a2b — a]3a  .  < 

P  3« - &p£ 


.1^-1 

prodibit 
X 


X  t£ 


;quod 


a(a2fj32;  '■  1  a2f/32 

si  termini  quorum  1^— 1  factor  communis  est,  ad 
denominationem  eandem  reducantur  ,  3tio  termino 
per  »,  4to  per  supra  et  infra  multiS»  , 

erit  pure  imaginarii  summa  — J  ?  atque  sum¬ 
ma  terminorum  reliquorum  nempe  lmi  2di  et  uiti- 
mi  =~a  ;  adeoque  factum  =±=afb^  — X.  tJncje  quali- 
tinnis  realium  ,  et  qualiumvis  pure  imaginariorum 
summa  per  1  expressa ,  dividatur  per  sum- 

mam  ijisiusa  summae  realium  et  ipsius  pj^"" _ l  sum- 
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mae  pure  imaginariorum;  datur  quotus,  atque  i8 
multiplicandus  in  schemate  est. 

9no  Elevetur - seu  —  Jj-»  ad 

3  (p.107);  erit 

—  *f*  ^2  06  multiplicatum  per 


1  f  1 


» 


4 

1 


a 


a 


a 


~  4 

1 
4 

_  J*  .  JL  a2;  prodibit 

2  t  2  • 


a 


4  „  4 

~a2,  quo  item  multiplicato  per 


m 


a 


t  JL  <*  f  J-  a  » f-i  »f  ' 

8  4  '  8  '8-4 

substituendo  3  ipsi  &  (p.108)  ,  est 


JL_  a  a2,  quod 
8 

1  f  3 

^  8 


8 


JL-  o  i,  ^  „4,  1 

8  r3t-8  «f  -p- 


3  a 
8 


Dictum  uiinirqm  (p.106)  est  pure  imaginaria  quo¬ 
ad  — 1  multiplicari. 


P 


10mo  Si  ail^Pnf 


l\S  <zm 

9  1 

per  - -  - -  ;  erit  factum 

alS'  Pn 


multiplicandum  *  sit 


P9  1 

all/  Pnq  Qmp=z  £  pq 


-nq  - mp 

ab  P  7?.Q 


abls^PnqQmp 
(p.  89) j.  Nimirum  duorum  factorum  intermedio- 

^  nj_ 

rum  summa  e6t=oj  et  P  P  (~=P 1MI  (p.  87),  ita 
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m 


mp 


Q  d  (rrQ^?;  atque habet  p  Valores ,  qui  cum 

g 

combinati  dant  valores  numero  pq  ^  qui 

# 

omnes  adsunt  inter  valores  numero  p  q  ipsius 

Pcl 

i^Png  Q  mP  i  neque  hujus  alius  valor  est,  quia 
nonnisi  numero  pq  sunt.  Unde  etiam  regula  pro 

P  C1 

talibus  casibus  liquet:  nenrpe  a  J^PW  .  hl/  Qw~  ah 

pq  . 

j/p  nq  Q ™P  ;  quod  etiam  ad  plores  factores  quot* 

vis  ,  exponentibus  fractis  ad  denominationem  ean¬ 
dem  reductis,  extendi  patet. 

limo.  Evenit  etiam  saepius,  nt:  in  pluribus  termi¬ 
nis  expressiones  signo  iS  affectae  primo  obtutu  qui¬ 
dem  per  additionem  simplicius  exprimi  nequeant; 
sed  transformia’  sone  a  liqua’ hoc  obtineatur.  Sit  ex  gr. 

est  hoc  ==  a\/  {IW  c)  ; 
nam  .quicunque  valores  substituantur  ipsis  5,  e , 
est  ,  et  2p^  (a*  \/  b  'ic)z^%a^i^b2c 

s=2c/i^  (b  c). 

m  m 

In  genere  pro  «E^p  scribi  ,  atque  illud 

i 


m 

m 


,et  a 


77 1 

m 


.3- 


m 


pro  boc  potest;  est  nempe  a^zra 
m  m  m 

—  am  .  f/p— aV^p.  Unde  patet  modus,./«c£q- 
rem  signo  praepositum  introducendi ,  aut  qu&n- 
t  it  at  e  m  ,  quae  s  ig  n  o  \S  sub  e  st ,  e  du  c  e  n  di. 


m 


m 


l2mo.  Si  kl^a  dividendum  per  B  l^b  sit;  erit 

TJl  m  ,  772  772  772  7?2 

_.I>  ,  /T. - h_  iS 


a 


m  5  =  ir- .  m  -X"  ;  nam*/  c :  b=v' 


B 

P  .  7 

(p.  91);^^CP*:BKQ 


«7. 


pq  Vnq  p 

1r^'oaP’ 


R 
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%*• 
J"-'— 1 

**  «- a  5 


..  n-3 


P<t 

pq  9  pq  l^P”q  pqpno 

=V  P nt  eil/Q ffl  =1^ Q WP, atque 

w 

1 3 tlo-  Sit  dividendum  xn — 1  per  'x —  i  ,  (quod 
itera  saepe  occurrit);erit :  schema  operationis  sequens. 

x — O  xn—l  (xn'i  xn‘a - 1 

Nempe  xn  per  a?1  diviso  pro¬ 
dit  xn"1;  nam  (p.  90 )  si 
quantitas  ea  de  ut  elevata  sit, 
in  multiplicatione  exponen¬ 
tes  adduntur,  in  divisione 
subtrahitur  exponens  divi¬ 
soris  ex  exponente  dividen¬ 
di  ;  multiplicando  per  quo¬ 
tum  xn™i  ,  divisorem  to¬ 
tum  ,  omnino  xn  prodit, 
quo  subtracto  xn  deletur , 

adeoque  in  casibus  simili¬ 
bus  stellula  tantum  scribitur;  — I.  xn~l  —  _ _ ^ 

quo  ex  1  subtracto,  (proprie  xn — xn~L  esset  ex 


—  1 


x2 — 1 

x — 1 

*~1 


o 


X 


n 


1  subtrahendum)  ,  prodit  differentia  xn~i — 1  ; 
atque  eadem  operatione  juxta  regulam  continuata, 
si  n  integer  ^  sit,  aliquando  manebit  x2 — I ,  un¬ 
de  e  schemate  patet  quotum  esse,  seriem  ad  de¬ 
xtram  ,  et  differentiam  ultimam  o  esse.  Ita  (** 
—fi71)  :  (x — aj=x”ml  +  +  a  V*“3  -  -  -+  an~l. 

ii4vo.  Sit  1  per  1 — x  dividendum;  erit  schema 
sequens. 

ajl 

(Ifxfx2*  -  -  xn-i  —  ;  quod  quum 

complementum  adsit,  verus  quo¬ 
tus  est  (p.126)  ;  at  \%arfx2m- - tunc 
tantum  quotus  est,  dum  comple¬ 
mentum  ^-*-s\  o,  quod  fieri  ,  si 
x<Zl  ,  statim  probabitur. 

Dicitur  ejusmodi  series  conver - 
gens ,  cujus"  summa  terminorum  II- 


Jj—X 

X 

x2~ 

*^xa 


X 


.3 
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X 


n- i 


*~^,xn 


x 


4— 

tf 


mite  finito  gaudet  :  seriem  quae 
quantitatem  finitam  exprimit  ,  ta¬ 
lem  esse  debere  clarum  est ,  ut 
vaior  ,  errore  dato  quovis  minore 

exhiberi  queat  ;  imo  eo  quoque 

nitendum  est,  ut  si  apud  quemvis  terminum  sub¬ 
sistere  libuerit,  duae  quantitates  quam  proximae 
assignari  queant,  Jntra  quas  vaior  complementi 
cadat. 

1 

15to.  E  sire  mate  hoc  etiam  fluit  sequens.— — (sub- 

tracto  complemento)  esc=il  +  x  +  xs - quod 

i — - x n 

itaque  est  —  - - ;  et  multiplicando  utrumque  per 

i  x 


a ,  est  aJrax\ax't~-”Jraxn~lz=z  — — ;  dicitur 

vero  series,  cujus  quivis  terminus  per  idem  Qquod 
exponens  seriei  audit)  multiplicatus  producit  se¬ 
quentem,  geometrica,-*  cujus  igitur  si  primus  ter¬ 
minus  a  sit.  exponens  e ,  erit  wtus  terminus  aen~l; 
qui  si  tanquatn  ultimus  u  dicatur,  erit  summa 

a — ue  ue- 

l - e- 


n 


~a>  i  .  ^ “d> 

-■  ;  quod  si  e<l.  sit,  /'-*-%  C  _ _ . 

■i  e— i 


a  N  .  ne 

„ - );  nam.  tunc - - 

1— -  eJ  e— i 


®  , jquia  ue^iaen  et  e 


n 


o  si  n 

n 


iain  e "  a 

a — eu 

et 


00  (ut  stati m  patebit)  ;  [unde  et- 
.  Casus  si  ezzL.l  ,  adeoque  uexz®  y 


o 


j y  =  —  , excipitur  (p. 38)  s  quomodo  reped¬ 
atur  in  ejusmodi  casibus  vaior  verus,  farinulae  alio- 
quin  generalis,  infra  tradetur*  Facile  patet  esse  li¬ 
mitem  vaioris  formulae,  dum  e  i. 

Quod  en  /s— s  o,  si  e<*\  ,  et  Q 6  ,  patet 

sic.  Etsi  denominator  ipsius  e  numeratorem  unita- 

h  hn 

te  superet,  sitquee=^p,  erit  eB=:-j^s;  si  Afl 


R  * 


per  «e  «i«t  multiplicetur ,  facile  patet  (tam  e  bi- 
nomio  statim  tradendo,  quam  de  n  prius  —2  posi¬ 
to  ,  et  seinper  uno  altius  ascendendo}  esse  prio¬ 
res  2  terminos  ,  et  (A4~On  esse2>/^4* 

4»  '  - 

nhn~l\  itaque  ew<Vj^  itaque  et  numeratorem 
et  deuominatoreiti  per  2  dividendo,  est 

Jl 
77" 


quod 


o,  quia  «  qdeoqiie  ?/ . 


QO. 


Unde  etiam  supra 


n 


■& 


o,si>«<let/i  A“~\  00; 


atque  summae  seriei  14-#+#* - linies, 


est; 


nam  summa  terminorum  usque  ad  quemvis  u  est 


11  ,ir  f 

,  et  differentia  huius  ab 


V  est  irrp 

16to.  Series  jinnumerabijeff  dantur,  juxta  legem 
qua  termini  se  invicem  excipiunt.'  Unam  tamen 
magis  obviam,  de  qua  jam  (,,.  20)  mentio  facta 
est,  subjungere  libet.  Nempe  cujus  formuia  est  se¬ 
quens  «,  «T d  9  a+2df  -  -  -  «4 i  j k-  ,*  cujus  sum¬ 
ma  prodit ,  si  modo  sequ.  sibi  addatur  :  (dicatur 
summa  r,  ultimus  nempe  4tus  terminus  af[n—l)d 
zzia^nd — d  sit  U)  ;  erilque 
u  j*  a-\~  d  4-  a~\~2d  •  -  -  4  I1  • — ,g  y  et 

U  f  u^(n— 3)d  atque 

(«4  U  )fi  zzz  2$  ; 

nam  summa  paris  post  »4*  U  eadem  erit;  qtuim  su¬ 
perius  addatur  d*  iniexius  subtrahatur  ,  v\  m  quo-. 
\is  sequente  pari  ips  «4U  addatur  d—d. 


Unde  *  — -  '-'-j*  — .  Exempla^lf  -- 


4  T. 


0.3 


+  1  +  3.2  -  -  -  f(  1 1 (n— 1)2—2 n— l)e=0i'2^—  2".,^  % 

(quae  i  i ; ! ;  ma  numerorum  imparium  ab  1  usque 
ad  //tum  inclusi  ve  est). 

j  7  mu,  I  /  ■:  r i  i  ur  a  ,  hf •»  «  +  2d  -  -  -  <*•}*('«— -l) ^  #- 

r/ejr  qrilliiiieticd  oti  ord  iliis,  si '  d—o  ,  et  omnes, 
vocamur  series  arithmeticae  ,  quae  ex  hac  modo 
sequente  formantur  ;  scilicet  series  cujus  quilibet 
/itus  terminus  estersummae  terminorum  seriei  or¬ 
dinis  wii  a  primo  usque  ad  ntiim  indusive  ,  dicitur 
series  arithmetica  ordinis  l)ti  . 

Si  «~-l  sit;  series  ordinis  2|t 
(pro  <£=  1)  erit  1,3,6,  10  -  - - 
(pro  d=  2)  1  ,  4,  9  ,  16  --- 

(pro  d—  3 )  l,o,  i2,  22  •  -  ® 

„  atque  series  ordinis  3tii 

(pro  d~  1 )  erit  1,4,  10  ,  20’ - 

(pioi 2)  1  ,  5  ,  14  ,  30- -  - 

(pro  d=  3)  1  ,  6,18,40--- 

\  ocanfiir  nunieri  seriorum  harum,  priorum  (quae* 
ordinis  2di  sinit)  polygouales  ,  et  quidem  numeri 
seriei  prioris  triangulares  ,  sequentis  quadrangu¬ 
lares  ,  in  sequent  is  pentagonales  et  ita  porro,  pro¬ 
pter  quod  g  obtiii  numeris  illis  in  tales  formas  di¬ 
sponi  queant.  Seri  erum  ordinis  3tii  numeri  vero 
dicuntur  pyramidales  ,  cum  globuli  seriei  .primas 
in  py  ratnides  basis  triangularis  ,  2dae  in  pyrami¬ 
des  basis  quadratae,  3tiae  in  pyramides  basis  pen- 
tagonuiis  (f ,  exstrui  queam  ;  nempe  si  //tus  ter¬ 
minus  seriei  3tU  ordines,  sit  ,  pro  futtd  amento  po¬ 
nitur  terminus  //.tus  seriei  ordinis  2di ,  e  qua-  illa 
exorta  est,  ei  superponi Hsr  terminus  hujus  (/e-^Otus 
et  ita  porro  usque  quo  primus  terminus  ( nempe  1) 
hujus  seriei  apicem  claudat*  : 

1 8 vo.  Erat  superius  «  +  £  per  se-  multiplicatum: 
quaestio  succurrit  ,  quidsi  adhuc  semel  per  idem 
multiplicetur,  aut  quidsi  id  nias  fiat?  et  quid  si 
eadem  operatio  cum  3  .aut  4  vd  pi-uribus  terminis*, 
suscipiatur  ? 


s 
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Si  (a- -M)  per  se  multiplicetur;  prodit  «*-f2d& 
4-£2;  si  (af/>f'c)  per  se  multiplicetur  ,  prodit  a2^bz 
•jrc2f2a6f2acf25cj  seu  summa  eujusvis  termini  ad 
2  elevati,  necnon  duplum  termini  eujusvis  per  sum¬ 
mam  antecedentium  multiplicati.  Si  vero  hoc  de 
summa  s  numfero  m  tennir orum  constet;  etiam  de 
uno  pluribus  constat:  sit.  eniso  t  terminus  novus; 
erit  in  s5  adest  eujusvis  termi¬ 

norum  priorum  potentia  2da ,  necnon  quivis  termi¬ 
nus  priorum  per  duplam  summam  antecedentium 
multiplicatus  ,  cui  modo  accessit  2 st  et  t2. 

Ita  summae  terminornm  quotvis  potentia  3tia  est 
summae  (eujusvis  termini  ad  3  elevati,  necnon 
tripli  eujusvis  termini  per2dam  potentiam  summae 
antecedentium  multiplicati,  atque  termini  eujusvis 
ad  2  elevati  per  triplam  summam  antecedentium 
multiplicati J  Verum  enim  hoc  est,  afrb  aut  c 
ad  3  elevato  ;  et  si  verum  de  $—  summae  nume¬ 
ro  m  terminorum,  verum  etiam  accedente  termino 
t  est;  nempe  +  unde  ut' 

prius  patet.  Altior  etiam  potentia  quaevis  ita  ela¬ 
borari  potest  :  sed  reliquis  supersedendo 

XXXIII.  Expressio  tantum  ipsius  quaeri¬ 

tur,  pro  quovis  integro  n .  Ultro  patet  formulam 
simpliciorem  fieri,  si  pro  a\b  stet  nec  dif- 

ficiie  est  ex  («4-0)  ipsum  a  per  a  dividendo 
in  1  mutare  ,  sed  tum  ultro  patet  totam  quantita¬ 
tem  ,  quae  operationi  elevationis  subest  ,  dividen¬ 
dam  esse,  atque  tum  quaerere  ,  quoties  sit  vel<^ 
nova  quantitas  (nempe  («+£)  per  a  divisa)  quam 

prior,  si  utraque  ad  n  elevetur?  Est 

a 


(a\b\n  '  * 

-  ;  itaque  (if  —  ^n.an=zra+  h)n 


a 


a 


Transformatio  ista  saepio;  in  aliis  casibus  quo¬ 
que  usui  erit.  Simili  modo  qu*vis  factor  e  quo¬ 
vis  termino  binomii  ad  exponentem  elevati  tolli 


potest,  exgr, 


y % 


+?Y‘9r*=W  y~ 2. 
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(aP+pyt?)r 


:9ir=(ff  ?yi  y. 


Reperitur  quidem  sine  lioc  artificio  quoque^-^)**; 
sed  quia  per  se  simplicior  casus  est ,  consideretur 
(1+*)*.  Est 

( 1  4~  x) 2— x ~  4*  1 

( 1 4-  :r  )3~^3  4-  3#  3  4-  3#  4- 1 
( 1 4-  .r)4=^4  4-  4^3  +  6tffl  +  4#+l 
(  i  4*  xj5— x5jr  5#44*  X0*3flG* 

Ita  ulterius  quoque  computando,  animadverti 

possunt  sequentia. 

Imo.  Exponens  summus  ipsius  x  est  exponenti 
trinomii  aequalis  ,  et  in  quovis  sequente  termino 
uno  decrescit  ,  usquequo  in  ultimo  x°=l  fiat  Un¬ 
de  etiam  patet  idem  de  quovis  exponente  uno  al- 
tiore  ;  nani  si  talis  series  per  1+#  multiplicetur  ,  1 
exponentem  ipsius  x  non,  x  vero  quemvis  uno 
augebit* 

2do.  In  quavis  harum  seri  erum  sunt  coefficien- 
tes  a  primo  ad  dextram  usque  ad  ultimum  ,  et  ab 
ultimo  ad  laevam  usque  ad  primum  iidem. 

3tio.  Sint  in  serie  tali  per  1+x  multiplicanda  , 
duo  termini  quivis  proximi*,  erit  axm> 

1  ~  ax m ,  nec  ullus  alius  terminus  per  1  multipli¬ 
catus  xm  producet ,  (3xm~l  x  vero  —$xm^  neque  ul¬ 
lus  alius  terminus  per  x  multiplicatus  xm  produ¬ 
cet:  itaque  coefficiens  ipsius  xm  in  facto  erit 

4to.  Coefficiens  termini  primi  est  1 ,  coeff.  2di 
est  coeff.  Imi  per  exponentem  quem  x  in  lioc  ha¬ 
bet  multiplicatus ,  at  coeff.  2di  per  exponentem 
quem  *  in  hoc  habet  multiplicatus,  est  Stuplum  co-- 
efficientis  3tti  5  et  ita  porro  in  omnibus  his  casi¬ 
bus  ,  coefficiens  termini  mti  per  exponentem  quem 
*  in  termino  «ito  habet  multiplicatus  ,  est  «ituplum 
coefficientis  (m+ljti.  Unde  si  hoc  de  va- 
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xn-3  -j-  j  nimirum  du- 

pium  ejus  qtiod  quaeritur  ,  per  2  dividi  debet?  uti 
triplum  per  3  ,  in  genere  ««tuplum  per  m. 

Si  vero  de  (  (i  -\-x) n~l  valet,  valet  etiam  de 
( 1  -f  x)  n-1'  ( 1  4  x)  —  ( I  Jrx)  n.  1  n  ver  f  a?u  r  enim  series, 
ut  simplicius  fiat  *,  in  casibus  elaboratis  nimirum 
series  co  effici  entium  eadem  antrorsuin  et  retror¬ 
sum  est 


erit 


C I  “i-  Ux 2 *4*  1 1 -  '*  -  ,si  I  denotet  n — ‘1, 

Tr  (aul)  (h-2)  ...  (n~l)  (;/-2W3  ^  _ 

II  vero  V.  '  ^  2  >  ,  U!  —  t  ~~  et  ita 

porro  in  00  ;  nam  sieuhi  ex  n  subtrahitur  n ,  fa¬ 
ctor  is  fit—  o  in  numeratore,  adeoque  cum  laotor 
is  juxta  legem  hanc  semper  maneat,  abinde  omnes 
termini  sunt  =  o  ;  plane  aniea  vero  ,  dum  ipso  n 
uno  minus  (nempe  n — *l)  subtrahitur  ex  n  ,  manet 
1,  fit  que  hoc  ad  exponentem  u — 1  ipsius  x  ;  nem¬ 
pe  exponens  ipsius  est  —  munero  qui  ex  n  ulti¬ 
mo  subtrahitur  (pro  (live)'*-1)  ;  atque  tum  cocffici- 
(n-l)  (//-2) ---2.1 


ens  est 


i. 


1  2 -- 

Sit  jam  in  serie  ipsius  Ot*) quivis  expo¬ 
nens  ipsius  x ,  ex  gr.  sit  5  instar  cujusvis;  erit 
ipsius  x5  ili  serie  ipsius  (lj#)»  coefficiens  —  JV+V 
(per  3tio  )  ,  hoc  vero  est  = 

(//-])  (fi- 2)  (w*3)  (?/-4)  ^  (?i-l ) (/?- 2) (n -3) (/?-4) Qu-5) 

i  ’  2  ;  3  .  4  *  i  i  2  i  3  *  4  i  5 

«(rt-1)  (w-2)  (w-3)  (;z-4)  .  . 

=2  ~  - - —  ■  ■-  -  «  ;  si  nimirum  prioris  nu- 

meratore  denominatpreque  per  5  multiplicato  ad 
denominationem  eandem  reducantur ,  et  in  nume¬ 
ratoribus  factor  communis  («- X )(n-2)(u-fy(u-4)  ex¬ 
imatur,  atque  per  factorum  sociorum  summam —5 
4 n — 5— m  multiplicetur. 

Ita  serie  ut  prius  ah  incipiente,  quum  sit  in 

casibus  computatis  (1  -f  •» ) n  1  i  xn  1  -f  lxn~  ~  +  l ^ w“3 
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-f  IJI*W“4  +lVx«-5+V^w-6  -  -  -  4* x°  ;  erit  (cum  heic 
exponentes  ipsius  a;  decrescant)  ipsius  xn-s  in 
cocfficiens  zn  1V+V  ;  nam  1  nonnisi  per  iVx»-5  mul¬ 
tiplicatum  producit  *  n“5,  et  x-  nonnisi  per  \xn~6  pro¬ 
ducit  xn~5;  est  vero  in  (ltx)w  terminus  in  quo  x n~ 5 
est  ,  (5+l)tus  ab  xn  inclusive,  uti  antea  ab  1  usque 
ad  xs.  Unde  cum  ipsi  5  numerum  quemvis  suffi¬ 
cere  liceat  ,  patet ,  de  quavis  binomii  potentia  uno 
altius  ascendendo  ,  esse  coefficientes  terminorum 
ab  extremis  aequidistantium  aequales;  atque  pro 
quovis  integro  n  esse  (l  +  #)w 


Id-  nx  + 


n(n-l)x2  t  n(n- 1)  (n- 2) 
“r  ■*' 


.  3 

ipsi  #  substituatur  (exp.lSf)'-^ 

nQ/i-l')  an 


x3---  atque  si 


,  est  an(  1+  — ) 

a 


71 


(auy- 

n  p 


:anj£nan 


b_ 

a 


+ 


2 


a 


+ 


.2 


a 


a' 


=  a  n\n  an- 1  h f  \in'^b 


+ 


n(ji-V)Qn 
2  .  3 

?i{n- 1)  (ji- 2 


fliiS  •  -  - 


Patet  etiam  {a,\b)n  constare  ex  I  terminis; 
nempe  praeter  primum  sunt  n  termini  ,  donec  ex 
n  subtrahatur  n. 

Est  quoque  in  quovis  termino  summa  exponen¬ 
tium  ipsorum  6  plane  n  ;  et  si  p ,  v  integri  4<vi 

sint,  et  *n  aliquo  termino  adest  a P  6v;nam 

terminus  Imus  est  anb° ,  ultimus  vero  est  a°  bn ?  et 
exponens  ipsius  a  terminatim  uno  decrescit  ab 
n  usque  ad  o,  crescente  simul  exponente  ipsius  h 
a  o  usque  ad  n . 

*  Sed  praeter  plures  alias,  etiam  via  sequente  ad 
idem  perveniri  potuit.  Quidnam  ex  (af«).(j3“i-£),quid 
ex  (a+a).(j3f£ —  fiat,  ultro  considerandum 
venit.  Ut  res  simplicior  fiat,  ponatur  «:srj3==y--, 
imo  ut  adhuc  simplicius  sit,  fiat  azz:  1  p=±y -  -  -  . 
Peracta  multiplicatione,  erit  (1  faj  (]-j-£)z=i4a4-£ 
fab  ,  quo  multiplicato  per  lf  c ,  prodit  b\c 


S 
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iuh^a&bc+abo ;  quod  continuanda  facile  animad¬ 
vertitur,  primo  prodire  semper  1,  deinde  sum¬ 
mam  singularum  literarum,  tum  summam  omnium 
ambarum ,  tum  omnium  ternarum  ,  et  ita  porro* 
Unde  de  m -  liter  i  s  ad  m-\-  1  prona  conclusio  fit; 
nempe  1  iri  novo  multiplicatore  dat  1  in  novo 
facto,  dem  summam  singularum  m  jiteraittm,  tum 
omnes  ambas,  quae  ex  m  accipi  possunt  ,  dein  om¬ 
nes  ternas  ,  postea  omnes  quaternas,  et  ita  porro, 
usque  ad  lactum  ex  omnibus  m  literis  ;  per  Jite- 
ram  novarn  multiplicando  vero  prodit  ex  I  multi¬ 
plicandi  ,  1  itera  ipsa  nova  ,  qna  accedente  ad  sum¬ 
mam  singularum  m  literarum  ,  omnes  1  Jiterae 
aderunt;  dein  e  singulis  m  literis  wfb^c  -  -  -  per 
novam  multiplicatis,  omnes  gambae  novam  literam 
continentes  prodibunt;  adeoque  cum  reliquae  am¬ 
bae  jam  adsint,  accedentibus  his  omnes  ambae 
quae  ex  mi  l  literis  accipPpossunt  ,  aderunt  in  fa¬ 
cto  ;  ita  quaecunque,  combinationes  omnes  m  lite¬ 
rarum  ,  e  literis  numero  p  constantes  ,  per  novam 
literam  multiplicatae,  dabunt  omnes  combinatio¬ 
nes  ex  M  literis  constantes  eas ,  quae  literam  no¬ 
vam  cominent;  cum  omnes  combinationes  m  lite¬ 
rarum  e  ji  literis  constantes  adsint,  nec  ulla  ex 
m-il  literis  combinatio  ex  ptl  literis^constans  no- 
'am  literam  continens  datur,  nisi  in  qua,  Iitera 
nova,  u  'iiteras  e  prioribus  nanciscitur.  Prodibunt 
itaque  omnes  combinationes  ex  p+1  literis  constan- 
ies  literam  novam  continentes  ,  reliquae  vero  quae 
praeter  hanc  accipi  possunt adsunt  ,  relictae  mul¬ 
tiplicatione  per  terminum  priorem  1;  adsunt  igi¬ 
tur  omnes  ,  quae  ex  mi  1  literis  accipi  possunt.  Con¬ 
tinuando  usque  ad  finem,  donec  fit;  tum  is 

terminus  ultimus  multiplicandi  est,  qui  per  novam 
,  literam  multiplicatus  dat  combinationem  omnium 
m+1  literarum,  quae  sola  est,  neque  in  multi¬ 
plicando  adest  ulterius  combinatio  ulla  ,  quae  per 
1  multiplicata  lmic  accedat;  est  que  omnino  sola, 
cum  ex  m-h  I  literis  m- f  j  literae  (ab  ordine  ab¬ 
strahendo)  unico  modo  accipi  queant. 
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Post  haec,  dum  de  (1  +  #)*1  agitur:  facihs  refle¬ 
xio  est;  casum  eundem  esse,  si  a ~b—c-«*~  =:  a* 
ponatur  ;  adeoque  nonnisi  numerum  amborum,  ter¬ 
norum  -  -  quae  ex  n  rebus  accipi  queunt,  quae¬ 
rendum  esse:  quod  facile  reperitur. 

Sint  nempe  «,  6,  c - numero  n  ;  et  ponatur  post 

quamvis  quaevis  reliquarum,  quae  numero  n — L 
suat;  prodibunt  imagines  s,  quarum  nullae  duae 
sunt  aequales,  et  in  quarum  aliqua  ,  litera  quaevis 
praeposita,  et  quaevis  alii  postposita  adest  ;  adeo¬ 
que  numerus  omnium  amborum  simul  cum  permu¬ 
tationibus  litel-arum  ;  atque  numerus  imaginum 
harum  est  n\n — l);  et  e  qualibet  barum  imaginum, 
(in  quibus  jam  2  literae  sunt)  ,  si  cuilibet  imagini, 
literarum  reliquarum  (quae  pro  quavis  imagine  nu¬ 
mero  n — 2  sunt)  quaevis  postponatur;  oriuntur 
u{n~~~  l)  (/£— 2)  ejusmodi  imagines  ,  quarum  nullae 
duae  sunt  aequales;  nam  imagines  binarum  omnes 
(diversae  sunt,  adeoque  etsi  omnibus  eadem,  litera 
postponeretur  ,  omnes  inaequales  manerent  ;  adest 
quoque  quaevis  permutatio  e  3  literis  constans  , 
inter  istas  imagines  ;  nam  quaevis  data  fuerit,  iu 
illa  erit  litera  ejus  postrema  permutationi  ali¬ 
cui  e  2  literis  constanti  postposita  ;  adest  vero 
qmevis  talis  permutatio,  quavis  hierarum  reliqua- 
rum  postposita;  f  nulla  nimirum  litera  in  ulla  ima¬ 
ginum  bis  occurrente). 

Unde  ad  uno  plura  concludere  licet.  Si  nempe 
ex  n  literis  permutationes  ex.  m  literis  constantes  , 
iiumero  u( n — l)  (n — 2)  -  -  •( n — ( m — 1 )  accipi  pos¬ 
sint;  erunt  permutationes  ex  m-^rl  literis  -'constan¬ 
tes  numero  n(n — l ) ( n — m)  ;  nam  si  ut  antea 

cuivis  priorum  permutationum-  e  literis  m  constan¬ 
tium  quaevis  reliquarum  literarum,  ( quae  pro  qua¬ 
vis  permutatione  numero  u — m  jsuntJ  postponatur, 
orientur  u( n — 1)---  ( ti — iii)  permutationes  singu¬ 
lae  diversae  ,  ( quia  diversae  ante  postpositionem 
erant )  ,  et  inter  quas  quaevis  permutatio  ex  «u?E  1 
literis  constans  aderit ;  nam  ut  antea  quae  cunque 
tolis  permutatio  detur,  erit  in  ea  5  litera  ejus 


t 


postrema,  plicui  permutationi  ex  m  literis  ( talibus 
inter  quas  illa  postrema  nou  adest)  constanti  post¬ 
posita  ;  aderant  vero  omnes  permutationes  ex  m 
literis  constantes ,  et  cuivis  quaevis  ex  n  literis 
quae  in  ilia  non  adest ,  postposita  est.  f 

Si  vero  tantum  de  numero  combi nationum  quae¬ 
ratur ,  (^abstrahendo  a  literarum  earundem  ordine 
in  quavis  imagine);  tum  manifesto  cum  omnes  per¬ 
mutationes  quoque  adsint,  toties  plures  imagines 
exgr.  ex  m  literis  constantes  erunt,  quoties  m  li- 
terae  permutari  possunt ;  adeoque  numerus  imagi¬ 
num  per  numerum  permutationum  dividi  debet. 
Sunt  vero  duarum  literarum  permutationes  2  nem¬ 
pe  ab  ,  ba\  accedente  nova,  haec  in  quavis  harum 
aut  ante  aut  postponitur ,  aut  inter  reliquas  ;  ita¬ 
que  3  rerum  erunt  permutationes  numero  2.3  ,  et 
si  m — 1  literarum  sint  2.3---  (m — l)  permutatio¬ 
nes  ,  erunt  m  literarum  2.3  ---zrc;  nam  nova  Ii- 
tera  mt a  in  quavis  imagine  m  loca  habet t  nempe 
m — il  literarum  loca  intermedia  sunt  uno  pauciora 
quam  literae?  adeoque  m — 2,  quod  cum  locis  ante 
et  post  literas  efficit  m  ;  per  quod  numerus  prior 
multiplicatur. 

Hinc  ex  n  literis  numerus  amborum  est 

2 


7i(n-l)  (^-2 ) 

numerus  ternorum  est  -- — — -  et  ita  porro.  Con- 

2.3 

sequenter  (l+x)n~l+nx  f  — : — -x2+ — - .  . .m 

2  2.3 


x3  *  -  -  fut  antea J. 

Dicitur  hoc  Theorema  Binomiale ;  cujus  inven¬ 
tio  Paschali  tribuitur :  at  Newton  primus  anim¬ 
advertit  (exemplis  pluribus  obviam  venientibus J  , 
idein  ad  exponentem  quemvis  etiam  fractum 
que  extendi  ;  fertur  quoque  ,  cum  hoc  tam  cardi¬ 
nale  in  Arithmetica  sit,  quam  Pythagoricum  in 
Geometria,  formulam  Binoinii  sepulchro  Nevvtoni 
incisam  esse,  quamvis  indemonstratatu  reliquerit  i 
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neque  universaliter  vera  est,  nisi  h<^a  sit.  Itaque 
hae  series  pro  exponente  non  integro  consideran¬ 
dae  veniunt  :  erit  is  aut<C  aut;>  1  ,  atque  aut 
aut  *+  . 


XXXIV.  Si  x  et  e  >{<va  fuerint,  atque  pro(l4^)  ^  e 

condatur  series  ea  lege,  ut  pro  (l-f^ )  sit  primus 
terminus  &°—  1  ,  et  quivis  terminus  ( denotante  p 


exponentem  ipsius  z  ia  eo)  multiplicatus  per 
det  sequentem  (^ut  antea).  Tum 


E— 


p-f  l' 


z 


Imo.  Si  e<l 

qu.  IfexE — — — 
N  2 


pro  (l  +  #)e  erit  series  se- 
,  et  coefficiens  e  erit, 


veluti  ubique  ubi  exponens  ipsius  x  impar  est  ,  et 
i—  ubi  exponens  ipsius  x  par  est:  nam  si  e  fracti¬ 
one  vera  integer  subtrahatur,—'  manet;  *  adeoque 
ad  exponentem  parem  factores  e- vi  numero  impari 
erunt ,  et  pari  ad  imparem. 

Pro  (1 — x)e  erit  I — ex\  - ;  ubi  coeffici¬ 


ens — e  ei  est,  quia  e  per — x  multiplicatur  ,  et  po¬ 
stea  quoque  omnes  coefficientas  nyi  erunt;  nam 
ad  exponentem  parem  potentia  >J<  est,  et  numerus 
factorum  m  vorum  est  impar,  et  par  ad  exponentem 
impare m  ipsius  — 

Pro  C l-\x )~e  fit  i — exJr^-  e“L?  x2 - ;  ubi  eoef- 

V  ■  2 

ficientes  ad  exponentem  imparem  sunt  et  ^  ad 
parem  :  nam  ad  imparem  exponentem,  factorum—  vo~ 
rum  numerus  impar  est  ,  et  par  ad  parem.  Inver¬ 
se  est,  dum  tam  e  quam  x  >j<  est. 

Pro  (1 — xye  fiunt  omnes  termini  quum 

ad  exponentem  imparem  potentia  ei  sit ,  cum  nu¬ 
mero  factorum  w vorum  impari,  et  hi  numero  pari 
sint  ad  exponentem  parem. 

2do.  Si  e>I  ;  erunt  pro  (X-KxJe  termini  priores 

vi  ,  usquequo  factores  eo  effici  en;  is  f  fractio  vera 


j 
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/prima  vice  ingreditur  (ex  e ,  integris  ab  1  in¬ 
cipiendo  subtractis);  et  tum  terminus  sequens  fit 
**  ,  nam  coefficienti  priori  accedit  factor  /— «I  , 
quod  i— i  est ;  atque  deinde  termini  signa  alterna¬ 
bunt  ;  nempe  factores  coefficientis  sequentis  duo 

vi,  et  sequentis  3  vi  b9,  ingrediuntur. 

Pro  (1 — coeff,  ipsius  x  est  ^  propter — et 
ad  exponentem  imparem  semper  i— i  erit ,  et  ad 
parem,  eousque  dum  ex  e  ipso  majus  subtrahitur, 
et  fractio  vera  wya  factores  coefficientis  prima  vi¬ 
ce  ingreditur  ;  abinde  vero  erunt  vel  omnes 
vel  omnes  ^  vi;  nempe  si  factor  hvus  ad  exponen¬ 
tem  imparem  ipsius  — x  nascatur  ,  terminus  is  >Jr 
erit  (propter  2  factores  ^  VOs  ) ,  et  sequens  quoque 
ex  exponente  pari  et  numero  factorum  hh  vorum  pa¬ 
ri  ,  fiet  ,  et  ita  porro.  Si  vero  id  ad  exponen¬ 
tem  parem  fiat,  terminus  is  t-t  erit?  et  sequens 
quoque  e  potentia  impari  ipsius  — x  et  numero  fa¬ 
ctorum  ^  vorum  pari,  ^  erit 

Pro  (lY  x)~e  fient  termini  ad  exponentem  im¬ 
parem  hhvi,  et  ad  parem;  uti  pro  (lfxYe  et  e 
-O  (^in  Imo  ) 

I  -  r 

Pro  (1 — x)  e  erit  coeff.  ipsius  x  ,  uti  omnes 
sequentes  :  nam  ad  exponentem  imparem  ,  erit  fa¬ 
ctorum  w vorum  numerus  impar,  et  par  ad  parem; 
uti  erat  pro  e<l  et  (l — x)~e . 

3tio.  Relatis  omnibus  casibus  ;  facile  patet ,  quod 
cujusvis  serierum  harum  (excepto  s*  x  non<l  est) 
terminus  A-*-\  og  et  summa  limitem  habet. 

Nam  dicatur  generaliter  exponens  E  ,  et  id  per 
quod  coefficiens  multiplicatur,  ut  sequens  prode¬ 
at,  cieatur  exponens  coefficientis  ,  id  vero  per 
quo  seiiei  terminus  multiplicatur  ,  ut  sequens  pro¬ 
cat ,  dicatur  exponens  seriei ;  quo  pacto  exponens 

coefficientis  erit  — ,  exponens  seriei  vero 
.  >  .  P+l 

•  -*» &  (prouti  \ x  vel  I — x  elevatur). 
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Si  E  >J<  sic,  sive  >  sive  <1  sit,  dicatur  —/pri¬ 
ma  fractio  vera  wva,  quam  E — p  dat;  nempe  si 
E<C1  ;  pro  y—o  est  E — p<0 ,  et  pro  p=l  est*  E— p 
m  et  <1  ,  ita  si  E^>1 ,  aliquando  prodit  fractio 
vera  >{<Ya ,  et  postea  stati m  i»~i.va  fit.  Est  vero  tum 

exponens  coeff.  ^^<1  (pio  dicto  p) ,  et  postea 
quivis  per  exprimi  potest,  qui  item  <1  est, 

p  +  lTm 

quia  numerator  denominatore.  Crescit  quidem 
lii c  exponens  (semper  <C  I) ,  et  /^-\  — 1  ;  nam  se¬ 
quens  =  ’  adeoque  2  proximi  (per  — I 


p  -i-  2  4"  m 

multiplicati)  per 


a  a+1  .  . 

-j-  et  ^  exprimi  possunt;  qui¬ 
bus  ad  denom.  eandem  reductis,  numerator  prio¬ 
ris  manifesto  est  <C  >  cum  a<Cj3  sit:  at  sipA-*->  oo  , 

£— P  .  _2 

1i,s,nn  fTi  ^ 

Consequ.  ab  illo  termino  ,  a  quo  exponens  coeff. 
semper  <1  est ,  exponens  seriei  semper  est. 

Interim  usquequo  pro  E  et  1  ,  fuerit  E — p 
-<1  ,  si  dentur  termini,  exponens  coeff.  deerescit 

eousque  :  nam  sint  2  proximi 


E- 


m  fi¬ 
et 


■ m — 1 


m-jrl  m~h2 

erit  numerator  uterque  ,  et  priore  af  1  dicto  , 

posterior  a  erit ;  adeoque  pro  I=j3,  est^--i  ;> 


F' 


a 


P+l 

Si 

—f 


E  hh  et  <1  sit:  tunc  jam  primus  coeff.  'es 
(pro  E  =  — /);  atque  abinde  ut  prius  omni 
valent. 

Si  vero  E  —  et  >  I;  sit  E== — e«  et  a 

?  I 

qne  l^zzi+k.  Decrescit  tum  exponens  coeff.  (seu 


t 
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e - - e — p — 1 

per>l);  nam  est  >  — —  »  cctcro- 

g _ _ 

quin  — _p-  A-^\  — 1  si  p  /A— GO  •  Seriei  ipsius  ex¬ 
ponens  vero  fit  a  certo  termino  incipiendo  fractio 
vera  ,  et  quidem  semper  decrescens ,  et  tendens  ad 
V  _  .  .  .  .  1.  — e— p  i 


limitem 


Datur  enim  tale  p,  ut 


< 


I  ’  . . ""  pd-1  i 

1  sit;  fiet  hoc,  si  (efp>*  <  (pt  1)/,  seu  pro  cer- 
to  ^  p  sit  ;  quod  fit  pro  p 

i  e  +  p — I  i  e + /?- — / — ie-\-p — / 


■1,  ubi  )J<vuiu 


I—i  ~  k  ~ 
p  quantumvis  accipere  licet  ;  adeoque  si  p  cresce¬ 
re  a  o  concipiatur  ,  ubi  expressio  prima  vice  in¬ 
tegrum  >J<vuin  dabit,  illud  erit  primum  quaesitum 
p ;  atque  abinde  seriei  exponens  <C1  semper  de- 


ed*  p  ed“  M-d- 1 
crescet ;  nam  —  t-  —7 ~STcT~  3 


•e- 


•p 


P+l 


p4~2 


pd- 1 


> 


■p — 1 


pd~2 


In  prioribus  casibus  itaque  exponens  seriei  a  cer¬ 
to  termino  <r  incipiendo  semper  <^x  est;  adeoque 
cum  si  x<^l  ,  etsi  ubique  exponens  ~x  esset,  vxm 
s — >0,  si  m  / — v  Q0  (p*  131),  etiam  terminus  se¬ 
riei  o  ;  atque  si  summa  terminorum  usque  ad 

a  exclusive  sit  a ,  etsi  omnes  termini  )%vi  essent, 

summa  quotvis  terminorum  maneretOx — "(p.i3i); 

X  1  6V 

nam  sequens  ^terminus  est  <!  a# ,  postea  sequens 
(f .  Unde  ubicunque  subsistatur  post  a  ex  gr* 

ad  terminum  t ,  error  erit  • 

,  1 — x 


In  postremo  casu  quoque  si  b  sit  terminus,  in 
quo  terminus  seriei  fractio  vera  f  fit  ,  deinde  sem¬ 
per  decrescens,  manifesto  bfm  o,  si  m  /^\ 
GO  ;  adeoque  et  terminus  seriei  / — — \  o  ;  atque  si 
summa  usque  ad  b  (exclusive)  /3  dicatur ;  erit  sum- 
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ma  terminorum  quotvis  (etsi  omnia  fyr*  emem) 
,  nam  terminus  sequens  e$t<C5f  *  postea 

sequens  <C  £/2  &• 

4to.  Sed  gaudet  etiam  summa  cujiisvis  harum 
serierum  limite.  Nam  si  ab  aliquo  saltem  signo 
omnes  termini  >j*  vel  omnes-»  sint,  patet,  quum  cre¬ 
scat  manens  tamen  certo  finito  minor.  In  omni 
alio  casu  vero  (per  praec)  signa  ab  aliquo  termi¬ 
no  alternabunt:  sit  A  sumina  usque  ad  alternantium 
terminum  quendam  vnm  (hunc  excludendo)  ;  et 
accipiantur  abinde  quotvis  paria;  erit  summa  cu- 
jusvis  paris  (cum  terminus  quilibet  >  sequente  sit) 
>J< ,  adeoque  A  se m per  incrementa  capit,  nunquam 
tamen  finitum  supra  dictum  attingens  ;  sit  itaque 
(per  p.47)  limes  S  ,  et  sit  $  summa  ipsius  A  cum 
summa  quotvis  parium  ;  atque  sit  t  terminus  pa¬ 
ria  addita  excipiens;  erit  S — s  o  .  et  S 

— S — s—t  qUoqlie" o?  quia  t 
s  et  s+t  utrumque  A-*"'  S. 


et 


Mt) 
o  ;  adeoque 


5to.  Inquirendum  etiam;  num  l4-e#4 


£?((?— 1) 


x-  -  -  - 


— N  (1  +  x)e ,  quodlibet  ipsorum  x,  e  sivo 

T  sive  «  denotet.  Sit  prius  x  <  1  ,  et 

(pro  n^m  integris)  :  id  tantum  demonstrandum  erit. 


quod  (I  +  ea.'t  .  .  .) 


(lt-2-) 


q-  n  s 


nam 


■n 


+  O  (£-0 


tum  (1  +  x\m  —\  +  ex+e(- _ _ f(p.  90). 

2 

Patebit  statim  ,  pro  quovis  rtali  j  ,  quod  si  Ifex 

'  ",  L  ,  (te — i)  t 

2  et  ljzexj ie — ^  a  -  -  - 

S ;  e  t  i  am  If  (  rfr  1 )  ei  (i 1 1)  e  ^1,1 —2 6 — LJ  x2  -  %  ~ 

2 

Sx  ;  nempe  in  prima  serie  substituto  ipsi  e  tibi  que 
te  pro  2da  sexie,  (f'4 l)e  pro  3tia  .  Dicatur  s1  sum* 


(  346  } 

uva  seriei  prioris  usque  ad  terminum  (inclusive) 
in  quo  an  est,  -artae  sit  S;,  3t,lae  sit  summae  limes 
S  et  summa  usque  ad  >  (tliclu««ve)  .prodibit 

4>  .  ®  ^  Hr  ©t  u>  A" 


© 

o 


t  o  m  y  QO  i  atque  tum 

a~“—  b  /V’~''A  @  :  #-  $*  'v— "«S  0;  afleOOOf  R.V - SV  A— Q% 

atque  etiam  '8*— <£'+»)  seu  Sj—y;'—» 
conseq.  St-cc'  ,  o  -,  sed  etiam  v— S' 
erit  igitur  %s.  (p.  68---) 

fd  eigo  lautum  uemoitstranduo)  est,  quod  usque 

ad  $.•  series  3tia  rite  exhibeat  factum,  atque  a  quod 

post  $  ,u  ex  S  i  prodit  ,  ^ — -  o  :  tunc  enim  po- 

natur  .prius  *  pro  ?  ,  tum  2  et  i?a  porro  usque  ad 
et  prodibit  prius  s'\  Ium  *'s,  et  ita  porro  us¬ 
que  ad  s' '•*  ;  prodibitqoe  pro  $=p  , 

xP  •>  quod 


'(me—  ^  ^  me  (mt—~  1 )  -  -  — irM) 


1 .2 


pro  e 


n 

m 


-  P 


est 


m 


2m 


m)  „ , 

—  3*-J- 


m 


2i» 


3m 


#8--  » 


1  q-  ^  q_  — ^ _ _ J  2  -  -  -  r- 


Si  vero  pro  e  ubique  — —  ponatur,  ma¬ 
nifesto  (lfx)~n  prodit. 

Designetur  hunc  in  finem  coeff.  seriei  priori* 
*anto  numero  romano  ,  quantus  exponens  ipsius  a 
/!  1|J.°  .‘«mino  est;  ita  in  2da  et  3tia  quoque  eo 
ei iitiine  ,  quod  numerus  romanus  insigniatur  in 

„?a.  Vno  acce,!,° »  in  3tia  duobus  ;  et  consideretui 
quivis  exponens  cx  gr.  5  instar  omnium. 

*'rit  ^ —  \'f  rv'.if-111'.n  +  ii'.i 3 1  -j-  p.iv+Vi 
namque  as  nonnisi  e  facio  terminorum  prodit,  in 
qyHHus  summa  exponentium  est  5,  quod  cum  sum- 
«.«  numerorum  romaftotmm  convenit. 


Est  V; 


/fi- 


■4 


c IV',  IV'; 


te- 


Iii';  III' 


t>—  2 


.  1 1  ■ 


ir±=J£n!.i',  v 


i  e 

i 


V 


N 

/ 


t> — i  _ *y 

l=e  ,  II--  -  ,  I.  ii i=e-  J  .11  ,  IV 
2  3  5 

|TT 

'-r  .  1\ 

5 


4 


1V'.I 


Hinc  substituendo  superius  ih  vaiore  ipsius  V",  est 
ie — 3  , .  .  .....  . ,  ie~'l 


,  lir.u 


.F.III ,  I  IV  =  ie  .  IV  ,  V=  V 
z 

Consideretur  porro  ,  quod  si 


a> 

~k 


3 


2CTwf 


atque  sit;  tum 


a+j3 


& 


u 


r 


Jtu  .  A// 

—  -r  — 
r  r 


/ '  *r. 


-  ‘?r Slt’  neinpe 

r?/  ,  ia 

ad  eo  que •  — --p 


r 


A. 

r  *  i 


P 


1.  +  A 

r  r 


«fi3 


u 


r 


r 

a 

I 


k 


Erit  Line  (quum  V'- 


ie — i 


.ivo  ?  iva 


id — 3 
4 


nr.i^iv' 


e 

T 


e- IV'  ,  te — 3 


5 


u 


III'.  I;  nam  lfI-5  , 


3 


uti  k^h—v  erat.  Ita 
iii.ii—  ie~2 

ir .  u , 
ir.m= 
r.  ni , 

r.iv= 


1I'.II-I1I'*~  t 


2 

e — -2. 


.i'.m=ir. 

2  3 


5 

e — 2 


ir.n  + 


ie—  l 


5 


ze 

T 


.  IV  =  i'.  e~  JUI— ®~31' .  [11+  "IV, 


v  =i_4.  iv. 


I  nde  pro  vaiore  ipsius  ¥*,  e  quivis  linea  ter¬ 
minos  2  posteriores  acjipieu  lo  ,(pi\>  jV%  III'.  II,—) 

rp  * 


<  14S  ) 


terminis  rite  dispositis  ,  oritur  schema  sequ. 
te- 4 


V' 


IV' 


o 

e 

5 


* 

iV'.I^;-e  IV'+— -  IUM 

r»  ■  r: 


1IIMI 
ir  .ii 
v .  IV 

Y=S 


i) 

e~l 


.m\*+  —imi 


5 


—.ir.iH^.r.m 

5 


5 


~  r.nifi?^v 
5  5 


e-4 


JV. 


Ubi  in  quavis  columna  patet  numerum  romanum 
factorem  cons munem  esse  ,  et  summam  factorum 

‘IQ’\  e——  4 

- - F  ;  nam  ubi  orti  sunt  hi  va- 


«ociorum  esse 


lores  ,  in  termino  cujusvis  lineae  ultimo  numerus 
romanus  convenit  cnm  penuitimo  lineae  sequentis, 
atque  ex  e  in  quavis  linea  sequente  uno  majus  ex 
te  Vero  uno  minus  subtrahitur  ;  quod  etiam  gene¬ 
raliter  ostendi  potest.  Denotent  M,  i\i  numeros  ro- 
manos  ,  ita  M — I  ,  N — 1  ,  N-fl ,  nempe  ita  ut  si 
txg*N=*V,  N— 1  denotet  IV  ;  m,  n  vero  denotent 
numeros  communes,  (significatione  priori  haud  re¬ 
tenta)  ita  ut  si  ex  gr.  M  denotet  V,  denotet  m 
tum  5,  ;  et  accipiantur  duo  ejusmodi  valores  pro¬ 
ximi  ut  antea,  M'N  et  (M'—  1)  (Nfl);  erit  M'JS  =: 


te — (i» — l) 


m 


•1)  (Nfl) 


(M' — 1)N,= 


M'.'  e—(.n—iy 


n 


(N. “1) ,  {M- 


m' 


(M'— 2)  (Nfi)  =  (  M' — ?  ) 


e~r~-  •  N  »  adeoque  M'Ns&  - — .  M'.(  N— 1  )  + 
n  V*  1  n  -r  m 
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— — —  (M' — l)N ,  (M'— 1)  (P(+i)=_l_2  .  (M'— X) 
*»t n  n+m 

-N  + - .(M' — 2)  (N  +  l  );  ubi  prioris  ultima 

trfm 

et  posterioris  penultimo  est  factor  (M' — l)  N  com¬ 
munis  ,  ac  summa  factorum  sociorum  est 
<?(H-  I)-— {m^n— 1} 

_ — —  .  Facile  etiam  patet  numeros 

mf/i  • 

romanos  accento  insignitos  post  alterum  a  summo 
sempcr  uno  decrescere  in  linea  sequente  ,  et  soci¬ 
um  accento  destitutum  ad  finem  lineae  2dae  esse 
I,  et  uno  crescere  semper,  donec  in  columna  ul¬ 
tima  summus  numerus  (lieic  IV)  maneat  sine  accen- 
to,  uti  in  prima  idem  cum  accento  (uterque  bis). 


Itaque  redeundo  ad  schema,  ut  res  clarior  fiat: 
substitutis  ipsorum  Y',  lY'.I?  IIIMI -- -  valoribus  erit 


V" 


5 


5 


.  IV" ;  nam  lV'+in\  I  •  |IV=IY"  erat. 


Rite  igitur  prodire  superius  SV  usque  ad  *P  5  ap¬ 
plicando  ad  i",  II"  -  --  patet;  w  vero  quod  pro  p— 5 
prodit  eslrz: 

V  .1'  )x*tVJV)*i+V.iII')0*+V.lV')>v9fV.V'*t9 

i v.ir)  iv.ur)  iv.iv')  iv.yo 

UMirj  111.1YO 

u.iy'; 


Hoc  autem  n  o,  si  p  /— \  00  .  Accipiantur 
enim  >{<ve  termini  omnes  in  seriebus  l,l#,il #*-- 

Mi*  -  -  -  M et  1 ,  IV,  I IV- -  -  -  -  ,  M"”  -- -  W«im 

(per  M,  M'  coefficientes  ipsius  per  M,M'  ve¬ 
ro  coefficientes  ipsius  x%7n  intelligendo),  Utraque 
series  etsi  omnes  termini  q^ve  accipiantur,  limite 

gaudet  (p.llo)  ;  sit  - /^A,  et  altera 

A-^\  A'.  Pro  quibusvis  datis  k ,  X  >$<vis  ,  potest 
utraque  series  ad  taurum  exponentem  eundem  usque 
sumi ,  ut  si  summa  prioris  usque  ad  xm (inclusi v  e) 


* 


(  1 50 


% 

> 


dm  .  ,  %  ♦ 

icatur  u ,  et  k  posterioris,  atque  &  prioris  usque 

ad  .v4  et  m'  posterioris  ,  tam  A —u  quam  A' — V 

ei  4  A ' '' —  u  u'  si  t  <£  X, 

I  *  #  *  # 

hnt  vero ,  44''  )>  u  uJ  >  w?/;  itaque  w  tif—uu'  <  4  ; 

esique  porro  in.  &.;/  sumina  potentia  in  facto  par« 
tiali,  MJh" (neque  in  ullo  alio  amplius  tanta  est); 
itaque  si  co#  dicatur  summa  omnium  factorum  par¬ 
tialium  illorum  *  in  quibus  exponens  ipsius  x  ex- 
ceaii;  2«v»,  quum  omnia  accipiantur,  erit  pars 

ipsius  u  ?/—uur;  nam  ia  Iioc  adsunt  etiam  illa  , 
quae  adhuc  (uti  e  schemate  videre  est.)  deficiunt 
ultra  xm  usque  ad  x2  m\  est  igitur  w'  <4.  Sed  facta 
illa  partialia  ,  quae  ultra  x2  ;n  prodeunt  (per  iniii- 
tiplicaf ionem  serieram  usque  ad  x2m  sumtarum )  , 
sunt  praeterquam  quod  heic  omnia  >J*ve  accepta 
sint,  plane  eadem;  consequ.  si  horum  summa  cu 
dicatur,  ac  >J<ya  «(  X  fuerit  ,  et  signis  terminorum 
in  litatis  erit  w  X  ;  atque  si  2m=p  sit  ^  et  c— n 
00  ,  cc  '■>— -\  o. 

Consequenter  omnibus  quae  superius  requirebantur, 
demonstratis  ,  (pro  *  ^  1  et  )  est  (l+#)e 


±z}}*'+  _fCfZ illini 


2 


2 


*s  -  -  -  Unde 


ae  eae~^  b^e^— _ 

2 


etiam  (p,137)  [a\h)e  : 

*r  — 1 1  ne‘-*63  -  -  -  si  b  <  a. 

1.2.3 

k  b 

6to.  Si  vero  h  >*  a ,  idest  —  S  1  ;  tum 

« 

C  1  +  ita  exprimi  nequit;  nam  (1  +#) e  determi- 

k 

nato  finito  valore  gaudet;  si  vero  *  ,  et  i)>  A, 

/i 

fiet  summa  terminorum  omni  dabili  major.  Nam 


terminus  «tus  erit 


e(e — 1)  -  -  -  (e — (// — 1)4 


2  -  -  -  n 


*?4 

14 
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(e—  1)£  fe — ( n—\  j.l 


,  et  exponens  serie*  per 


n  h 

exprimi  potest ;  fit  vero  e—n  ali* 


2  h 

(e — ri)  k 

9  — _ 

wf*  X  ^ 

quando  i— i ,  et  ab  illo  termino  incipiendo,  aut  es* 

g»  --fi 

—  semper  )>  1  ,  aut  quovis  elato  quod  <*  i  rns- 

jus  ,  adeoque  exponens  seriei  >1  fit,  rt  ahinde 

k 

semper  crescens  — ■  —  .  Nam  si  e ^  et  >  1  est  , 
exponens  coefficientium  semper  y  1  est ;  si  non,  et 

e — ?i 

per  — — -  exprimamur,  pro  quavi*  fractione  vera 

w  +  1 

_  ^  ^  r»* 

/,  quae>--,  fit 
e+f 


e—n 


h 


y  1  ,  si  n  non  -sit  ^ 


j  prodit 


?i 


ubi  n 


n\\ 

@  ~  IZ 

;  nam  pro*— — .....  ™ 

I  ~—f  u  4*  1 

pro  f  tf* vo  et  <(  X  ,  (si  y  e  accipiatur  pro  casu  st 
et  <fl)  prodit  >J*  ,  uti  esse  debet  *  crescent  e  au¬ 


tem  n  crescit  ~f — !L  •  atque  si  j 


rX 


n  ■+•  1  „  i 

/*  ,  X  utrumque  aut  utrumque  »-*  sit),  est  ^ 

IrArX  k  ___  _  /i  -f  X 

.  — 


(ita  ut 
k 


h 


k 


h 


>  1. 


Si  jam  ab  aliquo  termino  incudendo  omnes  ter 

.  *  •  y  6 

iyhui  >rvi  aut  omnes  ^vi  sint,  manifesto  serie: 

\  oo  .  M j  r»o n  ;  tum  ab  aliquo  termino  incipi 
endo  (ubi  jam  exponens  seriei  i  factus  est)  si 
goa  alternabunt  :  sit  terminus  aliquis  A  —  vu* ,  se. 
quens  B  postea  C—  ,  et  D  »jr;  atque  concide 
reiitur  AtB  ,  et  C-f  I)  ;  .exprimi  B-  potest  pej 

4  c — ?/ — --2"  .  # 

.  —  - — —  — —  ,  et  1.1  per  v.<;  *  , -  e&tque 

»  _  o  p  v#  A 


a-+ 1 


A 
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A+I^A  (1-1^4)  ,<  CtD=C(l-*^— 

It 

in  utraque  parenthesi  ,  si  *=:  sit  ,  ^  prodit  , 


e — n — 2  & 


et  y  in  posteriore;  si  vero  .r,  hh  sit,  tum  in  paren¬ 
thesi  2da  majus  >J<vum  prodit;  praeterea  C^>A,  adeo- 
que  incrementa  seni  per  nova  accedunt  cum  quovis 
novo  pari  ,  et  quidem  semper  majora. 
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lognat  Q  lognat  (  Ifu  )  — lognat  (l — U )  —U—  - f 


u 

¥ 


■(—  «■ 


u 

¥ 


«3 

ir 


V 


,  ,  u3  ,  ns  , 

2  (u  t~j+— '  + 


*  .%  c.  '  2uP  ,  . 

“ - si  apud  -  subsistere  libeat:  termino- 

n,m  sequentium  summam  constat  esse  <  eodem 
termino  per  (] — u -)  diviso  (p.131);  nam  quilibet 
exponens  seriei  in  posterum  cst,<  ?/2  ;  nempe 


3  id 


5?/ 2 


post— j-  est  — ,  postea  &,  adeoque  sempcrO2, 

quod  <1  est,  quia  u<Z  1. 

Alias  series  citius  convergentes  vide  infra,  una 
cum  applicationibus  earundem. 

3tio.  Sit  ec  =C,  erit  Cb  =:  ec^=z  C'  =:  1  -f  cb  + 
c-b*  cH  3 

2  ‘  2.3  ”  "  ~  ^  ®st  lognat  C;,  c  est  lognat  C, 5  = 

log  C'  quoad  basim  C  ;  diciturque  b  (si  c  non— 1), 


log.  artificialis  ;  Ita  Cy 


■c*=C"=l+^f  ~ 


* 

et  kzz z  log.  art.  C"  quod  eandem  basim  C  ;  atque - 

c 

nempe  per  quod  lognat  multiplicatus  dat  log.  artifici¬ 
alem  (heic  pro  basi  C),  dicitur  modulus  systema¬ 
tis  cujus  basis  C  est  ;  estque  modulus  =  — 

1 


lognat  C 


I  «.  I 

.  ki  c~l,  es(  — et 


- - —“1  =  1  ,  est  mo- 

Jognat  e 1 


C  '  c 

dulus  syst*  naturalis  ;  nempe  log  e  quoad  basim  e 
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est  1  ?  quia  ei~e,  Unde  si  modulus  dicatur  p  ,  est 

} 

1  1  ,  — 

P  - - -  ,  et  hinc  — lognat  C  ,  adeoque  e  ^ 

iognat  ly  p  1 

1 


I 


— C ;  et  inde  basis  C  innotescit,  nara  et* 

t_ L+-L+JL 

+  f*  ^2/x2+2.3/-43 

Ss  vero  fuerint  qualesvis  2  bases  R  et  €,  et  }og 
N  quoad  B  sit  /5,  et  log  N  quoad  C  sit  c ,  erit 
e—  log  C :  log  B  ("quoad  quamvis  basim  eandem  ac¬ 
cipiantur  Jogarithmi  basium  C,B;  Nam  tum  R^=:Cci 
et  hinc  b  log  B— clog  C  (p.96). 

Notandum  etiam  ,  quod  log  (l — z/)=  —  (w*b 


U 


--)  ,  quod  (si  u  / — n  1  ), 


<'l+T  + 


QO  (p. 153),  atque  tum  1 


u 


o 


7/3 
~ 

!■'  i 

1  ll  ^ 

3 

et  sensu  (p.  38)  fit  log  o=z —  (X ). 

*  XXXVI.  Imo.  Si  ( in  praec.)  in  serie  ipsum  e° * 
exprimente  ,  substituatur  ipsi  cb  quamtumvis  reale 
a  vebp  si  ve  sive  >->,sive  cc~J"/3,  vel  a — j3  aut  ap,  Vei 
a  .*  P  ;  quaevis  ejusmodi  series  ad  limitem  tendit , 
(excepto  si  ipsi  cb  plane  o  substituatur ,  tunc  enim 
Unus  terminus  est  1  ,  reliqui  omnes  oj.  Imo  si  1 
*  ,  a2  a3  Q2  Q3 

— 'A,  - 


2,3 


erit  etiam  1  f  (afp)  f  — , 

2  2.3 

atque  H-(a—  p)-f  — j.  (a~ '^1 


a  m 


a 


a  , 


AB  , 
A 

TT  * 


e 


a  w  3 
:  &' 


2  *  2.3 

e"  —  n  5  e*3  —  B  ,  ea.  ==  AB  ;  et 

=  A  :  B-ea^  ;  aique 


O 

prioris,  e*"*3  autem  posterioris. 

.X  * 


est  limes  seriei 
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Ita  rea)^  =  e“P=l  +  «|3+^+(a43  ^ 


2 


2.3 


*  -  -  et  tS 


a 


■P  =  1  + 


a  f  ot  "N 2  /  ot  ^3 

p~+  T  :2+(T  ••  2.3  ... 

2do.  Quum  haec  ita  sint;  facile  succurrit  quae¬ 
rere:  quidsi  ipsi  a  (aut  etiam  /3),  r+f  aut  Ef/ sub¬ 
stitueretur  (pro  R,  r  realibus,  et  /,  *  pure  imagi¬ 
nariis)  ;  nutn  series  eaedem  ttlm  quoque  ad  limi- 
tem  tenderent?  et  an  una  per  alteram  multiplica¬ 
ta  ,  aut  divisa  fr5,  series  ejusmodi  ut  prius  produ¬ 
cant  ? 

Sit  prius  r~o  ,  et  sit  ex  gr.  i—%^ — \  ;  si  in 

serie  ipsius  ,  ipsi  a  substituatur  t\  fiet  1 -f  2|/ i 
4  —8^—1  +16 

2  '  ~2~3  -  -  -  5  et  terminorum  reali- 

uii!  seorsim  addendorum  ,  exponens  seriei  primus 

eSt - -r  Dlire  ima^inarinnim  vnt«n  _  (i[ 


pure  imaginariorum  vero  est 


j4 

2.3  5 


ppstea  in  utroque  si  factor  ultimus  p  sit  in  deno- 
minatore  termini  ,  exponens  est  ;  unde 

quum  numerator  constans  sit, 'et  p/ — *  00  ,  fmani- 
lesto  in  aliquo  termino  primum  fiet  exponens  se¬ 
riei  fractio  vera,  quae  in  posterum  quoque  semper 
decrescet;  praeterea  vero  terminorum  signa  in  se¬ 
rie  utraque  alternant ;  et  quilibet  >  sequente  at¬ 
que  terminus  utriusque  A-~v  o;  itaque  (ut  supraj 
series  utraque  tam  realium  quam  imaginariorum 

gaudet  limite  ;  adeoque  et  summa  totalis  seriei  to¬ 
tius. 

Renatur  jam  - 1  (^pre  a\  h  realibus)  in 

locum  ipsius  a.  Si  a^rh  poneretur,  summa  quotvis 
terminorum  ,  etsi  omnia  >Jve  accipiantur,  certo 
finito  minor  maneret  ;  accedente  y/  — 1  autem  ter¬ 
mini  manent  ii  dem  ,  praeterquam  quod  quidam  si¬ 
gnum  mutent  ,  quidam  lactore  is  — Jt  afficiamur. 
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Itaque  et  horum  summa  manet  priori  finito  minor; 
adeoque  tam  pars  realis  quam  imaginaria,  nisi  coii' 
stans  sit,  limite  gaudet. 

Quod  multiplicationem  serierum  ejusmodi  atti¬ 
net  ;  absque  eo  5  ut  resultato  [quod  sub  signis  ge¬ 
neralibus  a,  p,  pro  casu  realitatis  prodit, deducatur; 
e  muit  iplicatione  serierum  immediata  patet  sic. 

tam  in  a°  -f*  a1-]- 
S3  .  p3 


Accipiantur  termini  numero 

3  „  171 

C4  .  a6  <x 


m. 


2  ~^~2.3 


2.3  -  -  -m 


,  quam  in  p°+pH  - — -f- 


2.3 


m 


rj"77 - -  ;  atque  instituatur  multiplicatio ;  1  et  po¬ 

tentiae  omnes  ipsius  a,  multiplicabuntur  per  I  et 
■potentias  omnes  ipsius  p  (usque  ad  wtam)  ;  adeo¬ 
que  prius  prodibit  1,  praeterea  prodibit  (pro  quo¬ 
vis  integro  ^ vo  p  quod  non ^>mjteraiinus  .quivis 

ipsius  (a-fp)f'  ,  divisus  per  2.3-  -  -  p;  et  quod  prae¬ 
terea  piodit,  A-- \  ©  ,  dum  m  QO.  Sit  enim 
generaliter  (denotante  p  numerum  quemvis  ab  1 
usque  ad  m  indusive),  pF=/?+#  (pro  p  ,  q  integris 

t^vis  )  ;  cujus  vis  termini'  ipsius  (c r  +  p)**  forma  est 


p  •  ( p — i)  —  (p — <fH) 


aZJ  p2,  (ubi  p« — ^4- 1  ,  uti 


2.3--.  q 

facile  e  quovis  exemplo  patet)  ;  exsurget  svero  e 

termino  in  quo  aP  est  per  terminum  in  quo  p?  est 

aP  p? 


(quod  nonnisi  semel  est). 


2.3-  -  *p. 2.3  ~~q 


atque 


hic  erit  plane  terminus  unicus  ipsius  (a-fp)P  ,  fn 
quo  a Pfig  est,  (per  2.3---  p  divisus,  uti  forma  se¬ 
riei  ostendit).  Nam  multiplicentur  numerator  cle- 

aP 

nominatorque  ipsius  - -  per  p(p — q 


2  3  -  -  -/> 


aP  p? 


+ 1  =/> + i)==Ot i)o+2V  -  p  f  erit2;3 . :  r:~ 

_  Pp* — Q  -  -  -  (p — g? 


3  -  -  -  (q 


:  2.3  -  -  -p  (pf  l) 


-  -  P 
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qui  plane  terminus  superior  generalis  est  ,  per  de¬ 
no  mi  nato  rem  terminis  ipsius  (affi)P  omnibus  com. 
munem  divisus.  Pro  quovis  p  non  >m  autem  et 
quibusvis  p,  q,  adest  ap  in  serie  superiore,  et  pq 

in  inferiore  ;  at  non  si  p  m  ex  gr.  =m+I  su¬ 
matur  :  nam  si  sit  pzzzo  ,  (aut—  m\  aderit 

in  serie  superiore  a°,  infra  /3  m ,  ira  <zm  et  J3 °; si  pO?, 
quod  vis  /i  et  adesse  patet ;  at  pro  p=s//&fl 

et  p~m\  1,  non  adest  ,  adeoque  hic  terminus 

ipsius  ( af]3  deest  ;  adsunt  vero  omnes  ipsi¬ 

us  <r-f/3  potentiae  a  o  usque  ad  m  inclusi  ve;  di¬ 
catur  summa  ejus  quod  e  multiplicatione  insuper 
exsurgit  w.  Accipiantur  jam  termini  etiam  porro 
usque  ad  a2  m  et  ;  pariter  prodibunt  etiam 
post  (,a+  V>  )  m  •>  potentiae  omnes  ipsius  (a+p)  usque 
ad  (aHh^)2^,  in  quas  tt>  totum  ingreditur,  nempe 
praebendo  unicum  terminum  am$m  ipsi  V+p)a/”,  et 
reliquos  terminos  omnes  potentiis  inferioribus  sup¬ 
peditando  ;  nempe  m  ipsum  quoque,  eo  magis  nu¬ 
merus  ipso  m  minor  ,  cum  numero<  w,  summam 
C2/^  facit.  Si  vero  m  / - s  QO  ;  post  ( a  +  sum¬ 

ma  omnium  — \  a  ,  adeoque  ct  pars  co  / — s  o.  (ut 
supra  p.146) 

Hinc  series  prior  per  2dam  multiplicata,  dat  se¬ 
riem  formae  ejusdem,  nonnisi  a+(3  ipsi  a  in  pri¬ 
ore  substituto  ;  quideunque  denotent  a,  Nempe 
'iit  supra  (p.l46j  si  de  utraque  serie  usque  ad  ex¬ 
ponentem  quemvis  accepta  valet  ,  de  seriebus  ipsis 
Tai  et. 

ilinc  etiam  series  prior  per  2dam  divisa,  dat 
quotum  =  l  +  (a— • p)f  -fp-  ■  ■  -  -  - ;  nam 

Ji  JL.o 

hoc  per  seriem  2dam  multiplicatum  ,  dat  priorem 
( per  praec.). 

Imo  hinc  etiam  ,  etsi  c  non  sit  reale  ,  si  &=:  ~  , 

m 

(pro  m  integris)  reale  sit  ;  erit  (!+c-h  -- - h 


N 

✓ 
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—  -  •  -)^  =  1  +  cb  + 1  +— -  -  -  Est  enim  (per 

2.3  2  2.3  vjr 

praec.  )  (  X  +  c+- - J2==]  +  2c+^r|^  Hr 

r2d3 

---et  porro  eundo  futp.145)  usque  ad  mam 
2.3  '  * 

c3 

potentiam  ,  est  (Xfc*  — -  -f  —  -  » 

2  2.t> 


1  +  ?z<?  + 

)2  J_ 

i- ~77~^ —  *  -  -  Ita  (H-ttc-f— - — -•«)*»  ^  1  + 


-  -  - ,  namque  hoc  elevatum  ad  m  dat 

in  2.//*  “ 


(w-cl 
v  /■ 


f !  3 


lf»c+— ^ - Itaque  (1  f  gc  +  — -  '- - )” 


n 


(  l  +  c+  4 - adeoque  (l  +  c+ 

Jd  Jd 


n 


+  hc  4* 

(bcy 


(bc') 2 

*r 


et  iq-c-f 


c 


rtz 


-f 


2 


-  -  -)  ;  ubi  cb 


2 

«tai 

H  C  71 

—  ,per — 
m  m 


-  bc 

■b  divisum  sub¬ 


stituitur  ipsi  cb  in  serie  posteriore  ,  e  qua  radix 
exponentis^-»  extrahenda  est* 


Quaestio  etiam  suboritur  ;  num  pro  quovis  P  , 
sive  reali  (>i*vo  vel  —  vo  )  sive  pure  imaginario,  sive 

mixto  ,  detur  tale  p  ,  ut  — [_  lit  .  .  .  p. 

2  2.3 

Quum  dari  omnino  statini  probetur  : 

3tio.  Animadvertitur  ;  has  series  etsi  imaginaria 
contineant,  analogis  subesse  operationibus,  ac  si  ex¬ 
ponentes  ipsius  e  reales  essent;ex  gr.  si  ct,  g  realia 

fuerint  ,  sietiti  e*  .ep~=  ?  ifa  serieg  ;,,sj  * 

superstruet  a  per  seriem  ipsi  0  supestructatn  multi- 
plicata,  dat  seriem  ipsi  supestructani  etsi 
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0  imaginaria  contineant*-  -  Unde  passus  ad  no¬ 
vum  conceptum  latiorem  aperitur;  redeundo  qua¬ 
si  a  serie  hujus  formae,  ad  quam  conceptus  po - 

tentiae  dementaris  ( p.  43)  deduxit :  nempe  si 

4 

ipsi  substituatur  ex  gr.  16  ;  exprimet  series  , 

4 

omnes  valores  ipsius  e  elevati  ad  16,  pro  duo- 

4 

rum  valorum  realium  ipsius  |/16  (nempe  f2, — 1) 
quovis.  Hinc  quum  operationes  potentiarum  de  se* 
riebus  dictis  7  etsi  imaginariis  superstructae  sint , 

4  4 

valeant:  imaginem  exgr.  e  1  +  1^16  + 


‘2 


-  -  pro  quovis  valore  exponentis  retinere 


libuit ;  formando  conceptum  sequentem  ;  quasi  po¬ 
tentiae  9  radicis ,  logarithmique  conceptus  supe¬ 
rior  (in  posterum  quoque  manens)  alio  nomine 
signoque  designatus  fuisset,  (^quamobrem  etiam 
dementares  dicti  sunt ,  nomen  hoc  retinentes). 

Si  nimirum  1  +  5«?+ +  ^?pr'  ---=vel  A— >  B, 

A  Jd.Ji 


.  ,  C1 

et  lf  cf  — 


+ 


-  %  ==  A-~\  C ;  atque  bc^rfi  (pro 


r  rea! i  et  i~o  vel  pure  imaginario) :  dicatur  in  poste¬ 
rum  B  (  per  quamvis  potentiam  elementarem  ex¬ 
ponentis  r  ipsius  1  multiplicatum)  patentia  expo¬ 
nentis  b  ipsius  C,  et  C  dicatur  radix  exponentis  b 
ipsius  potentiae  ;  logariihmus  vero  nonnisi  b  ipsi¬ 
us  B  quoad  basim  C  dicatur . 

Si  c— 1  ,  adeoque  C— e  ;  est  B  ,  et  si  C  == 

e5-=l  ,  est  B  zeob—e0 . 

Patet  vero  conceptum  potentiae  hoc  sensu  ex¬ 
tendi  ,  et  priore  latiorem  fieri  ,  logarithmi  autem 
conceptum  partim  extendi,  partem  restringi.  Nem¬ 


pe  si  «  reale  sit 


<r  2  < r3 

lf  ^+“77“  +  r~s  “  -  •  quoque  reale 
A  'Aio 
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est,  et  quidem  semper  »J« ,  etsi  a  —  sit:  nam  si 

5  a 9  ] 

a  *-*  sit  ,  ex  gr.  — 3  ;  erit  e“3=Ifa  - — 

adeoque  l=e3.(  If«t  “ - );  ubi  e3>£est,  con- 


seq.  et  alter  facter  ^  est*  Itaque  series  ista  pro 
a  reali  nonnisi  valores  ^vos  ipsius  ea  (eos  qui¬ 
dem  omnes  )  exhibet.  Quamobrem  ut  omnes 
alii  quoque  valores  comprehendamur,  fit  multi¬ 
plicatio  per  lr  ( sensu  elementari  intclligendo  ). 

Ubi  nempe  (p.158)  ex  (l-fr— >  series 


1  +  ?+^+ 


JL 

2 


) 


'  ^  , 

...  prodibat ,  fuisset  reipsa  ex  gr.  (pro  y: 

2>  3 

3/z  3/Z-2 

1~  +  2  .  ubi  l*" ,  I3"'*  semper  =  la 

2 


et  1^1  in  quovis  termino  >}<ve  aut  in  omnibus^ve 
accipiendus  est;  et  quum  quilibet  accipi  possit, 

C 7 ® 

valor  omnis  exhibetur;  in  serie  1+^h  77-  ---  au- 

JL 


tem  potentiae  ipsius  1  unicus  tantum  valor  nem¬ 
pe  +  1  ponitur  ,  omissis  ceteris  valoribus  ;  quos 

tamen  multiplicatio  per  lr  (sensu  potentiae  ele* 
mentaris  intellectum)  omnes  exhibet.  Per  lr id¬ 
circo  semper  potentia  elementaris  iiitelligenda. 
Logarithmus  realis  autem,  ( sensu  proximo )  quo* 

ad  basim  e  vel  ec  (pro  c  reali  )  quantitati  >-4  vae 
neutiquam  competiti  nam  B  pro  quibusvis  b.c  rea- 
libus  per  dicta  semper  est ;  atque  nonnisi  b  io- 

garithmus  ipsius  B  quoad  ec  dicebatur.  Restringi¬ 
tur  itaque  logarithmi  conceptus  ;  in  quantum  Jega- 
rithmo  elementari,  i-t  va  realia  quoque  gaudent;  ex 
tenditur  vero,  quum  sensu  proximo  non  solum 
A+Bp^ — 1,  (quaecunque  realia  denotent  A,B)  ,  Jo- 
garithmo  gaudeat,  sed  et  ipsum  A+BJ^— -1  ioga* 
rithmus  esse  queat. 


Z 
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Nempe  {p  43  et  84)  est  o  itaque 

2-2 

(per  def  p.  43)  ( — 10/3-2  :zr.  1  , ‘et—  seu  oz:z  log  1 


quoad  —  10  ;  ita 


10.10  _  —  1  ~i.~~ i 

XO.iO  ““  — i.— 1 


9  ad eo que 


2-2 


a — 1,  et  o^log—l  quoad  10;  ita 
{/ — i  .i^~ i  ps— i .tX-~ i  .?/ 


10.10 

10.10 


1 


M 


2-2 


\S —UlS  —  l 


;  ac  IO6-12 


=1^—1,  et  o  est  Jog  —1  quoad  10:  atque  10  2 

3 

zz: +*  1^1000  ,  ad  eo  que  est  logarithmus  tam 

❖  vae  quam  ^va*©  radicis  'ipsius  1000  (quoad  basim 
10);  ita  omnes  logarithmi  in  tabulis  ,  tibi  radix 
decies  millionesima  (adeoque  exponentis  paris  extra* 
hitur  ex  10  elevato  ad  logarithmum  qui  ibidem 
est  ,  commate  deleto)  ,  sensu  priori  elementari  , 
tam  d^vo  quam  r- yo  competunt.  In  genere  pro  quo- 

2  r 

vis  reali  R~er  ,  est  R  non  C—)  sed  (—e  2  (zr) 

•  * 

2/*  • 

\S  e2/* ;  atque  — -  £=r  tanquam  log  elementaris  tam 

ipsi  R,  quam  ipsi» — R,  competit. 

Datur  jautem  pro  quibusvis  realibus  A.R  (etsi 

*  \ '  ~ 

7*  +U  Q 

aliquod  eorum  o  sit)  tale,  ut  l  +  -• 

sit  ~vel  / — \  AiB  —  1  ;  atque  tum  ^~log(A+ 

— l)  quoad  basim  e  ;  imo  quaevis  basis  C^ec 
sit  ,  poterit  x  in  2  factores  discerpi  ,  quorum  unus 

x  , 

€  sit;  nempe  si  ponatur  xz=:lcr%  erit  b  — - *  (quo* 

tumque  dari  ,  etsi  x ,  c  utrumque  imaginarium  con¬ 
tineat  (p.  127)  dictum  est)  ;  adeoque  hoc  b  erit  Io* 
garithmus ‘ipsius  — l  quo  au  basim  C.  Si 


(  m  } 

v. 

sit,  tum  idem  de  B s/* — l  valet;  si  vero  u- 
trumque  =o  sit;  tum  o  ,  iogarithmo  nonnisi  sensu 
(p.  38)  gaudet,  et  quideru  —  OQto ,  ut  paulo  in¬ 
ferius  dicetur. 

Eatio  prioris,  Trigonometriae  elementis  primis 
perspectis,  (p.  108)  facile  intelligitUB.  Erat  ibi. 

_ f  a 

deni  £os  —1*  «in  a  —  ( 


4.  >  a\n 

eos — —  — I,  giu - J 

n  n  y 


w 

quod  (si  n  tam  magnum  accipiatur,  ut 


a 

u 


< 


jL 

% 


quadrante,  adeoque  cos  ~r>  sia  ~  sit) ,  erit  J(per 

7q 


n 


a  n 

p.l50)=  (cos—)  ^(cos 


rr 


n(tf — '1 ) 


7 


(  COS 


n 

a  yi-2 


n 


n 

a  2 


L)"'1  /  ,  .  _£ _ 

J  ,\/  - 1.810  —  — • 

v  n 


™  \ 

<6inir) 


•fcil  (==%  co* 


— — ^  [y — 1.(sin— — -)3  -  •  •  Ubi  manifesto  summa 

u  n 

terminorum  realium  est  rs  cos  et  summa  reli¬ 
quorum  per  — 1  multiplicatorum  est~|^ •— ‘Esin 
atque  deleto  \S* — 1  utriuque  ,  fit  =  sia«.  Z 
Si  n  integer  >J<vus  finitus  sic  ,  series  ex  ter¬ 
minis  constat  ,  exhibens  cosinum  smumque  arcus 
titupli  ,  nec  tum  sin  cos  a  esse  aecesse  est(p.X50). 
Si  vero  n  > — v  00,  datur  series  talis  ut  supra 
(p.  154)  ,  cujus  summa  limes  hujus  est;  nempe  X^a 


Nam  si  n 


2.3 
00  ,  tum 


2.3. 1+  2 - 5 


(  cos  o=l)3  Ct  (  COS 


a  \ 

— i 

U' 


n 


’( 


€» 

tl. 

cos 


o,  et  cos 


n 


u  yi-x 


n 


innes  reliquae  potentiae  ipsius  cos 


a 


n 


/x— X  uti  ©• 

* 

— ;  constabit 


praeterea  inferius  ,  quod  (  sin  * — -  )  ;  —■ 

Z  * 


I ;  a* 
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deo  que  si  (ut  p.155)  in  quovis  termino,  potentiae 
ipsius  cos  — •  substituatur  1,  et--*  ipsi  siu  — erit 


n 


n 


n(n — l) (v — mf  l) 


m 

a  .  a 


2  .  3 - m 


n 


m 


2.3  ■  *  •  t ii 


1  ;  nam 


quotus  hic  est=^-  -2- .  n~  *  • — -  — n  mfl  • 

n  n  n 


n  n — 1  _ 

- — — 1,  - -  / — \  1  ? 

n  7  ^ 


/i  n 
n — 2 

n 


1  --  et 


n 

n — m+1 
u 


ubi 


1  ,  atque  omnia  ut  supra  applicari  possunt,  neque 
heic  jam  brevitatis  studio  repetuntur. 

Unde  etiam ,  (quum  hoc  pro  quovis  a  valeat), 

est  cos  - —  i  sin  — T -  a  ft  ’^  ^  ^  | 


2. 3.4+  2.3. 4. 5  2.3 -- - 6  * ‘ ’  at(iue  (  ut  prius) 


a5l^ — 1  a' 


2  .  3 


cos 0=  summae  realium,  nempe 


_ ...  e?2 


#7 


2.3  *  ■*  -  6 


a 


-  -  -  et  sin  ct — 


4^—1. 


"  — i.  sin  a  fi ^  a~ 

i/~i  ~  a  — ZT+  2.UX 


■2  ‘  2.3.4 
< 


2.3 ---7 


Sed  ad  scopum  praesentem  sufficit,  quod  cos  a 
+»^—  l.sina—  ea//ll(p.l68);  sit  K  (fcvnm  = 

erit  K=l+^t~-  +  -|^--.  (p.159),  et  e"^-1  .  e* 
=  60/'lf li- («i^—  lf*  - —  K 

Ja 

(  cos  — 1.  sin  «).  Si  itaque  K(  cos  — l.sin») 

1  ,  seu  li.  cos  a~A  ,  et  I£  sin  a=B  ;  erit 

A|B|X — .  Id  ergo  quaeritur,  num  hoc 
fieri  possit:*  Si?  ,  nempe  ;  casus 

si  Azz  o ,  excluditur  ,  tunc  enim  facile  est  a  ita  ac- 
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cipere  ,  ut  cos  «=o  sit.  Quaestio  igitur  eo  redit; 
num  detur  tale  a  ,  ut  cos  a^ip  sin  »  sit  l  p  sin  a—p 
^(1~C  cos  » )  2),  seu  (cos  a)  -=p  2  —  p  2(cos  a)  2  ;  unde 

«t 


(cos  cif  (if^3)^2;  et  cos 


a 


\Z^Yi  ’  °iuoclciim 


sit,  (omnia  pro  radio  1  intelligendo)  omnino 
datur  ,  arcuque  gaudet.  Itaque  si  (pro  tali  arcu  a ) 

A 

accipiatur  K  =  -- —  ,  (quod  semper  ^esse  potest, 


cos» 


nam  p  sive  >J<  sive  ^  sit, 


v 


>{<  est ,  et  pro 


p2  + 1 

Ah  vo  Hva  radix  accipi  potest),  erit  K  cos  »— A,  at¬ 
que  K  sin  a  —  B  ;  adeoque  K  (  cos  a 

P  P 

'3r\/^ — 1  .  sin  »)  —  xA  +  B(/—  X=.et°^a^  *  ;  et  lognat 

(A  +  Bf^ — X)  est  k+aiS — 1.  Patet  etiam  esse  K2 

=A  ^=AS+B=. 

p~T  X  p'  p 

Si  (p.109)  quivis  arcuum  sumatur  (sive  ^vc  si¬ 
ve  i— ve  )  quorum  cosinus— -1  et  sinus  ,  substitua- 
turque  ipsi  »,  (pro  quovis  reali  K—  ek)\  erit  X£(cos  a 

— 'l.sia  +  .eaf/  1  — 

ek\ciS—  l  .  atque  lognat  K=£f«^ — 1  ,  cujus  valo- 
res  (propter  valores  innumerabiles  ipsius  »)  innu¬ 
merabiles  sunt,  omnes  imaginarii  praeter  unicum 
si  nempe  »— o  ,  (ubi  etiam  cos— 1  et  sin  —  o).  Ita 
si  a  ita  sumatur,  ut  cos  »= — 1  ,  etsin  a~o  ,  erit 

K(  cos  «+»/—  I.sin  a)=  — K  ,  et  e^a/~l  =  —  K  , 
atque  pro  quovis  valorum  innumerabilium  ipsius 
a,  pro  quibus  cos  a— — 1  etsin»— o,  erit  lognat  ( — K) 
—k  +  ai^ — 1  ;  inter  hos  valores  ipsius  »  zerus  non 
adest,  quia  cos  o—l ,  consequ.  negativum  nullo  re- 
ali  logarithmo  (ut  supra  quoque  dictum  est )  at 
innumerabilibus  imaginariis  gaudet,  uti  etiam  ^vuin, 
quod  tamen  unicum  realem  quoque  habet.  Si  iv— I, 
tum  pro  k~o  logarithmi  omnes  pure  imagina- 
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rii  sunt,  praeter  unicum  valorem  ipsius  a  ("pro 
4-1)  ipsi  o  aequalem. 

At  quaeritur  etiam  ;  num  pro  quovis  >J<vo  K  de¬ 
tur  tale  k ,  ut  =K  sit  l  (quod  in  demonstrati¬ 
one  supponebatur ),  Sit  prius  lOl.  Si  >{<  n 
00,  en  quoque  / — v  00,  ("quum  e  >  1  sit);  e-« 

1 


seu  ~if  vero  / - \  o,  en  id  est  [Xe  vero  (sem- 

e 

per  I>lj - vl  (  89  }.  Quaeratur  (Fig.  17,)  a  p 

eundo  semper  porro  in  00,  in  quovis  puncto  p'; 

num  sit?  aliquamdiu  prodibit  <■ ,  et  ali¬ 

quando  >►,  nam  e9—  1  ,  et  exponens  >{<  ve  crescit  a 
o  in  00.  Datur  itaque  ("p.  16  J  punctum  aliquod 
uitimum  *  ,  intra  quod  et  p  quodvis  p'-ta[e  est  > 

Ut  eW  <;K  sit;erit  vero  tum  e^=K=a6  ;  nam  secus 
esset  aut  «<  ab  ;  neutrum  vero  fieri  potest.  Sii 

*  _  i 

enim  6^=ftC=a6— bc,  erit  ac. e  71  ac,  quia  e* 

■  i_  • 

/A — n  1  ,  adeo  que  ac.  e  71  — ac  dato  quovis  ergo  .et 

i  . 

<13c  fieri  potest,  sit  =  cq  ;  erit  ac. e  n  =:acfcq  seu 
=aq  *,  adeoque  in  *  non  esset  ultimum  tale 

punctum,  ut  dictum  est  ;  nam  p*+  ^  ultra  *ter-< 

minatur,  attamen  est<CK  ;  ad  quemvis  expo¬ 

nentem  minorem  elevatum  vero  minus  est, 

d  ~  n 

Neque  ev*=^ab  esse  potest  ;  nam  e  n  =  1  :j/" e 

-i 

quod<l,  sed  I;  adeoque  ab. e  fl  — ■  ab  quovis  da¬ 
to  (ergo  et  ipso  6b)  minus  fieri  potest  ;  differentia 


-l 


m  va  est ,  sit  —  br  ;  erit  ab. e  n  —  ab  =  — br,  adeoque 
yf  ^  ;  itaque  e  ad  exponentem  minorem 
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ipso  £*  elevatum  >  K  esset*  Est  igitur  K,  si  >  i 
est  ,  ==  Si  vero  K  <  1,  tum  datur  tale  N>1, 
ut  NK  >“  1  ;  et  tum  dantur  talia  ut  ex 


f)X 


et  ez  =  N  ,*  adeoque  —  •»  ex  z=iIL 

e  * 

jExempla*  Imo.  Pro  qnovis  «,  cujus  cos —1  et  sin 
-=©,  est  (p.172)  cos  «4E^ -^1  .  sia  tf  ==  I4«j/ — 1— 
«2  «3t/— 1  _ a/—l 

—  *  1  ^  «i  -  —  — -  ■  *  «f  «  -a»  n - ra  fy 

2  2.3 


;  seriei  summa  igi* 


tur  ^  1  ;  quod  fieri  nequit  ,  nisi  summa  reali- 
um  praeter  terminum  primum  / — s  o,  et  summa 
pure  imaginariorum  quoque  a— S  q.  Est  vero  pro 
quovis  diero  a  ,  — 1  —  lognat  1,  et  inter  innu¬ 

merabiles  logaritlimos  solus  zerus  est  reaiis  ,  pro 
a^z  o: 

2do.  Pro  quovis  cufus  cos  = — 1,  pt  sinas=o,  est 

_ 


cos 


(i  4  t  «sin  Cl: 


1  —  1  4  a  \s" — 1- 


<»h/ 


«t  b 


d/__t  . 
■—* 1 


,  _  ,  itaque  summa  realiiim 

2  .  3  i 

praeter  terminum  primum  a— \  — -2  ,  et  summa 
pure  imaginariorum  A*~\  o.  Innumerabilium  va- 


lorum  ipsius  a  unus  est  :  adeoque  e 


Ky' 


■1 _ 


— i» 


et  —  1  est  tinus  logaritlunoriim  nat.  innume- 
rabilium  ipsius — 1;  atque  quod  ta- 

Wien  nihil  quoadj  quantitatem  ipsius  n  determinat, 
quum  lognat  ( — 1)  jam  involvat  eam,  neque  aliunde 
notus  sit. 

3uo.  Pro  a~  1  ~  radio  ;  est  cos  1  4-  {Z' — -i ,  s|n  i 
==  e 1  */~'i  — :  \Jt\/r — 1—  ^ 


2,3 


l+± 

1  o  o 


5 

A'~l 


2.3.4 

et  1/ —  1  —  lognat  (colHl  4  l.ain 

a(qne  pr  |/  (co  s  I  4^/*— l.siii  *}.  Itaque  » 


2.3.4. 5' 


(  176  ) 


j+1 - L. — - (p.105).  Patetque  omnia 

in  intuitu  exhiberi  :  imo  quum  pure  imaginaria  a 
realibus  nonnisi  determinatione  differant,  ut  >£va 
a  yis^  et  majoritatis  minoritatisque  sensus  (p.  21) 
ad  pure  imaginaria  cum  realibus  comparata  ,  ex¬ 
tendi  potest. 


4to.  Pro  cos  #=o  ,  et  sin  «=1 ,  est  e 


a^/  1  cos  a 

+1/-1  .^n  + «t/-i— y— 

adeoque  pars  realis  a— n  o  ,  et  pars  imagina- 
ria  J —  (/— 1  ;  atque  (/—  l=ea^—1  ,  et«[/— 1 

=:  lognat  |/' — 1* 

5to.  Si  vero  (in  4to  )  sit  a\ / — 1  superius  c5  et 
h  sit  1  ;  erit  bc—a\^-\  .  atque 


— a\ 


a 


C  superius 

-2  «iL 

2.3 


et  e 


bc 

//-1 


, _ „  ^  _ — a 


2 

Est  vero 


=  ec  =  e^-1  =(/—1  , 

- — (l / — l)^— et  (/  —  I— //e' 

talis  valor  ipsius  « ,  uti  in  4to  re- 


71 

T 


quiri  tur  ,  imo  (pro  n  integro  quovis)  2 nn  + 
tale  est. 

*  6to.  Solet  etiam  excos«-H^ — l.sin»  zz-.eaf/~~1 
sequens  deduci. 

Est  nempe  (p.  172)  eaf/~1  —cos  a  —  — 1* 

1^(1  — (cos  a)2);  et  hinc  (elevando  ad  2)  est 

(cos  'a)2 — 2  e 

adeoque  2  ea^~~ 1 .  cos  a 


at/  1  —  «=  —  1  *i*  («os  «J 2; 


.  cos 


1  1 ;  consequ  cos  a 


e 


a 


2^-1“+ ~2 


//— i 


, — a/ — T 


,aY—  i 


2 


+ 


2 


«jK— 1 


4*  e’ 


•a/ — 1 


'2 
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Hinc  etiam  substituendo 
a/—  1 


) 


3  eSt 


cos  a-b  \S — 1.  ttrtflf  ipsi 

eo*  —  Isi  nfl  +  e  Clf/'  ^  M 

- - - - — cos  <t\  ©£ 


hinc  — 1. sin  a=tu  a 

,ay~  1 


— a/7 — 1  e 


2 


-a*/— 1  —ea//~’1  —e^af/~l 

~2  ' 

I  consequ.  sin  &  ^ 


— a/—  1 


aV — 1 _ „ — — i 


Ut 


— 1  , 

Quae  formulae  sinum  cosinumque  ita  exhibent, 

per  ea^~1  limes  summae  seriei  l  +  1 - ^ 

•a^-t  yero  limes  summae 
aV-* 


—  t/— 1 

2.3  K 


•  * 


per  e 

ipsius  1— ctVS~\\ 


a - 


---  inteliigatun 


ii  2.3 

*  7mo.  Quum  ut  jam  saepius  dictum  est ,  pure 
imaginaria  a  realibus  nonnisi  determinatione  alia 
iifferant :  possunt  quantitates  pure  imaginariae  in 
Geometria  exhiberi.  Certo  modo  realibus  di¬ 
stinctae.  Et  facile  patet,  aequationem  circuli  pro  dia¬ 
metro  =  1  ,  nempe  y v — &'),  exhibere  valo- 
ribus  pure  imaginariis  hyperbolam  aequilateram  , 
lequationem  ellypseos  vero  omnes  liyperbolas  (quo- 
id  formam)  ;  uti  aequatio  hyperbolae  aequilaterae 
exhibet  circulum  pro  valoribus  pure  imaginariis 
ex  gr.  serie  punctorum ,  aut  alio  colore  a  reali 
iistingvendum)  ,  et  aequatio  hyperbolae  generalis* 
exhibet  omnes  ellypses  ("sensu  dicto);  aequatio  pa^ 
rabolae  ,  dat  quoad  valores  pure  imaginarios  quo¬ 
que  ,  parabolam  quoad  formam  aequalem ,  quasi 
maginem  virtualem  sibi  aequalem/  in  prioribus 
yero  imaginariorum  forma  realibus  contraria  erat. 

8vo.  Si  logarithmi  sensu  dementari  accipiantur; 

°  _ 2  2 

jst  etiam  log  — 2 —  log  —  3~  log  (  :r)  *  ut  si 


3 


ogarithmus  sensu  dicto  veniat,  tum  log —2—  log 
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)  log  el  24  *\/ — 1 — (leg  el  34*  — l)  (p.175);  a  t  si 


(e.g)  in  posteriore  3?r  sit,  iogarithmus  realis  ipsius 


2 


3 


haud  exhibetur.  Vide  infra  in  differentiatione  loga- 
rithmi  ,  atque  in  explicatione  spatiorum  hyperbo¬ 
lae  a s \  m pio  t  icor  Ujm 


S-  Fihun  sectione  praecedente  certo  respe¬ 
cto  interruptum,  tandem  ulterius  continuatur  :  ut 
Tyrones  ex  imis  radicibus  arborem  scientiae  cum 
praecipuis  ejus  ramis  excrescentibus  ,  in  lucem 
exsurgere,  cernant. 


Mens  abstrahendo  varia  ,  absfractaque  vario  rro* 
do  componens;  de  omnium  illarum  operationum, 
quae  ante  sectionem  praec.  prodierant,  omnimoda 
compositione  ,  ad  conceptum  generaliorem  ascen¬ 
dit  :  nimirum  qualiumvis  operationum  ,  quae  in 
tempore  spatiove  suscipi  possunt,  qualibusvis  af¬ 
ficiamur  quantitates  expressio  id  denotans  (no¬ 
mine  a  Leibnitio  introducto)  vocatur  functio  et 
quidem  sensu  lato  quantitatis  cujus  vis,  quae  in 
expressione  adest,  strictius  autem  tantum  quan-r 
litatis  variabilis  quae  in  expressione  est,  aut  plu¬ 
rium  ,  si  plures  adsint.  Variabiles  plerumque  po¬ 
stremis  alphabeti  literis  .r,  y - imo  p,  g  -  -  -  deno¬ 

tantur  ,  consrantes  prioribus,  nisi  aliud  monitum 
fuerit:  intelligitur  autem  per  variabilem  ex  gr  x  , 
certum  quantitatum  genus,  quas  nomine  generali 
x  denotare  libet  ;  ita  ut  ipsi  x  quaevis  quantitas 
sub  eo  genere  contenta,  in  expressione  .  substitui 
possit  ,  nisi  id  pro  certa  quaestione  aut  conditio¬ 
ne  aliquatenus  restringatur  ;  constans  vero  est,  quae 
utcunque  mutata  variabili,  id  est  ex  gr.  ipsi  x 
quidvis  substituatur  ,  eadem  manet. 

Quum  heic,  (veluti  in  oceanum  omnia  confluunt, 
ut  inde  sublata  in  altum  variis  phaenomenis,  rede¬ 
ant),  innumeris  functionis  modis  campus  QO  tus  ape¬ 
riatur  :  pronum  est  vias  prospectusque  ejus  uaie- 

fi entes  sequi. 


Nimirum  si  quantitates  quarum  genus  x  est,  nui- 
.  ]a  alia  operatione  afficiantur  ,  nisi  quod  sub  certa 
i  conditione  acceptae  post  se  invicem  ponantur:  ori¬ 
tur  Theoria  combinat ionum  Ex  gr.  conditio  esse 
potest;  ut  ex  5  rebus,  quarum  genus  x  est,  acci¬ 
piantur  duae:  ita  quoad  ordinem  aliqua  determi¬ 
natio  esse  potest  ,  aut  ordo  in  censum  non  voca¬ 
tur  (p.138);  et  quaeri  potest,  quolnam  et  qui  sint 
functionis  vaiores. 

Si  vero  quantitates  operationibus  arithmeticis 
(geometricisve)  aut  aliis  quoque  connexae  sint;  va¬ 
riabilis  quaevis  erit  genus  ,  aut  omnis  quantitatis 
(sive  realis  sive  imaginariae);  aut  non  omnis,  sed 
tantum  realium  ,  inio  tantum  numerorum  integro¬ 
rum  aut  illarum  tantum  quantitatum  ,  quae  a  va- 
]ore  certo  a  usque  ad  valorem  b  (inclusive)  sunt; 
aut  denique  variabilis  genus  certarum  functionum 
esse  potest. 

In  quovis  dictorum  casuum  ?  ultro  succurrit  in¬ 
quirere.  f 

1  ino.  Pro  certa  functionis  conditione,  in  'varia¬ 
bilium  vaiores  (^qnalitatesquej. 


2do.  Pro  certa  variabilium  conditione  ,  in  fun¬ 
ctionis  valorem  (qual itatemque J. 

3tio.  Pro  certa  functionis  qualitate  „ ,  quicunque 
fuerit  (absque  aut  sub  certa  conditione)  valor  qaan- 
tatis  variabilis  ;  in  certorum  functionem  constitu¬ 
entium  qualitatem. 

4to.  Pro  certorum  functionem  constituentium  cer¬ 
ta  qualitate;  in  functionis  qualitatem. 

Ex  gr.  Si  in  Imo  conditio  ea  sit  ,  ut  valor  fun¬ 
ctionis  o  sit  :  quaeritur,  nuin  detur  talis  quantitas, 
quae  si  variabili  substituatur ,  functio —o  fiat?  et 
quotnam  qualesque  dentur  ?  Ita  si  plures  insint 
functioni  variabiles.  Huc  pertinet  problema  aequa- 
tionum\  ex  gr.  x  ~ — x — 2 —o  nonnisi  pro  #"2.,  et 
x~  — 1  est.  Praeter  alias  conditio  esse  potest  ;  ut 
valor  functionis  maximus  vel  minimus  fiat ;  quae- 
rique ,  nuni  detur  ej  usmodi  vah»r  ,  qui  si  va« 


3  * 


5 


(  180  ) 

yiabili  substituatur,  functionis  valor  maximus  vel 
minimus  omnium  ejus  valorum  fiat  ? 

Si  vero  variabilis  ipsa,  in  functione  genus  certa-, 
yum  functionum  sit;  et  quaeratur  talis,  quae  si 
variabili  substituatur,  functio  certa  qualitate  prae¬ 
dita  sit:  calculus  variationum  dicitur.  Ex gr.  dum 
linearum  aream  certam  claudentium  minima  quae* 
ritur  (sub  hac  vel  illa  conditione). 

Si  variabilis  quaevis  nonnisi  integros  denotet  : 
quaestiones  e  superioribus  promartantes  naturam 
numerorum  concernunt.  Si  ex  gr.  functio  sit  4#+I , 
et  x  tale  sit ,  ut  4^-fl  numerus  primus  Jsit  ;  fun¬ 
ctio  gaudebit  illa  qualitate  ,  ut  duorum  integrorum 
ad  2  elevatorum  summa  sit,  (et  quidem^unico  tan¬ 
tum  modo)  at«f*UUut  hac  qualitate  gaudeat,  pri¬ 
mus  esse  debet.  Itamus  hic  Arithmeticae  immensus 
sagacitatem  ingenii  maximam  postulans,  flores  fru- 
efusque  veritatis  purae  aeternaeque  praebet.  Vide 
opus  immortale  Disquisitiones  Arithmeticae  Au¬ 
ctore  C\  JP.  GA  VSS  1801  Lipsiae . 

Ad  3tium.  pertinet:  quod  si  A.i,a  t  pro 

quovis  valore  ipsius  x7  sit  =o ;  quilibet  coefffci- 
entium  est 

M  2do.  vero,  pluribus  modis  calculus  differen- 
tiaiis  originem  capit,  et  variae  promanant  series ; 
si  nempe  conditio  ea  sit,  ut  in  functione  ipsius  x 
substituatur  ipsi  x  ,  (^generi  omnis. quantitatis,  quae 

est  a  o  usque  ad  a),  prius  •>  tum-— *  dein  — — 

4  *  n  n  n 

■ 

et  ita  porro  usque  ad  — .  Attamen  ut  clarius  ex*. 

n 

ponatur,  prius  distinctio  denotatioque  functionum 
Praemittenda. 

Inio.  Functio  cujus  Valor,  pro  quoyis  determina¬ 
to  Valore  variabilis  quae  in  ea  est  ,  numerabiiibns 
ejusmodi  operationibus  prodit,  quarum  quaevis  est 
addere ,  aut  nu^tiplicare  (imo  etiam  radicem  gra¬ 
du*  comtnens.  extrahere );dicitur  aigebraica ;  si  vero. 
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Talor  dictus  nonnisi  innumerabilibus  ejusmodi  ope¬ 
rationibus  reperiatur  ,  functio  transcendens  audit. 

Dicitur  porro  quoad  valores ,  functio  «nformis,  si 
valores  ejus  numero  m  sint  (pro  determinato  va- 
Jore  variabilis  in  ea).  Ex  gr.  #  est  functio  bi¬ 
formis.  Si  vero  x—a  per  integrum  n  dividatur,  et 
n  OD  ,  dicitur  variabilis  x  absoluta  ;  atque  si 
valor  functionis  ipstus  x  (pro  valore  eodem  ipsius 
x')  pro  quovis  n  sit  idem  ,  functio  absoluta  dici¬ 
tur  E*r.  (Eig  19)  FfGf mutato  n  mutatur. 

2do.  Sojet  vero  functio  variabilium  x  vel  x,y  *  - 
denotari ,  per  /(#)  ,  F(#,y  ---)---,  literis  paren- 
thesi  praepositis  forma  functionis  denotata;  et  qui* 
dem  ita,  ut  si  per  /(#)  denotetur  ex  gr.  ax2Jtbx 
_ c  tum  f(a )  denotet  a.a2\b.a' — c  ,  et  /(o)  deno¬ 
tet  a.os  jrb.o — c^=z  —  c  ;  substituendo  nempe  ubique 
ipsi  x  ,  in  casu  primo  a  ,  et  o  in  2do  .  Ita  si  /(#) 
=#w,  sit /(irfw)=(^fw)^;  et  si  ¥{x,y)=  xy,  sit 
F(#+m,  £)~a(#  +  w)£ ;  unde  et  casus  alii  patent, 

3  n  t  er  i  m  ut  Tyrones  ,  partim  per  liteias  antepo¬ 
sitas  factores,  per  superius  ad  dextram  positas  vero 
(quod  etiam  fieri  solet)  exponentes  intelligere  coii- 
sveti,  minus  confundantur;  et  partim  tradenda  cla¬ 
rius  discernendo  facilius  percipere  queant  :  li¬ 
ceat  diversas  functionum  formas  ipsas  arcubus  , 
penitus  aut  magis  minusve  ,  supra  vel  infra  aut 
circumcirca  literam  numerum  alindve  signum  clau¬ 
sis  ,  denotare;  ea  cum  determinatione,  ut  signum 
ita  inclusum  per  id  quod  clausum  est,  amittat  vim 
quidquam  aliud  praeter  functionis  formam  deno¬ 
tandi ,  etsi  non  clausum  aliudquid  denotaret. 

Ex  gr.©# ,  Q#,^  "  •)®^,(A)#,(B)^,(F)#,(U)#5(a)#? 
(b)#,  (f)#,  (u)#  — ,  Zfo  ,  functiones  quasvis  signi¬ 
ficare  possunt.  Ita  (s)#  potest  sinum  arcus  #,  ( 
sinum  versum  ,  (t)#  tangentem ,  (§)#  secantem , 
(S)#  cosinum,  (x  )#  co  sinum  versum,  (T)#  cotan- 
gentem  (§)#  cosecantem  quorum  pleraque  uno 
calami  tractu  scribi  possunt. 

Ita  si  *  sit  sin#,  arcus  ipsius  x  per  (a,s )«■ ,  et 
ii  u  sit  tang  x,  arcus  ipsius  u  per  (a5t)/4;  ita  lognaiy 
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Per  OV?  log  rulg  y  per  (L)^,  et  numerus  cujus  lo- 
garithmus  #  est  ,  per  (n,l)#,  vel  (n,L)s  ,  denotari 
potest. 

Ita  mox  dicenda  modo  sequente  significari  pos¬ 
sunt.  Different  tale  absolutum  a  tum  functionis  va¬ 
riabilium  .r,  vel  - quod  per  dnf(x«-S)  deno¬ 

tari  solet,  scribi  potest  n(j  ©r-.  vel  si  n~ I  , 
tantum  c)  ®  -  -  - .  Differentiate  «tum  quoad  x  ve¬ 


ro  per  ^  (J)v?y  -  -  -  vel  per  (j  ffl.r,?f  aut 
:!  et  si  ?i=z  I  ,  per  d  ®^,y--  ita  differ en- 

n-)X  x 

tiale  siuus  x  quoad  cot  angent  em  per  rf  (s)#5  (*£  co- 

tangentem  significante)  denotari  potest. 

Ita  coefficiens  vel  quotiens  differ  entialis  ahso - 

lutus  mus  ,  qui  vulgo  — ,  juxta  La  Grange  ve* 

( (ix  ) 

1°  /”(a')  ,  («t  pro  «=])  /(*)  ,  (pro  n~ 2)  /"(*)  , 

77  1  2 

scribitur;  denotari  per  (J)#,  (j)  ■*“ ,  ©«---aut  J©^ 
vel  n]Q)x  potest.  Si  vero  quoad  x  sit,  ©  #  -  -  - 


n 

Vel  J(J)X  -  -  -  aut  ©  #  -  -  -  scribi  potest  ;  et  mus  co- 


72- j.V 


elf.  diff.  quoad  %  m\i  coelficientis  diff.  quoad  x  a c- 

?>7,r'  /  mn,x 

eepti  ,  per  vel  n$z  Q)x - aut  j  Qx - 

n,z  z 

significari.  Ita  si  (Tj&  --*•  dicatur  ex  gr.  X;  quid 

771  711  ^x  m^x 

dx,®/x,  x,..x,  X  significet  ,  patet;  Integrale  de* 

n,z 

notatur  per  ©praepositum  differentiali  ;  potcst- 
que  tantum  coefficienti  differentiali  praeponi  :  si 
is  ex  gr,  1  sit,  scribi  potest  xj~  1  , idest  integrale 

quoad  ipsius  1  tanquam  coelficientis  differentia- 
lis. 

Si  vero  variabili  functio  certa  substituatur ,  scri- 
bi  O  (Dx  —  aul  (A)  (B)a? - vel  (A)  [(B)#,  (c  )y  -  -  J 


t 
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potest  ;  et  si  (A)  (A)  (A)*  esset,  per  (A)3#  signi¬ 
ficari  potest,  qumn  (A)  non  quantitatem  denotet, 
adeoque  numerus  haud  exponens  sit;  uti  (A)^j3 

denotat  3tiam  functionis  potentiam.  Patet  hinc 

denotare 

Si  nulla  variabilis  postponatur ;  potest  (A)  (ita 

n 

(IJ)  vel  aliud)  terminum  «tum  certae  seriei  deno- 

n 

tare, 


3tio.  Si  jam  substituatur  in  x-\-i  ipsi  x , 

ut  sit  (A)  (#+/)  ;  quaeritur,  expressio  prior  valor- 
que  ejus  quomodo  mutetur  ?  "V neatur  hoc  Theo¬ 
rema  Tay [oriarum  ;  cujus  unus  casus  est  binomia- 
le  ,  si  nempe  (Ajlr z=zxP> 

Reflectere  ad  augmentum  C -b  vel  — -  _)  Valoris 
fu  nctionis  ,  pronum  est  ;  imo  id  etiam  cum  aug¬ 
mento  ipsius  x  comparare,  et  tum  comparationem 
istam  inter  augmenta  simultanea  ipsius  x  et  functio¬ 
nis,  ad  diversos  vaiores  ipsius  i  extendere.  Casus 
se  offerebant  tales  ,  ubi  ratio  augmentorum  simul  - 
taneorum  ,  pro  quantovis  i  eadem  manet  5  et  alii 
ubi  mutatur,  sed  decrescente  *  ad  aliquam  functio- 

nem  ipsius  x  propius  venit  ,  imo  > ■'  ■  v  ;  —■ 


(Ay*  dum  i  K — \  o.  Hoc  est,  quod  Neivton  ratio - 
nam  primani  vel  ultimam  augmentorum  nascen¬ 
tium  vel  evanescentium  dixit;  hac  via  calculum 
quem  fluxionum  dixit,  reperiens.  Insignis  certe 
limes  iste  est,  ad  quem  quodts  dictus  tendit ,  pri¬ 
usquam  omnino  dividendus  aut  divisor  =:  o  fieret, 
qui  plane  supponantur  ita  decrescere  ,  ut  zerum 
nunquam  attingant:  naturam  enim  eorum  5  quae 
per  functionem  determinantur  (ex  gr.  curvae  tfc )  , 
quasi  in  germine  continet  ;  quod  jam  BarroiO 
( cujus  Neivton  discipulus  fuit  )  animadverterat. 
Est  vero  hoc  quod  supra  per  J(A)X  scriptum  est* 
et  coefficiens  differentialis  dictum  est. 
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4to*  Quidsi  Ipsi  *  substituatur  prius  o  ,  dein  ^ 
tum  — ,  et  ita  porro  usque  ad  —  ;  ultro  succur¬ 


n 


n 


rit,  functione  ita  mutata,  a  quovis  ad  sequentem 
eundo,  augmenta,  adeoque  seriem  augmentorum 

x 

considerare*  Denotetur  - — per  x,  accipiendo  cer¬ 


n 


tum  valorem  a  ipsius  x  *  erunt  valores  functionis' 

sequ. 

(A)ox,  (A)lx  .  (A)2x---  (A)  (//— *l)x,  (A)^x,  id  est 

(A>,  (A)  -  -(A)  (n—l)~-,(A)  n  ~~  *> 

atque  series  atigrrtentorum  erit  a  fine  incipiendo 
(AJ//X- — (A)  ( n — l}x^  -  -  -  (A)2x — (A)x  ,  (A)x— (A)o; 
ubi  terminus  seriei  generalis  obviam  venit  ;  nem¬ 
pe  si  in  (A)mx-—  (A)  («»-—  l)x  ipsi  mquicunque  in¬ 
teger  I  ab  1  usque  ad  n  ( inclusivej ,  substituatur, 
prodit  terminus  seriei  ktu$  ex‘gr.(A)3x —  (A)  (3  2)x 

est  a  primo  incipiendo  finclusivej  3iius*  Patet  et¬ 
iam  summam  seriei  s  terminis  intermediis  se  in¬ 
vicem  destruentibus?esse  (A)/iX-*— (A)o=(A)a:— (A)o 
nempe  summam  incrementorum ,  quae  ipsi  (A)® 
usque  ad  (A)tf  finclusivej  accessit;  uti  pro  n — 3, 
Fig.  18  ostendit* 

Series  incrementorum  ejusmodi ,  (^terminorum 
numero  certo  n)  e  functione  aliqua  (A)x  modo 
dicto  derivata  ;  dicatur  breviter  series  ex  (A)*- 
derivata  ,  ant  brevius  series  ipsius  (A)#  •  -  ?  et  terf, 
minus  generalis  hujus,  nempe  (A Jmx- (A)  (m-~ 

dicatur  breviter  terminus  generalis  ipsius  (Apv - 

5to.  Porro  alia  functio  quoque  se  offerebat  ,  e 
qUa  derivatae  seriei  totidem  terminorum  ,  cujus  vis 
tnx.i  termini  ad  terminum  TWtum  prioris,  (adeoque 
termini  generalis  hujus  ad  terminum  generalem 
jpriorisJ  relatio  certa  eadem  palam  fuit :  quo  se¬ 
ctiones  siimiltaneae  Archimedis  frite  intellectae J 
viam  patefecerant  :  sed  lingva  generalitatis  non¬ 
dum  fari  ceperat.  Cartesius  dedit  pennas  ,  quibus 
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erestentibus  oceani  continentisque  genii  r  e 
nido  coelipeti  tractu  evolarunt.  * 

Si  nimirum  functionum  absolutarum  (A)#  et 
(B):r  serierum  termini  generales,  nempe  (A)mx— 
(A)  {m — l)x,  et  (B)fltx-  (B)  (m — O  x  denotentur 
per  (a)wx,  et  (b>«iy  (aut  brevius  per  (a)j  et  (b)#), 
summa  seriei  ipsius  (A)#  autem  dicatur  A,  et  B 
sit  summa  seriei  ipsius  (B)#  ;  ut  sit  nempe  A— 
(A)# — (Ajo,  et  B  =  (B),r — (B)o  ;  atque  pro  eo- 

( b  ^  tn  x 

dem  n ,  quodvis  (b)mx  =  j3  (a jmx  ,  adeoque— - - 

9  n  v  '  *  (a/wx 

c=rp  ?  quiciinque  numerus  ab  1  usque  ad  n  (incJu- 
sivej  substituatur  ipsi  m  :  manifesto  est  BsipA; 
f  b^/KX 

atque  si  ^  1  ?  tum  B  =  A  ;  nempe  (A)#-— 

(A)o=(B)^ — (Bjo  5  adeoque  (AJ#  =  (B )# — (Bjo 

T(A)o*  .  .  .  .  . 

Hinc  talibus  casibus  venientibus,  ubi  fu Jmx  (nem® 
pe  terminus  generalis  seriei  e  functione  non  absolu¬ 
ta  (U)#  derivatae  ,  cujus  seriei  summa  dicatur  U, 

( 1 1  ^  m  x 

talis  est,  ut  ■ — - — *r  quidem  non  =1,  sed  aucto 

^a  J  m  x  ✓ 

n  ,  ipsi  1  propius  accedit :  facilis  passus  erat  quae¬ 
rere;  num  dato  quovis  co  propius  ire  queat  /  id 
est,  mup  detur  tale  n  ("idem  pro  omnibus  ter  mi® 
nis  j,  ut  quicunque  numerus,  (  ab  1  usque  ad  n  in- 

(a  jmx 

In  pluribus  casibus  ita  esse  patebat ;  et  nova  quae- 

( n  jmx 

stio  ultro  exorta  est;  num  si  in  ~ 


clusive)  substituatur  ipsi  m  ,  sit 


(a  jmx 


1  ,  loco 


signi  —  signum  a — \  tantum  locum  habeat ,  pro 
U—A  fiat  U  / — ^  A?  Responsio  in  promptu  erat; 

Si  nempe  (A)  x  functio  absoluta  sit,  adeoque  A 
pro  quovis  n  maneat  idem  ,  atque  pro  quantovis 

N  j  detur  tale  n  idem  pro  omnibus  3  ut  ^ 


N 


:  erit 
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et  hinc 
IN 

(u)!x>~  (a )lx 

(u)2x  —  (a)2x  C— 

(u)Si  —  fa)3$ 


^  ^  r> 

(w)«i  —  (a)«x  •< — - —  ;  consequ.  summa  colum* 

narum  verticalium  priorum  duarum,  est  i  minor 
quam  sumina  columnae  verticalis  3tiae;  id  est  U — 
A 

A  <  -  ;  itaque  IJ — A  / — \  o,  et  U  / — N  A  ;  id 

est  A  limes  ipsius  U  est. 

Exgr.  Si  (Fig  19)  (A>=»F+C  +  H,  ct  sit 
("pro  *  =  3>  (a)li  =  F  ,  (a)2x-G,  (a)3x=H  ,  et 
(u)lxc=F+/,  (u)2x  =  G“f^,  (n)3x=£l+A,  nempe 
(Ijj3x  =  F-f/fG-h^+H-fA  ,  (L02x=  F+/+G+#  , 

(TJ)Ix— F+/,  (U)o=®}  tum  si  pro  N=s7 
-  1  <  1 


N 


,  id  est 
(H+A-H=A)  <--- 


(G+«-G^)<l 
(F  +/  —  F=/)  <  — 

esset  H  +  /t  +  Gt^+Ff/— (T+G+BJ  (senffgU) 
< - j - *  et  si  pro  N  utvis  magno  ,  daretur  ta¬ 

le  n  idem  pro  omnibus  terminis  ,  ut  schema  hoc 
valeat,  scribendo  in  primam  columnam  vertica¬ 
lem  terminos  seriei  ipsius  (U)#,  in  2dam  terminos 
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giirmHaneos  fptius  (A)#  ,  atque  fu  3ttam  quoque  ho* 
per  N  divisos  ;  manifesto  esset  U — A  q  ,  et 
U/^— \  A,  dum  n  ^ — \  00  .  fn  Fig  19  facile  patec  ,  pro 
quovis  N  posse  n  ita  atigcri  ,  ut  quodvis  ipsorum 
jf, g-,  h sit  <C  litera  magna  nominis  ejusdem  per 
.N  divisa,  ( et  quidem  pro  eodem  n ).  Nempe  si 
ordinata  Ima  dicatur  yy  et  2da  ad  laevam  sit  y — » 

erit  AOx  ,  et  (y — » Jx<!H  ;  atque  si  w  <  ! 


erit  et  ti  x< 


(y— co)x 


conseq.  h  < 


iL 

N 


) 


Poterit 


N 

Tero  si  fex.  gr.J  u  h  recta  sit,  quodvis  w  (^pro 
eodem  n  et  certa  constante  p )  per  px  exprimi  ; 

et  si  n  accipiatur  ,  quaevis  litera  parva  erit 

Cb 

<  litera  magna  nominis  ejusdem  per  N  divisa  : 
nam  tum  quivis  numerus  ab  1  usque  ad  n  substi¬ 
tuatur  ipsi  m ;  erit  pro  ordinata  a-fp/rax  ipsi  m  X 

,  w  Sx  p.*r  •  pwr 

respondente,  — r— — — r  =*- — - - — ^ — 

1  ’  «  +  p./»X  a-ppy/zx  /4  ^ 


WTpiiiJF 

est  =  : 


<£  Hr  pvyzx  a  -p  p  ;/y  x  ^ 
quod  item  valorc  dicto  ipsi  n  substituto, 

N  par  ot  +  P  w.ra aipx _ _  _ 


1 


a 


L 

m 


N  p  a  -f  p  m  .</  a  N  j 

6to.  Saepissime  tamen  est,  ut  nou  detur  pro  da 

(u)mi — f  a)//?x  ^  1 


to  N  tale  n  ,  ut  quod  vis, 


< 


sit, 


i  a )mi  ^  N 

nisi  m  ita  aeci  piatur  ,  ut  mi  non  sit<C^^,  at  z 
dabili  quovis  minus  accipi  queat.  ( Ex.  gr.)  (Fig. 
20)  est  pro  m~  l,  f—  F,  pro  mz=z  2  est  g-=S 
O  ii 

— —  9  pro  m  —-3  est  4-—-,  et  ita  porro,  ut  quan* 
3  a. 

tusvis  sit  N,  primi  denominatores  sint  1,3,5^-- 
At  vero  quantumvis  exiguum  sit  # ,  (adeoque  &ar), 
si  omne  mi  quod  nau  <  z.v  et  non  >*  ui  ,  dicatur 
q  ;  erunt  duae  ordinatae  proximae  p^  et  $( q — x^, 

.  ’  cox  p  x  •'■ar 

et  *=0x  ;  atque 

V  * 


quod 
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{N+2W  f 

item  «i  &=■  aut  - -  accipiatur  ,  est  <— -  v 


nempe  substituendo  ipsi  n  ,  fiet- -  (aut  <  ) 

5  n  q — X  v 

«:  (N+2 )*rrj*_  od=  *£ _ _ 

(j  5  ^  £N-p2 )xq — qx  Nf^—  1 

1  ,  1 
*=j^fl  5  <lllod  est<^., 

Est  quoque  hoc  tanto  fortius,  si  n  adhuc  majus 
«Ccipiaiur.  Valent  itaque  superius  dicta  omnia  de 
(u)mx  et  ( 'd)mx  simultaneis  ultra  zx  acceptis  om* 
nihii  s. 

Hinc  si  demonstretur  ,  quod  pro  quovis  N  de* 
tur  tale  n  fidem  pro  terminis  omnibus  j  ut  pro 
&  utvis  parvo  sed  determinato  ,  sit  generaliter 

(C)y— CU)Cy— x)— f  (Ajy— (AJ(y— *  )j  _ 

(A;?— (A)  (9—x)  ’ 

1 

;  erit  manifesto  (U)# — (U)s#/*— 


aut 

(A)# — (A)s#; 


atque  si  (U)^#— (U)o  ,  (A)o/^  o  ,  et-. 


Sam  (Ll>~ (U)o  a->  (A>— (A)o. 

Dicantur  vero  (U)?—  (U)  ( q—  x)  et  (A)^ — (A) 
C )  aequipolleiitia  ;  deno  tariqu.e  id  per  signum 
:§  interjectum  potest. 

7mo*  At  quaeritur;  num  inde  quod  pro  dato  quovis 
N  et  dato  quovis  q  (quod  non  <Zzx  et  non  x 
est )  detur  tale  n  ,  omnino  fini  tum  ,  ut 

x)  .  1 

(AJy-CAHj-^F)-1  &lt<lT  ’’  Se1UatUr>  dari  » 
integrum  (eundem  pro  omnibus)  talem,  ut  (u)^x 


— (a)mx  sit 


quicunque  numerus  ab  1  us¬ 


que  ad  n  ( inclusi  ve)  substituatur  ipsi  m ,  dummo-  . 
do  mx  non  sit  <izx  ? 

Cogitetur  punctum  e  fine  dati  zx  porro  ferri  in 
jr  usque  ad  finem  hujus;  et  quaeratur  ubique,  num 

detur  pro  ijl»  q  tale  n  finiture^  ut  --------- 

i  (A )q~X&>  {q—  ) 


4 


K  m  ) 


t— 1  sit  ;  et  eo  quo  majus  non  est  omnium  fi¬ 
nitorum  n  (quasi  quodvis  n  tanquam  ordinata  fi¬ 
nita  e  Joco  puncti  cogitatione  lati,  tanquam  fine 
ipsius  q  erecta  esset) ,  accipiatur  numerus  integer 
quantovis  major:  erit  iste  integer  quaesitum  n  ; 
nam  tum  x  adbuc  minus  erit ,  quam  pro  quo¬ 
vis  q  requiritur;  et  facile  in  quovis  casu  patet  , 
quo  minus  x,  id  est  quo  majus  n  est,  omnia  su¬ 
perius  dicta  tanto  fortius  valere;  quum  nonnisi  ab 

aucto  n  dependeat  ut  sit  J y 

Svo.  Sed  et  alia  functio  absoluta  (B)#  obviam 

Venire  poterat  ( pro  eodem  .r) ;  e  qua  derivata© 

,  N  „  j.  (ulrnx  t 

seriei  termino  generali  (b)mx  dicto  ,  £-“v- —  *< 

fieri  possit,  quicunque  numerus  substituatur 

ipsi  m  ab  1  usque  ad  n  (saltem  si  mx  non<£# 
nec  ,  et  quidem  pro  eodem  ?i  \  et  patebat,  es¬ 
se  U  n  B  ("summa  seriei  ipsius  (B)#  per  B  de¬ 

notata)  ,  atque  quum  etiam  U  /N  '  A  ,  esse  A  =  B.  , 
Unde  manifesto  (\)r — ^  Ajo-fB  W — (B}o;  con- 
sequ  (  (Bjo+(A)o.  Dicitur  (A )x  i/i~ 

tegrale  ipsius  (u).r,  designaturque  per  J(^ u  Io?  ; 
et  fu).r  different iale  tam  ipsius  (AU?  quam  i psi- 
audit  ,  (per  (u)#  nonnisi  (u jmi  sensu 
superiore  intelligendo}  ;  atque  quum  f  A )o — (B)o 
constans  sit,  scribitur  (u  )j.  =(  B^+  const.  fvei 
(B)x^c)  *  et  constantis  valor  quaeritur.  Si  ex  gr. 
C  A  )jc~  w(Tx(lt*',c)‘2f^=('B)^ — C  B)o4-  (  A  )o,  et  (  A )o 
sit  ~a  :  «i-it  (  AJf  ==:  —  (  1  +  *  U1—  1  +  «  ^  nam  pa¬ 
tebit  infra  esse  df — et  tum 

-—l 

(BJo  est— (1-fo)-1— — X;  conseq.  (A)jc=:  |373T 

+  1  +  +  si  C A.}o=o). 
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Potest  etiam  (B)o=o  esse;  ex  gr.  est 

differentiate  etiam  alius  functionis ,  nempe  ipsius 

quoque;  et  si  pro  (B)x  hoc  accipiatur  ;  erit 


(B )o  '=z—~  sr©  5  et  constans  erit  a — o =#=0  si 

e  (A )o^0i 

.  • — 1  x 

Intenm  et  nonnisi  constante  1  differunt. 

Constans  aurem  innotescet  si  pro  valorc  aliquo  « 
ipsius  (de  quo  valent  quae  dicta  sunt,  nempe 
Ut  sit  U)«=r(B)o: — A  )o)  constans  nota  sit, 
ut  sit  (A)tf=r(B>+£;  erit  U)o~ {&)o=zk;  adeo- 
que  pro  quovis  valore  tali  p  ipsius  ar,  ut  sit  (  \  )  1 

^  (BJP—  (B}o4-  (A)o  ,  eadem  constans  h  nota 
erit. 

*  Si  autem  fuerit"  (  A  et  (A  )yjzz:b\  adeo- 

.J  C 11 )  a~a  4-  c  ,  et  (  u  >p  — b'^c  ,  et  a<lb  sit  r 

erlt  — ^f(n)a~=b' — a\  parti  a  fine  ipsius 

o  usque  ad  finem  ipsius  6  apperiinenti  aequalis. 
Dicuntur  in  tali  casu  a  -et  6  limites  integratis  ,  et 
integrate  ah  a  ad  b  usque  extendi  dicitur. 

9no  Unus  solus  casus,  ubi  e  functione  quadam  ab* 
soluta  (A)x,  (cujus  valcr  ignotus  erat)  derivatae 
seriei  incrementorum,  terminus  generalis  aequipol- 
Jebat  termino  generali  seriei  incrementorum  fun¬ 
ctionis  absolutae  (Bjr,  cujus  valor  notus  erat,  atque 
per  id  valor  prioris  innotuit:  protinus  viam  ad 
aliarum  functionum  quoque  ,  quarum  valor  notus 
est  ,  terminos  generales  quaerendos  aperuit  ,  eos* 
que  cum  terminis  generalibus  functionum,  quarum 
valor  ignotus  erat  comparare  induxit;  ut  si  quis 
priorum  terminorum  generalium,  alicui  posterio* 
rum  aequipolleret  ,  functionis  valor  ignotus  inno* 
tescat.  Dicitur  (  B)#  functio  summatrix ,  perquam 
(A  )x  innotescit;  (a)mi  id  est  (A)  mx- —  (AX  m — 3  >x 
vero  differentiate  verum  seu  elementum  ij^sius 
(A)x  uti  (b)mx  ipsius  audit;  atque  si  (u}mx 

utrique  elemento  aquipoleat,  et  (u)viU  expres- 
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*uru  sit„  ut  £  nonnisi  iu  prima  potentia  oec&jrrat^ 
tum  (u)x  'differentiate  strictum  (aut  tantum  dif* 
ferentiale )  dicitur  ;  atque  functio  absoluta  ==  sum¬ 
mae  omnis  ejus,  per  quod  x  in  multiplica¬ 

tum  est ,  cc  efficiens  diffar bktialis  sive  derivata 
vocatur,  denotata  per  J(A>,  Vide  de 

aliis  literis  puncto  insignitis  inferius  Nro  12* 

10  Notandum  vero  est  functionem  absolutam  (A)#, 
eujup  valor  quaeritur  aut  in  concreto  exhiberi,  aut 
saepe  per  limitem  tantum  functionis  cujuspiain  ex¬ 
poni :  atque  in  casu  postremo  limitem  ejusmodi 
dari  demonstrandum  est. 

Utcunque  sit  $  functionis  dictae  differentia* 

le,id  est  elemento  ejus  nempe  ipsi  (\)mx  — 4 
(A)(w-Oi  aequipollens  expressio  forma  diffe¬ 
rent  ial  is  stricti  praedita  reperitur  :  quaerendo  duas 
functiones  (U)x  valore  crescente,  ct  ( U)'x  valore 
decrescente  ,  (dum  n  crescit)  tales,  ut  sit  semper 
tXJ)2—  (U)  {q— X  )<CA)7— (A)  (q—i)  <(U  Vq  — , 
(l })'iq—x)>  et  (^)q~~i^J  (9 —  x)  gaudeat  forma 

.  ,  C  IJ) y— (.  U  )  ( q-^—x  ) 

differentiatis  stricti ;  atque~r— - 71 Tv> - 

(U/q—CUrCy-x) 

(omnia  sensu  dicto  intelligendo )r  Tunc 
enim  (U^-(U)o 'semper  <  (  A)x— (  A  )o<{Uyx 

(U vo  ,  et  (Vfx — (t-I )'o — liU)x — (UjoJ  A— “\  o  % 
ad  eo  que  U  A. 

Functionis  sum  matricis  (B)#  vero  elemento  id 

est  ipsi  (  B)  nx — ( B  )  f  m — ]  )x  aequipollens  diffe- 

rentiale  strictum  erit  (uU  ,  si  forma  dicta  prae» 

ut 

T) 


dita  atque  talis  sit,  ut  (sensu  dicto, ) 


1. 


Exemplis  haec  facilioribus  tam  geometricis,  quam 

mechanicis  paulo  inferius  illustrabuntur. 

11.  Si  differentialia  stricta  xu  et  xv  aequipolleant| 
®  • 

adeoque  -  =:vel  A-^v  1;  tum  quoque=vel --s  1; 
xv  v 

at  vero  m,  v  sunt  functiones  absolutae  ,  pro  quovis 
valore  ipsius  n  valore  eodem  gaudentes  (per  praec.jft 
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itaque  —  non  A— \  sed  =:l ,  adeoque  «:=;  v  est 

V 

Et  vicissim  si  derivatae  w,  v  sint  aequales  ,  diffe- 
xentialia  stricta  quoque  sunt  aequalia  (unam  tan¬ 
tum  adhuc  Variabilem  x  supponendo ).  Itaque  si 
1  1 

*=CAJ*==(fe>T  est  — (B)o-f('A)oj 

Neque  functiones  (A)#  et  (  A  Yx  derivata  aequali 
gaudentes  praeter  constantem  differunt.  Nam  tum 
(  (B)oH  \  Io  ,  adeoque  (A)#  et  (R)# 

UOjinisi  Constante  differunt. 

Sed  nec  ulla  functio  ( A  \v  et  ab  hac  nonnisi 
constante  differens  (B)x,  inaequalibus  derivatis 
gaudent.  Nam  tum  (A  )//ix  — Q  A  )  t m — 1  )x  et  (B)mx 
— -(B)  (zra — 1  ")x  sunt  aequales;  quia  si  constans  c 
sit,  quo  differunt;  et  v»  A)#  —  tB  erit  f  A  )//ix 

—  (  Aj)  — l'x~(Bmx  +  c — [CBHw — lx-+c] 

(B )mx — (B)  (m — l)x  ;  cui  tam  ux  qum  vi  auqui- 
pollere  nequeuut ,  nisi  u~v  sit. 

Unde  nec  functiones  smnmatrices ,  nec  infegra- 
1  ia  diiferentialium  aequalium  praeter  constantem 
differunt.  Imo  evidens  est  ,  nonnisi  derivatam 
ipsius  «A)*,  et  functionem  summarricem  ( B  )x 
quaerendam  esse  ,  cujus  derivata  derivatae  ipsius 
( A  aequalis  sit;  atque  si  haec  u  si  J7/X 

Brevius  scribi  posse,  si  nonnisi  #  variabilis  sit* 

*.  12.  Inierim  variabiles  pltires  y,  z  -  -  quoque  fun¬ 
ctioni  inesse  possunt ;  quae  etsi  ab  x  variabili  ab¬ 
soluta  liaud  necessario  dependeant,  in  quovis  ta¬ 
men  casu  cum  quovis  mx  tam  y  quam  z - - 

per  legem  certam  quantitate  certa  simul  ponun¬ 
tur  ;  adeoque  hoc  pacto  in  dependentia  mutua  si- 
multanea  sunt:  adeoque  omnes  variabiles  quidem 
in  quovis  casu  ,  quantitatis  determinatae  concipian¬ 
tur  ;  ita  tamen  ,  ut  nulli  casui  quidquam  ^praeter 
rnaniuidinem)  quod  non  omni  competit  ,  tribuatur;" 
id  enim  tantum  generaliter  verum  est ,  quod  de 
quovis  casu  speciali  valet. 

m  Ex  gr.  Si  in  plano  P  sit  x  (variabilis  absoluta) 
linea  recta,  in  qua  abscissae  e  certo  puncto  p  in 
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una  plaga  >}<ve  i»  altera  *-*Ye  accipiantur  5  et  re¬ 
ctae  in  P  ad  x  Lres  ab  extremitatibus  abscissarum 
dicantur  ordinatae  y  ,  ( prouti  in  unam  alteram  ve 
abcissae  p>  Pigam  cadunt,  >*f^ve  ant  >—<ve  acceptae);  itent 
L.res  ab  extremitatibus  ipsarum  y  ad  planum  P 
erectae,  dicantur  2da e  ordinatae  prouti  in  pla¬ 
ni  unam  alteramve  plagam  cadunt,  >I<ve  aut 
acceptae:  patet  ipsi  y  ab  x ,  necnon  ipsi  %  ab  y  , 
variam  dependentiam  tribui  posse  :  in  quovis  ta¬ 
men  casu,  tam  z  quam  y  in  dependentia  simul ta* 
nea  a  quovis  mx  esse  ("quicunque  numerus  ab  I 
usque  ad  n  substituatur  ipsi  m)  ;  atque  hoc  pacto, 
quodvis  spatii  punctum  determinari  posse. 

Ita  in  Mechanica,  si  vis  continuo  agens  sit  W  , 
spatium  sub  tempore  t  percursum  sit  s  ,  et  veloci¬ 
tas  finalis  ad  finem  temporis  t  sit  v  ; ipsi  w  sive 
a  tempore  ,  sive  a  velocitate,  qua  tnni  gaudet  mo¬ 
bile  ,  sive  a  spatio  eousque  percurso  dependentia 
certa  tribui  potest.  Quaecunque  sint  variabiles 
y ,  £.--ab  absoluta  x  utcunque  Cetsi  tantum  sup- 
positie)  dependentes  :  denotetur  illud  y  quod  cum 
mx  simul  ponitur ,  per  y^rnx  ,  et  illud  z  quod 
item  tum  ponitur  ,  per  %«x. 

Unde  seriei  ex  (A)(.r,  -  -  -)  functione  absoluta 

derivatae,  terminus  generalis  (  differentiaJe  verum 
Ut  supra)  est  (4)(wjx?  y^mx) — (A)[  {m— 1  Jx  > 
y:i:( m — 1  )x  ,  -  -  -•  J.  Denotetur  autem 

' — y*  (  m — 1  )x  per  y,  ita  z%mx — l)x  per  z. 
Uti  mX' — ( m — l)x=x  :  observando  ,  punctum  non¬ 
nisi  literae  variabilem  absolutam  denotanti  Impo¬ 
situm,  significare  illam  per  n  divisam,  (nisi  aliunde 

Constet),  atque  x,  y,  Z  -  -  -  semper  pro  quovis  supra 
dicto  et  eodem  valore  ipsius  m  intelligi.  Si  jaui 
seriei  ex  (A)#*»-  (quotvis  insint  variabiles)  deriva¬ 
tae,  terminus  generalis  ~  tali  expressioni,  in  qua  , 
si  pro  mx  ubique  x  scribatur,  (necnon  si  adsit 
z^mx  ,  pro  eo  z  scribatur,  ita  si  plures  adsint); 
nulla  litera  puncto  insignita  ,  ut  factor  ad  prima 
altiorem  potentiam  elevata  occurrat :  tum  talis  «x- 

A  A 
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pressio  (substituto  x  ipsi  mx  ,  et  si  adsit  ,  z  ipsi 
%*mi  ,  ^c),  dicitur  differentiate  strictius  ipsius 
{\)x  -  -  Summa  Tero  coefficientis  omnis,  per  quem 
litera  puncto  insignita  multiplicata  est  ,  vocatur 
co  efficiens  vel  quotiuns  diffe  r  e  n  t  i  alis ,  sive  brevi¬ 
us  derivata  ipsius  (A  )x  -  -  - 

Dum  pro  mi  ,  x  idest  nx  scribitur  :  patet  n  ter¬ 
mini  ultimi  numerum  esse  ;  uti  seriei  arithmeticae 
terminus  ^neralis,  per  ultimum  nempe  ai(u — \)d 
exprimi  ir.  Nihilominus  tamen ,  ut  Tyroncs  minus 
confindantur,  praecisiusque  rem  inteiligatit ;  ubi 
neCesse  est,  pro  dicto  ni  ,  scribetur  mi  %  atque 
etiam  ubi  dicetur  ex £*\  x(a)#  esse  <J(  A)#,iiitelliga* 
lur  >;(a )mi  (sensu  F*  185). 

13.  Si  una  tantum  sit  litera  puncto  insignita ,  in 

duobus  differentiafibus  functionis  ejusdem  ,  sed  non 
eadem;  ex  gr.  'iv  XM=dU  ,  (w,  u,  U  certas  fun¬ 

ctiones  denotantibus)  :  tum  %v  dicitur  differentia¬ 
te  quoad  z,  et  iu  quoad  x  acceptum;  atque  v  di¬ 
catur  derivata  ipsius  3X  quoad  z,  et  u  derivata  quo¬ 
ad  ^  accepta  ,  denoteturque  differentiale  strictius 
per  d  ,  derivata  vero  per  J,  (annotando  quoad  ar 
vel  z  ^c).  Est  quoque  manifesto  z=l  i=z° =: 
ds  (quoad  «),  uti  x  est  dx  (quoad  x);  atque  utrum¬ 
que  tam  verum  quam  strictum  differentiale  est  ; 
nempe  — %f(m — l)x.  Ita  quum  constans 

a  cum  quovis  mx  ponatur  ,  differentiale  constan¬ 
tis  est  o,  nempe  ’a%mi — a%(m— 1  )x:zz» — un¬ 
de  et  ozz.  quantitati  cuilibet. 

14.  Si  v  nullam  aliam  variabilem  nisi  ^  complecta¬ 
tur  ,  iv  differentiale  purum  audit  ;  ita  iu  si  u 
nullam  aliam  nisi  x  complectatur  :  atque  ita  v  et 
u  derivatae  purae  sunt  :  patetque  integrale  ipsius 
/v  esse  functionem  illam  (ab  II l.  LA  GRANGE 
primitivam  dictam)  cujus  derivata  est  v(  quoad  z) 
Ubi  itaque  nulla  litera  puncto  insignita  est  in  ex¬ 
pressione  aliqua  ex  gr  («)*,  una  tantum  variabi¬ 
li  ex  gr.  z  gaudente  :  si  ei  signum  f~  praeponatur, 
Intel  ligatur  per  _/"*(«)*,  functio  illa  primitiva  cu- 
jns  derivata  quoad  z  est  (n)z  \  id  est  plane  id 
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quod  f*  i  (<*)*  denotat  (constantem  in  utroqu*  ca*u 
semper  addendo ):  nempe  derivata  ipsius  J 
est  (a i\z  ("quoad  z  accepta). 

Si  vero  p,u  item  nulla  litera  puncto  insignita 
affectae  sint:  per  f  «(quoad*)  inCelligatur  f  uh> 
atque  ut  u  derivata  pura  fiat  ,  u  per  %  exprimen¬ 
dum  est.  Siquidem  z  ~  />v,  adeoque  tei—npwe nt 
up  derivata  quoad  v  ipsius  J  u  i,  atque  haec,  fun¬ 
ctio  primitiva  quoad  v  ipsius  up  ,  nempe  up 
(  quoad  v )  —  u  (quoad  &). 

15. Si  plures  insint  functioni  variabiles,  et  accipia¬ 
tur  differentiale  derivataque  ejus  quoad  aliquam 
variabilium  ,  reliquis  constantibus  suppositis  :  di¬ 
cuntur  differentiale  partiale  ,  et  derivata  partta * 
lis  quoad  illam  variabilem.  Patebit  mox  summam 
diiferentiaiium  partialium  quoad  singulas  variabi¬ 
les  acceptorum  esse  differentiale  ipsum  ftpctionis , , 
et  idem  quoad  derivatam  probabitur. 

16.  Derivata  dicitur  prima  ( quod  tamen  ubi  ne- 

cesse  non  est,  omittitur);  et  ptae  derivatae  pri¬ 
ma  derivata,  dicitur  derivata  functionis 

primitivae  ,  functio  (>+ l)ta  juxta  La  Grange . 

Differentiale  quoque  d/ci  solet  primum ,  et  dif¬ 
ferentiale  primum  pti  differentiatis  ita  acceptum  , 
"  ut  literae  puncto  insignitae  constantes  supponan¬ 
tur  ,  differentiale  (p+l)tum  functionis  primiti* 
vae  dici  solet.  Sed  derivatis  Ima,  2<ia  *  -  - 
omnia  juxta  111.  La  Grange  perfici  possunt  ;  ad- 
summum  derivatae  alicujus  ptae  differentiale  clari* 
tatis  gratia  adferri  potest. 

17.  Quaecunque  variabiles  fuerint,  a 

certa  variabili  absoluta  (ex  gr.  .v)  sive  necessario 
sive  per  certam  in  quovis  casu  conditionem  prae¬ 
cepta  positione  simultanea  dependentes:  u  di¬ 
catur  (B)#,  ac  v  dicatur  (C)#?, ,  et  z  dicatur  (D)ar; 
differentiale  verum  ipsius  u  vero  (id  est  u%mx  — 
H^m — l)x,  dicatur  (b)#,  ita  ipsius  (C).r  sit  (c)#  t 
er  (d).r  ipsius  (D):r;  atque  sint  (b)*  et  (b)'#  aequi- 
polientia ,  ita  (c)#  et  (c)'?* .  ntque  (d)#  et,  (d»^ 

A  A  ♦  - 


nempe 


*’  U)x 


- - V 


et  omnia  sensu  su* 


z/,  f?, 


z  —  essent  dif. 


(b)x  *  5  (c)# 

(pro  x  ubique  mi  ponendo  , 
periore  (p.188)  intelligendo). 

Quoad  quasvis  variabilium 

fereniialia  (b)'#,  (c)'.r - accepta  ,  imo  etsi  non 

gaudeant  forma  differentialis  stricti;  {h)'x  ut  ter¬ 
minus  generalis  seriei  summam  eandem  dat,  quam 
(b}#  ;  superius  (ISO.  seqO  dicta  enim  aplicari  pos¬ 
sunt.  Idem  patet  ,  si  tam  (b)'x  quam  (b)x  per 
aequalia  multiplicentur ;  imo  etsi  per  aequipollen- 
tia  multiplicentur  ;  nempe  (p.  8H  etiam 

(b) 'x.(c)'x  ^  . 

- ~ —  ^  i  et  eadem  apii  cari  posse  ma- 

ni  festum  est,  pro  x  ponendo  mi  ,  et  substituendo 
Ipsi  m  ut  supra  ,  ut  prodeant  termini  simultanei 
(bymi  (c)'mi  et  (b)wix.A)*»x,  pro  serie  utraque. 
Ad  quot  vis  factores  aequipollentes  ,  semper  uno  al¬ 
tius  ascendendo,  idem  extendi  patet.  Ita  (  p. 81 )  si 
aequjpollentibus  serierum  terminis  generalibus  ae* 
quipoilentia  addantur  ,  prodibrunt  termini  generales 
summis  serierum  incrementorum  aequalibus  gau¬ 
dentes  ;  nempe  X. 

r  (  b  ^  -f  t  c  ).v 

Unde  etiam  differentiale  seriei  convergent  is  (B)# 
C  )x  -  -  -  est  summa  dif  ferenti  alium  functionum 
singnlarum.  Si  nempe  d(B)^  sit  (h)'x,  et  d(C)#*  sit 

(c) 'x  atque  summae  serierum  fqnciionum  (B).r, 

(C)^  ---  sint  B,  C  -  -  -,  et  quas  (  b)V,  (  cjx  dant,  sint 

B',  C'  -  *  atque  B-fC - /— >  S,  etB'-fC7-~. 

sit  S',  ac  summa  totidem  terminorum  seriei  B+C  -  - 
sit  S — co;  pro  quovis  N  datur  tale  n  (idem  pro  quot- 
vis  functionibus  certo  numero  acceptis  semperj, 

Ut  B'f€' *  *  *  • — (BHrC)  •  -  sit  sive  S7-— (S — w) 

!§■— — c*j  ' 

<!  9  unde  quum  s  o ,  etiam  S7 — S  A— -s  o. 

Est  qupque  snanifesto  derivata  summae  functio- 
itum  quoad  eandem  variabilem  {  ex  gr.  x')  accepta  , 


C  197  ) 

>  ' 

summa  derivatarum  singularum  quoad  eandem  jr 
acceptarum.  PSempe  si  d["(  B)^  f  (C)a?  -  -  -  ]  *  x/> 
-fx?-  est  J[(B)a?+(C)ar  —  j(quoad  *)=/>+?-  -- 

Sed  e  prius  dictis  id  quoque  sequitur:  quod  in 
quovis  termino  seriei  incrementorum  generali,  cui* 
vis  quantitati  ei  aequi  pol  Iens  ( eatenus  quod  sum¬ 
ma  per  id  non  mutetur)  substitui  possit.  Itaque  si 
terminus  aliquis  generalis  integrandus  sit  ;  poterit 
in  eo,  differentiali  cuivis  quodvis  aliud,  quoad 
quamvis  variabilem  acceptum  fuerit  (  dummodo 
omnia  eidem  variabili  absolutae  ut  basi  respondeant/ 
substitui:  imo  si  toti  termino,  alitis  aequipollens 
substituatur,  unam  tantum  variabilem  (ex  gr.  %) 
continens;  differentiate  purum  erit,  termini  aequi- 
pollentes  vero  integralia  aequalia  dabunt  (p,I89) 
(praeter  constantem).  Imo  etiam  si  tantum  deriva¬ 
ta  accipiatur ,  functio  primitiva  quoad  %  ,  eadem 
prodibit» 

18.  Ut  Tyroues  ( primis  elementis  aliquantum 
imbuti)  ad  sublimiora  progredi  animos  capiant  : 
exemplis  quibusdam  facilioribus  (tam  c  Geometria 
quam  e  Mechanica)  aplicationem  theoriae  dictae 
illustrare  libet  :  prius  certarum  functionum  abso¬ 
lutarum  valoris  noti  ,  differentialia  derivatasque 
referendo;  tum  certarum  functionum  absolutarum, 
quarum  valor  quaerendus  est  ,  differentialia  et  de¬ 
rivatas  exponendo  ;  atque  priora  cum  posterioribus 
(  juxta  p.  183)  comparando;  ut  si  aequipolleant,  va* 
lores  quaesiti  innotescant. 

‘  * 

Supponantur  (paulo  Inferius  demonstranda)  se¬ 
quentia.  (*q  t/yv,  Zj  p - ut  (  n.  17)  inteJjigendo)* 

'  l  d  mtK  ~  aku  /c”i  ti[~  ahi^~l  vx  ,  si  vx  ~  u 
p.  196  j.  Exgr.  si  u—6&  et  h  =  3  ,  erit  d  ank  H 
3 ab2x’~0x  ,  nam  tum  uzz.btnx-~b(*n — l)x~bx. 

II.  d(u-\-vr\~z  -  *  -)  ~~  ud~  vd-  *L  -  -  -  (per  praecj. 

IU.  d(  uv)  ~  swv  +  tm,  imo  diffei entiaie  facti  quo 
vis  functionum  aequipoliet  snmmafe  productorum, 
e  differentiali  cujus  vis  in  factum  reliquarum.. 


i 
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IV,  Ex  I  et  III  fit  «•( — 


4*  0-1 


u 


te  v  . 

•— ~-r  + 

.  v2 


u 

V 


V 

Vi - - *f/v 


V 


V.  d  log  u  3—  ,  [2.  —  pro  «;x  ~  u].  Per  log  intel- 

u  u 

ligifur  log  nata  per  Log  vero  artificialis . 

VI.  H  inc  Imo  si  (\)v  functio  absoluta  fuerit, 
et  (B)#  sit  =  aufr  ,  et  d(/Y)a?  3  aku&mi(i  3  d(B)# 
erit  f  per  I  et  189)  (A  )2?=w/£— (B  )o4*(  41o  ;  nem¬ 
pe  f~ aku%-l  iizzzauk  +  const  prodibit,  si  resecto  u , 
exponenti  ipsius  u  addatur  1,  et  reliquum  (nem¬ 
pe  derivata  ipsius  (B)a?  (quoad  u )  per  summam  di¬ 
ctam  dividatur;  excepto  si  fco  sit  (per  V.);  con¬ 
stans  vero  addenda  ei  quod  hoc  pacto  prodit ,  po¬ 
stea  quaeritur.  Ex  gr,  si  pro  u  ponatur  x9  erit 

s  \ 

=  —  4- const,  et  J~ £3c~lz=:  log*  4*  const.  (V) 

2do.  Ex  II  est  J~ (ufv-  -)=*  /  -  -  4*  const, 

3tio.  Ex  III  est  J^(uv v  uv  4*  const.  et  ex  IV 


est  J~  ( 


ni — «v 

v~ 


-y 


u 

V 


4*  const. 


4to.  Ex  V  vero  est  — —  zm  log  w4  const. 

u 

5to.  Si  vero  terminus  generalis  seriei  incremen-, 
torum  ,  ut  dictum  (p.  185)  6st  ,  sit  (b )mx  ,  et  ai|- 
Us  seriei  ,  terminus  generalis  sit,  (a )mx  ,  atque 

(b)mx  .  .  „  ■ 

( a>x~~l^  *  erlt  (summa  prioris  B  ,  et  po- 

steiioiis  A  dicta).  Hinc  f  (a>=s-f(>>  —  +  const  , 

^  fi 

neitipe  A  =  £_.  Ex  gr,  2*~=2,  et  2 Xx  —  dx2  (l) , 

fi  X'X 

■* 

X~ 


naq»}^  rZA  ~x 


et 


v 
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log  ax 
3  a 


nam  si  (  in  V  )  u~ax9  j  tum  d«  (per  I) 


3 ax*x  i  itaqua 


3  ax** 
ax* 


log  ax9;  est  vero* 


sx  * 

""«'i3 


x~X 

~  =3  a. 


6to,  Sed  ex  d  log  u  — 


ii. 

u 


sequitur  etiam 


«/d  log  jv~  u  ®  d&  ;  per  quod  functio,  etsi  variabilis  in 
exponente  sit,  differentiari  potest.  Sit  ex  gr.  u =3 

aax  ;  erit  d aax  .  d  log  aax=z.  aax  d(a^loga)  (per 
p.96)  ,  quod  log  os. 

Hinc  C  a&a*  l0g  a~aa*f  const ;  at  que  jf^aX:==z^a  rjt  ” 
,  aax  .  „  r  &afi,r!0g  & 

JtctLa%  1  a  —  -  —  (  per  praecj.XtPf  — * 

log  a^-f*  const.  (\  ) 

7mo.  Si  terminorum  plurium  summa  ad  expo¬ 
nentem  >J<vum  elevata  ,  sit  derivata  e  talibus  ter¬ 
minis  constans,  qui  singuli  integrari  possunt :  tum 
summa  integralium  singulorum  terminorum ,  erit 
integrale  totius  (p.198) ;  id  est  summa  functionum 
primitivarum  terminorum  singulorum  tanquam  de¬ 
rivatarum  erit  functio  primitiva  derivatae  datae. 
Sit  nempe  H~j?x,v— ?x — ;  erit  (p.  81)  ui V  -  - * 

~  pi  +  qx  -  -  atque  p+q - erit  derivata  (quoad 

x)  ipsius  j  (px^gx  -  - -)  (p.191).  Si  autem  diffe- 

rentiale  sit  series  infinita  convergens  formae  x(Axa 

fBx6-.-),  (exponente  ab  aliquo  incipiendo  unita¬ 
tem  superante  ,  et  crescente  in  00  ,  uti  fit  per 
formulam  binornii  quoque);  tum  terminis  pariter 

j\  %ci\  l  . 

integratis,  prodit  ~—f-  +  ~b^{~  * '  *  *  9n°d  =s 


.  t\  x  (1  i  TW 

x  (  — ■ — -  ~r  — - 
l*  i  *■ ' 


-)*,  quae  item  series  convergens 


O' 
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est  ,  si  prior  talis  sit:  nam  ab  aliquo  termino  jde« 
nominator  >>-1  fit  ,  abinde  semper  crescens  ;  sit  is 
p,  et  sumina  seriei  prioris  ab  ilio  termino  sit.?5  erit 


hujus  seriei  summa  ab  eodem  termino  <C 


CCS 

T 


eo- 


usque  autem  termini  numero  certo  sunt,  neque  de¬ 
nominator  o  est  (nempe  si  in  (VI.)  kzzo  sit,  patet.') 

Pro  iitera  puncto  insignita  vero  Jiteram  nomi¬ 
nis  ejusdem  signo  d  praeposito  substitui  posse  , 
(quoad  aequipoiientiam  ,  arieoque  summam  seriei 
incrementorum  ,  et  iritegrale)  evidens  (185.  &V) 
est;  uti  etiam  omnia  dicta  Valent  (ex  197  )  ,  si 
Iitera  puncto  insignita  exgr.  i  ex  p%  omissa,  co- 
efficiehtis  differentialls  p  ,  ut  derivatae  qnvad  zs 
functio  primitiva  quoad  Z  qaeratur  ;  imo  si  i  S 
*’tt  adeoque^z®  pvu)tetp  ac  v  per  variabilem  u 
exprimatur,  adeoque  pv  derivata  pura  quoad  u  fiat; 
tunc  quoque  etsi  derivata  prior,  quoad  &*pura  non 
fuerit,  hoc  pacto  quoad  u  pura  reddita  est ;  et  erit 
fpi~  f~ pv  (quoad  u)zz  C p  (  quoad  &),  Si  i  £ 

iu  ( 195)*  . 

■VII. *  Ita  demonstrabitur  paulo  inferius. 

I  mo.  Si  (A  'x  aream  in  plano  denotet ,  inter  y 
Coordinatas  Lies  ,  et  lineam  per  complexum  extre¬ 
mitatum  ordinatarum  factam,  comprehensam  :  dif- 
ferentiale  ejus  est  yx ,  derivata  vero  y  (nempe  or¬ 
dinata  abeissae  x  Variabilis  absolutae  V 

2do.  Si  vero  (A)#  lineam  dictam  denotet:  deri* 

J-  i  ,  J- 

vata  ejus  quoad  #  est  +  2  ,  seu  (l*y2)  2 

i  J 


si  y  derivatam  ipsius  y  (182.)  significet, 

3tio.  Si  (A)*  soliditatem  corporis  per  revolutio¬ 
nem  lineae  dictae  circa  abcis&arunt  lineam  orti  de¬ 
notet  ;  derivata  ejus  quoad  *  est  ity2  ;  et  superfi¬ 
ciei  corporis  hujus  derivata  quoad  *  est  2«ytl  + 

l  i 

seu  2%  ( l+/>  * 
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4to.  Ita  paulo  inferius  (definiendo  prius  geome« 
trice  centrum  gravitatis)  ,  demonstrabitur,  deriva¬ 
tam  (quoad  abcissam  x  distantiae  centri  gravitatis 
ipsius  M  a  certo  plano  P  extra  M  cadente,  esse 

9  (per  a  distantiam  a  P  talis  puncti  ipsi' 
IVI 


r  •  V 

us  M  intelligendo.,  quo  nullum  ipsi  P  propius  est, 
-per  x  vero,  rectam  a  (^omnino  ad  P  Lrem  5  ut  li¬ 
neam  abcissarum ,  pro  M  quoad  illam  exprimen¬ 
do,)  ,  continuatam  intelligendo.  Unde  distantia  ipsa 


centri  gravitatis  erit 


X 


)M 


M 


quod  item— 


M 


,  quia  M  ( constans  pro  quovis  casu) 
manet  idem  qro  quovis  mi  in  serie  incremento¬ 
rum  ubique,  adeoque  et  sumina  tota  per  M  dividi¬ 
tur. 

>  •  L 

5to.  Ita  si  in  motu  rectilineo,  ad  finem  spatii  s 
tempore  t  percursi  ,  velocitas  v  dicatur ,  et  w  vis 
continuo  agens,  sive  constans  sive  lege  certa  varia¬ 
bilis  sit,  sive  ipsius  mobilis  directione  sive  ei  con¬ 
traria  agat ;  ponaturque  pro  mobili,  M  punctum  (vel 
sphaera  massae  I)  ;  atque  t  sit  variabilis  absoluta, 
a  qua  reliquae  in  quovis  casu  in  dependentia  si- 
multanea  sunt.  Erunt  s^m  t  — s*(  m — %J\:  etv^mK 
— »*(  m—  l)x  ,  nempe  i  et  v  ,  differentialia  vera 
ipsorum  s  et  v  (imo  stricta  quoque  ,  prius  quoad 
s  posterius  quoad  n).  Velocitas  v  est  quantitas  re¬ 
specti  va  (p.  40),  exprimiturque  numero  pedum  qui 
sub  temporis  unitate  (cxgr.  sub  1")  motu  aequabi¬ 
li  percurrerentur ;  vis  w  vero  velocitate  finali  , 
quae  produceretur  ,  si  w  constanter  eadem  ageret 
in  ipsum  M  sub  1".| 

Paulo  inferius  demonstrabitur  quod  sit 


:  t)  /^\  1.  Unde 


Wt  2  v  ,  et 


X  © 


atque  rt  — — 


w  aif® 


BB 
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'  %  f  • 

■  ,  / 

tem  est  derivata  (quoad  t)  ipsius  v  ,  et  -~~deri- 

w 

vata  (quoad  v)  ipsius  £,  ac  v  est  derivata  ( quoad 
)  ipsius  s  ,  et  derivata  quoad  s  ipsius  t  c  194) 


Itaque  sive  J~w  (quoad  etj 

t|ve  /  JL  (quoad  v)  =J^i=f;  et  Cv 1  sive  f  t 


_Y 

W 


(quoad  £)=:  /  s~$  ,  etj" 


"  sive  (quoad  g} 


v ' 


V 


— frno  quum  €?t  ~  /,  et  t  g—  ,  a  deo  que 

w  * 

*:J  §  f'£  ,  tl— -  Z  *  ( p.  81),  3  Wi,  et  hinc  etiam 

w  w 

(q»03*1  ® J  ,  ac  ~  =  _Avx  (VI j  ,  ct  e=c 

Ubilibet  vero  pro  re  nata  apiicattir  (195). 
Item  ex  eo  quod  r^zjs  (quoad  t);  sequitur  (quo- 
ad  eandem  variabilem  t  accipiendo  differemialia 
et  deriva!as>,  dv=djg  ,  atque  Jr=J2s  ;  idest  dii* 
ferentiaie  ipsius  e  quoad  t  ,  est  differentiale  (quo¬ 
ad  t )  derivatae  (quoad  t )  ipsius  s  ;  derivata  vero 
(quoad  t)  ipsius  e,  est  derivata  (quoad  t)  deri¬ 
vatae  (quoad  t)  ipsius  s,  idest  derivata  ipsius  s 
(quoad  i)  secunda  ,  quod  per  ti2s  denotari  potest; 
atque  J~ djs  sive  j(J2£  (qnoad  £)=£,  et  J  2  Jv~s. 

Solet  hoc,  quod  dv  sit  =  dd^  sive  d2a*,  expri- 

ds 

mi  modo  sequente:  pdt^ds*  et  v  zz  —r-,  et  inde 

^  jTu  ' 


ita  tamen,  ut  di  pro  constante  repu- 

tetur.  Exemplo  sis  (ut  in  motu  uniformiter 

accelerato)  ,  est  Jgzzgt  ?  quia  dszzzgtt,  et  dj*  — 
<K#0==S*  >  ac  •***=£’;  itaque  di-  =  ^t  ,  et  J&==g^ 
atque  /  sive  j^f  ( quoad  .  Est  etiam 
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f  ^ 

d  (  Jll)  (pro  dt  constante  posita)  ^ 

dt 

d  (  dg t—g df  j  et  J~*gde=:£~=s. 

VIII.  Imo.  Quod^ V  sive^J  1  (quoad  e)  seu 

~v  ,  patet  :  quum  v  sit  z±p#mi — v*(m — 1  )t  (  193  ) , 
ubi  si  ipsi  m  omnes  numeri  ab  n  usque  ad  1  (in- 
clusive)  substituantur;  terminis  (ut  184 )  interni©» 
diis  seriei  se  mutuo  destruentibus ,  manet 
v%ot  ,  idest  v  ipsum  ,  quod  ad  finem  ipsius  t  est , 
subtracto  illo  v  ,  quod  in  initio  est;  nempe  con¬ 
stans  semper  in  integralibus  et  functionibus  primi¬ 
tivis  sttbintelligenda^  est ,  etsi  alicubi  omissa  fuen 
rit. 

2do.  Notandum  adhuc  est :  quod  si  functio  ab¬ 
soluta  (A)x,  / cujus  valor  quaeritur,  talis  sit, 
ut  crescente  x  valor  ejus  decrescat,  ita  ut  minus 
ijtvum  fiat,  adeo  que  (A  )  mx — (  A)  ( /n-— l)x  ,  m  sit, 
atque  (B)#  sit  functio  summatrix ,  adeoque  (A )mx 
— (A)  (m — l)x  2  (B)«x—  (B)(m — l)x  2  (  u)mx 
(  189  ):  erit  qnodvis  horum  differentialium  wVum, 
aequi  pol  lens  ipsi  — [(/\)  (m — l)x — (A)mx]  2 
— '[(6)  ;  eritque  (A)x — (A  — 

(B)# — ^B)o  ,  utrumque  mi  ;  (A)o— (A)#  vero  , 
atque  (A)o“(B)o — (B).v+(A)#;  et  quum  saepe 
valor  ipsius  (A)x  plane  pro  #=0  quaeratur,  valor 
quaesitus  hoc  modo  exhibetur:  (idem  patet,  si  va¬ 
lor  ipsius  ( A)x  pro  alio  valore  ipsius  #  quaeratur). 

Ex  gr.  Sit  /\ji  abcissa  a — ( 6  +  x )~y  f  Fig  21), 
denotetque  (A)#  aream  inter  abcissam  et  ordina* 

tam  atque  rectam :  erit  - - - i  < 

Jt 

t — — — li-J  -  ,  adeoque  (A)mx<^(A)  (m — l)x; 

est  vero  (A)  (m—l)x-(A)wx  2  [a—  ( b  -f  mx']x  ; 
itaque  (A )wx—  (A)  ( m — 1  )x  2  -ra— ("<54. Wx)  jx  . 
seu  J(A)#= — y.  Unde  Jf — y  seu  hic  f  (6+x — a ) 

B  B* 


/ 
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(  quoali  x)~^J^6+J~  #4 S — a  (m)  — 

+  const;  et  lioc  est  (B)#  ,  cui  addi  debet  (A)o — 
(B)o,  ut  (A)#  prodeat;  interim  beic  (A  )#=zo ,  et 
CB.)o=0*  At  si  area  pro  xz=z  o  quaeratur  ;  erit(A)o 

r+ 

=(B)o— :(B)#4(  A)x  =:  — (B)#=  —  (  6x+?~- — a#) 

*  \ 
sc  ** 

—ax — 6x - —  ,  quod  (“pro  x^=ac — b)  est=:a(<r — 5) 

JL  v 

~-£(a — 5  et  hoc  ( reducendo  ad  denom. 

,  (a — b)  (2 a — 26 — ( 'a — 6 ) fa — 6  ')2 

eundem)  est  = - g — - 2 - 

» 

i .  ,  1 

$i(F.22)  (A)#  aream  inter  abscissam  1 — (£4#), 
et  ordinatam  ipsius,  atque  arcum  circuli  pro  radio  1 , 
a  fine  radii  usque  ad  ordinatam  e  fine  ipsius  b+x 
seu  ipsius  1 — [b-fx)  erectam  denotet:  et  hic  est 
d(A)#  manifeste  non  »J*  yx  sed  m  yx  ,  adeoque  de¬ 
rivata  quoque  **  ya  itaque  j£~\ *-*  y  quaerendum  est 
pro  valore  (A)x — -(A )«  ;  atque  y  (aequatione  e 

%  i 

centro}—  [i — (54*)2]  2  ,  et _/-—[! — (^4:v)2]  2 

i 

=  J~  [1 — (£4^)2  J  2  ;namut(p.  169 J  dictum  est, 
in  evolutione  binomiali  (hic  integranda),  quum 
radicis  quadratae  valor  etiam  i-ivus  detur ,  valor 
uterque  exhibetur  (adeoque  et  *J*vus  pro  (A)o — (A)#) 
3tio.  Est  etiam  aliquando  functionis  valor, 00  pro 
xzro  ;  de  quo  casu  aliquid  adjiciendum  est  ad  di- 
lucidationem  pag  (188  et  sequ.).  In  hoc  casu  si 
(A)o=:  ±*  GO  ,  non  fit  (  A^zx—C  A)o  o  ;  et  se-' 

rierum  ex  (A)#  et  (B)#  derivatarum  termini  nori 
debent  usque  ad  o  extendi  ,  sed  tantum  usque  ad 
certum  zx=p  ;  fietque  (A)xzz(B)x — (B)/?4(  A)p ; 
adeoque  constans  tunc  (A)p— (B)p  sumitur,  haud 
immiscendoCO  per  (A)o — (B)o.  In  praec.  est  zx  ad 
finem  ipsius  x;  omnia  tamen  rite  aplicantur. 

4to.  Pag.  189.  differentiale  terminum,  generalem 
(u ^rnit  tion  calorem  specialem  denotare  dictum  est  : 


/ 
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at  quaeri  potest  terminus  seriei  ptus  pro^  x^a ;  de 
punctis  discretis,  ubi  mus  fit—oveloo?  inferius. 

IX.  Hinc  Imo  fexl.  et  V]])  lineae,  cujus  ordinata  y 
ad  abscissam  x  Liris  est  =  axP  ,  areae  inter  coor- 
dinatas  y  atque  lineam  ipsam  comprehensa  ,  est 
==  f  y  ( quoad  x  ,  uti  hic  donec  aliud  monitum 
fuerit ,  semper  intelligendum  est)  ,  et  hoc  = 

EEP^1  -p(  consta  o  ,  quum  (A )o  —  (B)o~o  ,  nam 
jp~b  1  __ 

tam  area  quam  (B)x  est  o  pro  x=o)>  Est  vero 

hoc  de  quovis  valore  sive  fracto  sive  hvo  ipsius  p 

verum,  excepto  si  — 1,  tunc  enim y 

~a  log  x  (  VI  4)  ,  et  tum  haec^  erit  areae  expres¬ 
sio  ,  ut  statim  hyperbolae  exemplum  ostendet. 

1 

Ita  area  parabolae  ,  cujus  y~ax  a  (p™  «=  ra- 

—  3 

dici  quadratae  param etri ,  est  =ax  - 


2 


1 

■acc  2 


2 


.x- 


3  3 

2do.  Si  y  sit  - 


xy. 

1 


1+x 


,  uti  (  Fig  23  )  ad  hyperbo- 


lae  aequilaterae  asymptotam  ordinata  L-ris  ;  area 

1 

(VII.  IJ)  est  J~  ,  et  soliditas  per  revolutio- 

I 

n  cm  orta  est  est  ver°7+*~' *  I°S  (l+«0 

(V.  et  li)4>,  itaque  log  +  functio  summa- 

—  1 

trix  eritr;  et  —  log  Od"#.)  *  crescente  ita¬ 

que  *  ad  dextram  >i«ve  ,  'crescet  area  in  00;  (de 
casu  pro  abscissa  negativa  statim  dicetur).  Solidi* 
tas  vero  erit  finita  semper,  imo  si  jeA-^GO  ,  io® 
liditas  hyperbolae  circa  asymptotam  revolutae 

*  -  1  kx  f 


7i;  namque  ~  *  J 


11- 


(  206  ) 


conat  ss  etiam-r—  +  const ;  nempe  heie  tam— 

l-fx  1  i  +  x 

quam  ,  functio  sumrtiatrix  esse  potest ,  discri- 

menque  tantum  in  constante  est  (  192  ) ,  nimirum 
differentiale  derivataque  tam  ipsius  —-7-7  quam 

.--i 

ipsius.  eadem  sunt,  nempe  derivata  utrius- 
4De  est  c  IV  )  -^-“2 ;  nimirum  J(j^x)  =  . 

— x.i  x 

(if#j2  ~7if^y  ( i^-.r ) 3 » *ta 

(H-aQJf— n— c-n  jr  1+ _  0+1 

‘FF*  Ci+*)2  ‘  ( ijx)  * 

X  . _ I 

Sed  proutl  vel  pro  functione  sum  matri¬ 
ce  accipiatur  ,  constans  alia  erit ;  nam  in  casu  pri- 

o  1 

mo  (B)o  id  est  — o  ,  in  altero  vero  —  > — 1 ; 

adeoque  quum  lieic  (A7o~Oj  erit  const.  prior  (A,)» 
— (B)o=o„  posterior  vero  erit.  (AJ)o— (B>=  1  ; 

itaque  integrale  nempe  =r  +  0 ,  et 

•  X 

simul  +  1  ~  7+^  ’  i^em  in  utroque  casu. 

Conseq.  ,  quod/— si*/— n 

CC  3  quia  tum  —  /^\  l.  Est  autem  n  area*  cir¬ 

culi  cujus  radius  1  est;  nam  diameter  est  tum  =2, 
peripheria  =  2«  ,  et  *r;  est  igitur  solidi¬ 

tas  haec  «=  basi ,  nempe  areae  circuli  ipso  =  1 
t  an  quam  radio  in  revolutione  dicta  descripti;  om¬ 
nibus  quoad  uk  . -vates  suas  expressis  (p.  30}. 


(  207  ) 


*  ‘3tio.  Aliquid  de  area  inter  asymptotam  et  hy- 
perbolam  quoad  logarithmos  negativorum  annotare 
liceat.  8it  c  centrum  hyperbolae  aequilaterae ,  ubi 
angulus  asymptotarum  rectus  est;  sitque  ac=be= 
I  ;  sintque  e,  f  vertices  hyperbolae;  af,  be  ( poten - 
tiae  hyperbolae  dictae)  manifesto  sunt  unitati  ae¬ 
quales,  Dicantur  abscissae  ex  c  ad  asymptotam 
sumtae  (ad  dextram  >{<v ae ,  ad  laevam  nvae)  no¬ 
mine  generali  et  sit  %  variabilis  absoluta,  adeo- 

que  i~  *— .  Accipiantur  praeterea  areae  ab  utra- 

n 

que  potentia  hyperbolae  versus  asymptotam  alte¬ 
ram  introrsum  h  ve ,  >j«ve  extrorsum :  et  erit  area 
inter  ordinatam,  abscissam  hyperbolam ,  et  po¬ 
tentiam  hyperbolae  (ordinatae  proximam)  compre¬ 
hensa,  logarithmus  naturalis  ipsius  (sensu  elem.) 

Quodsi  ordinatae  inferius  M ve  accipiantur,  faci- 

le  patet,  per  -  totam  hyperbolam  exhiberi. 

Nam  'si  e  quocunque  hyperbolae  puncto  q ,  "sint 
Lres  gp,  ($,  pro  abscissa  cp  esset  ordinata  gp  = 

quia  glj cp  ;  consequ.  g^  =  — ;  adeo- 

que  punctnm  g  per  ordinatam  abscissae  clj)  deter¬ 
minatur.  Idem  de  plaga  inferiore  patet;  uti  et¬ 
iam  abscissam^ quamvis  fulvis  parvam  etiain )  per 
ordinatam  suam  multiplicatam  esse  zrl. 


4to.  Derivetur  series  incrementorum  ex  log  z  ; 
erit  terminus  generalis  log  m  z — log  (  m — 1  )'i  t== 

...  y  , 

—7-)  C  p.  95  )  ,  quod  item —log  — 


log  ( 


m  z— -  z 

m  z —  Z 

w  log  (  - — — 

m  'L 


> 


9 

Z 


•log  c  1 - -  ) ,  quod  quum  n 

°  m  % 


ita  augere  liceat  ,  ut  fractio  vera  sit  ,  est  2= 


«  .c 

—  'L  •  Z 

^  m  %  *L)’i 


ZS 


3 (m  i  Y 

■*  i  ^ 


..)  (  p.  162  )  sub. 


C  208  ) 


* 

Z 


stituendo  ^  ipsi  u ,  quum  utrumque  £<  sit,  pro¬ 
pter  z  et  mi  utrumque  simul  a  aut  simul  *.  Erit 

Z 

autem  terminus  seriei  primus — r  ,  et  si  summa  se- 

riei  s  dicatur,  atque  C  188  )  mi  utvis  parvum  sed 
determinatum  q  sit;  poterit  n  ita  augeri  ,  pro  dato 
quovis  N ,  idem  pro  terminis  omnibus  quos  q  haud 

excedit  (  188  )  ,  ut  (  — 1  sit<-4r> 

K  q  q$  '  N  ’ 


seu 


z 


breviter  :  s  1.  Nam  seriei  summa  tota 

esset  (per « 162 )  </*:(  1—  -  2;  et  w ^ U 


u 


2—u* 


2  u — u 9  2 — u 

2  u  2 


quod 


1,  dum  u 


Tj  4 

Gonscqu.  77-^,  idest  modo  consveto  exprimendo 

z 


m  z 


differentiale,  — -  vero  derivata  quoad  z  logarithmi 
naturalis  ipsius  #  est. 

Denotet  jam  superius  (\)z  aream  antea  dictam, 
dicaturque  differentiale  verrnn  ejus  (a)&;  et  log  z 
dicatur  CB> ,  atque  differentiale  verum  ejus  sit 
(b)& ;  erit  (B)&  functio  summatrix  pro  (A)#.  Nam 

N  _  .  2 

(ajm  zc:  ly  =  -7-;  namque  differentiale  verum 

i  'z  .  , 

ipsius  fA)&,  est  CV)  m  i — ( A)  (m — 1 )  2,  quod  (Fig 

*  «  a  • 

'/  Z  z  z 

23  )  est  < - ~7reC> — r-  ;  atque  - —  *  . — 5, 

(m — 1)7«  m  z  ^  (  m — ljz*  m  z 

m 

==/JiZZi  5  quod  a—' \  1 ,  quum  pro  quovis  q  liceat 


n  lta  augere ,  ut  dictum  est ;  consequ.  si 


.  z 


z- 


sitque  hoc  superius  (  189  )  (u)*;  erit  (a)/nz 
(\\)m  z  ~  (b)mz  ;  itaque  esset/  (per  198 'i  (A)s 


© 


(  209  ) 


J~( a)z  id  est  J  ,  sivej"^-,  (quoad  *)  (si 

tantum  derivata  ponatur)  ;  nempe  (A)s=lognat  s  , 
quia  demonstratum  est  ,  differentiale  logarithmi  na. 

turalis  ipsius  s  esse  et  derivatam  (quoad  z) 


esse 


Constans  heic  (et  in  casu  simili)  ,  prodit  sic.  Est 

omnino  (A>-(A  V=(B>  -  («)/> , 

t.arvo  e  188  5  et  quovis  s  adeoque  etiam  pro  *=!} 

itaque  A)J  =  (»1- V)P  *  «  tA)i=o 

=(B)1  adeoque  o— (A)jp— .o— (B>/> ;  unde  <A  )p 
=(B)/>,  et  (4)/»— (BVp=.o;  consequ  (A)*=(BJ* 

+  (h)p~(K)p~(*>'  .  , 

Patet  autem  inter  potentias  hypernolae,  crescen. 
te  *  decrescere  tam  logarithmum  quam  aream  , 
quum  *  ibi  <1  sit;  et  logarithmum 
esse,  adeoque  tam  (B)«t  z  (B)(«»  l)z,  qua 
(AWz-(A)(w-l)i  *Ta,e  minoriNvo  majus 
L  vum  subtrahendo.  Ultra  potentias  extrorsum  utnn- 
que  crescente  *  ,  area  logarithmusque  *ve  crescit, 
et  incrementum  *vum  fit,  e  majore  *vo  minus 

subtrahendo.  Ita  nempe  differentiale  semper  $ 


Z 


;rat. 


at.  . 

Quod  vero  logafithmos  abscissarum  «Tutum  at- 

inet :  etiamsi  (B)^=  log  nat  s  sensu  (  168  )  sit,  po¬ 
nunt  in  terminis  seriei  incrementorum,^  cujus  ter- 
linus  generalis  est  (B)tf*  i — (B)  (m — 1)  logarith- 
n  tales  valores  accipi,  ut  (\)m  z— (A)  (*»—  l)  % 

(B)*»&— ?  ut  antea  inc.rementa  ab 

A  )p  et  'JB)p  incipiendo.  Nempe  log  m  z=s)  log  elem., 

r/.+nlS'—  1  (  )  ’  et  si  .Pro  9uovis  *V.dem 

— 1  ponatur,  fiet  (' B ) m f B )  ( m — lj  Z 

g  elem»  — 1 — [log  elem.  ( m— 1  )  xf?T|X  *J 

z  log  elem.  mi — 1  log  elem.  (m — 1)  Itaque  hoc  pa- 

o  fiet  (A)*-CAVp=(BJ*— sed  ?r0  *"*~*S* 

C  € 


(  210  ) 

flet  (A)  ( — I  ,  (B)  ( — i)  vercf  =)  it — j  (jff 
est  urnis  valor  ipsius' log.(  —  1)  est  — j)-  con „ 
sequ.  — lzz:(A)^— (B);>  ,  atque  g.)*, — 

IK  “7 1  ~  log  elcm.  1—^  —  1  log  elein.  *. 

Non  igitur  areae  inferiores  logarit«hmos  sensu  (168) 
nempe  quantitates  imaginarias  exhibent;  sed  ele¬ 
in  entares  tantum  \  atque  si  m  terminis  seriei  di-' 
versa  imaginaria  adnexa  sint,  se  invicem  haud 
elident  imaginaria,  ut  cum  terminis  seriei  areae 
simultaneis  aequipolieant. 

Notandum  vero  est ,  difFcrentiale  logarithmi  nat. 

„  *  ffjv 

ipsius  z  tunc  qtioque  *  esse  ,  si  z  non  ipsa  va- 

xiabilis  absoluta,  sed  qualisvis  ejus  functio  fuerit. 
Sit  nempe  *=f'C> ierit  i=(C)mi-(C) 

Sed  (C)  (m—1  )x =(C>*x— [ (C)W*_(C  )  (m— l)x] 

^  '/ — q~~~  %  ?  si  (C)wfx  generaliter  q  dica¬ 

tur.  Itaque  terminus  generalis  (  seriei  ex  log  z  ~ 
l°g  ( C)#  derivatae),  est  iog(C)mx-  log  (C)(«»— l)x 

*/,  \  _ _  ^  j  7, 

7 


log  rj—  log  C  q — i) — log  )  =  log  (  )  — 


—  log  ubi  pariter  ut  antea»  ita  accipi 

**  9» 

posse  facile  patet,  ut  —<  i  sit ,  atque  seriei 


(ex  162)  evolutae  terminus  primus  —2-  summae  se- 
riei  totius  aequipolleat.  Est  igitur  7777 — r-  (sive  & 

(i ;J»X 

t  * 

pro  mx  ponendo(194)  ~ —  )  id  est—  differen- 

t>ale  quoad  *  est  logarithmi'  nat.  ipsius  *= :(C)ar,  et 
Privata  quoad  %.  Potest  vero  ipsi  z  (  197  ) 

d(C>  substitui  ;  estqur f  =log  (C>+eon*t 


(  21  i  5 


5t0.  Soliditas  paraboloidis  est  (  ny^  =  J  kjjx 
(  200  )  (pro  parametro  p)  ;  constans  esto. 


quia  pro  xzzo  est  tam  area  quam 


(nempe 


functio  summatrix)=o.  Ita  soliditas  pro  yzzaxP  , 
est  _/  azx2P - 2pfT*  Ellypsoidis  soliditas  pari- 

*  pX  2yi 

ter  (per  yzz(p%~* 2  pro  cr  axem  majorem  de- 

i=- 


ea- 


notante)  est  =  ^ )~  f 

-V>  =■  2  —  3«~  =*  -  1«  ^ 

dem  expressio  hyperboloidis  est,  signo  —  in  + 
mutato  ;  quumjpro  parametro  p  et  axe  majore  a  , 

sit^in  ellypsi  y2zzpx — ?  et  in  hyperbola  yl 

pa?  T - *•  s 

«  f 

6to.  Notandum  vero  est  ,  ex  f  185  J  sequi;  quod 

si  duarum  functionum  (A)a?  et  (Bj*  derivatae  « , 
et  «  quoad  eandem  variabilem  acceptae  tales  fue- 

rint ,“ut  (quosvis  terminos  simultaneos  ita 

ut  superius|intelligendo);  etiam  (A)x-~ (A )o  (nem¬ 
pe  summa  seriei  ex  (A)#  derivatae)  est  = 
~(B)°1*  Si  nimirum  termini  generales  sint  (a)mx, 

fb)?wx  ,  et*  (a)^  ==  wx  ,  atque  (b)xzz-px  ,  atque 
* 

Pk  ?  adeoque  uxzzkvx  ;  perconsequ*  uzzfcv  9  es- 


v  < 

se  e  superioribus  evidens  est. 

Aplicando  hoc  ad  aream  soliditatemque  ellypseos, 
ad  aream  soliditatemque  circuli  relatam  :  erit  or¬ 
dinatis  (pro  eodieraa?)  y\y  dictis  ,  et  diametro  ctr- 

€  C  # 


V 


C  212  ) 


cnli  =a,  -y'-—(px— 22-)  2  :  (ax—x2)  2  = 

JT  ° 

JL  :  (si  nimirum 

K  — arj  05  a2  a 

,  <  1  * 

6  dicatur  axis  minor  (p.  101  ),  pro  o  et 


se 


et  p 


PfL^yL^  unde  b2~ap* 

\  #  ' 

est  area  cir* 


1  b~  pa 

—  «  5  erit  —  . 

2  4  2  4« 

72  y*  b 

—  — ) ;  quum  ergo  sit  ~ ==—  , 

05  " 

E  ^ 

culi  C  et  area  ellypseos  E  dicta ,  — =« —  ,  et  E 

V  05 

bC  ba2n  ha n  .  ..  052Jt 

. — — ,  quum  area  circuli  sit  — 

a  4«  4  4 

diametro  ot, 

Ita  soliditatum  E*  et  C*  dictarum ,  derivatis  Y' 

Y'  = 

05 

,,  .  „„  b 2 

*!)-■■*!) 


pro 


et  Y  dictis;  est  '—'xz^^px- 


2 _  07; :r — 


p(ax 


a(  ax-~x  2)  a  (  ax — x  2 .) 


iL 

« 


05 


.Ita- 


E'  £  2  C'£ 8 

que  ^  = — g  ,  et  E?z:  —  ,  quod  (quum  soliditas 

v  0 


3 

sphaerae  sit  -~0  est  ==“~0“S  cll,ae  nejrnPe  solidi¬ 
tas  ellypsoidis  cujus  axis  minor  b  est,  circa  axem 
majorem  n  revolutae  est. 

7mo.  Si  arcus  circuli  sit  x  variabilis  absoluta . 
demonstrabitur  paulo  inferius  ,  derivatam  ipsius  % 

quoad  tangentem  ejus  acceptam,  esse  =: 

si  ss  dicatur  tang  unde  (l  +  s3}”"1  (quoad 

%)zzzj~ ( 1 — — $<*....)  (per  150J ,  quod  item 

,  Zd  .  z^1  .  ,  .  1 

est  =1  — —  ~y  et  hoc  (si  #=— qua» 

1  1 

dranti,  adeoque  *=  radio  =l)  est  c=l— — 


«527T 


(  213  ) 

__  ^  . « •  quae  series  Lcibnitiana  est;  totaque  pe- 

ripheria  octuplum  ejus  est  ;  atque  et  liic  si  ex  gr. 
apud -i-  subsistatur,  defectus  nempe  quod  adhuc  ad- 

3  1  5  .  _ 

dendum  esset,  (per  131)  est  <  -g— :  (1  j) 

_ _ Z - -  et  si  illum  terminum  mvum,  in  quo  sub* 

(  ? — 5). 5’ 

sistere  libet  ,  excipiens  denominator  p  sit »  erit 


( 


H-f  2  fx+2 


)  o. 


8vo.  Sit  exemplum  etiam  ad  longitudinem  arcus 
per  formulam  superius  allatam,  determinandam 
(  200  ).  Sit  u  arcus  circuli ,  pro  abscissa  *  e  cen» 

Jk» 

tro  5  atque  pro  x  sinu  ipsius  est  y  ^  2 

pro  radio  1  ;  erat  vero  2  $  estque 

~i_  -i 

Jy=-~  (  i—**)  2  2  ,  et  (Jy)&  — 


x 


X 


z  ) 


atque  1 + ( <iy) 


V+trfl  =  f  l+ar*)  1 

'  1— a?4 


— i  __ 

t  Jm  ( 1-— x* )  *  ,  atque  «=»  r^l— • %e)  2  — 

f  0  +  1  * +zZe '* *— 0=*+  3.2  •  + 
1.1  .  1.1.3 

K%IxS+  7~±  4-6  *’  *  ■  5  tluod  (P*°  K— 30° ,  adeoque 

=  sin  305= -y),  fit  ==“J'+3-2.23  *^5.2.4.2s 
1.1.3  .  1.1.35  ...  .  1 

rffi3T7+£T2X6i:2r  ’  at«ue  *  C,d  eSt  T Pen” 

f  '  ' 

dieria  pro  radio  1,  seu  per  quod  diameter  quili¬ 
bet  multiplicatus  dat  peripheriam,  seu  area  circuli 

adii  1?  nempe  est  series  baec  per  C> 


I 


(  214  ) 


multiplicata  ;  atque  si  ad  mum  fermintim  subsista¬ 
tur,  denominator  est  ( 2n —  1)  2.4  -  -  2C  n — 1  )2*  ,  et 

f  <1*.  -ii  \  <y  2  fl~  t 

terminum  sequ.  producit  (2 n — 3).  ~  - - 

^  1  ^  J  (2^fl)2^.22Wt* 

et  quum  exponens  iste  <1  sit,  in  posterum  de¬ 
crescens,  error  summa  (per  131  )  minor  est. 

i'  ,  ,  i 

9no.  Si  aequatio  lineae  u  sit  ^=l0g  — l)  sT] 

■i  i 

eritjy=[l+^p(4.»_i)  2  ]:  (*+(*2— l)~2_(Per  208)  = 

i 

.i  -r  •  - - 2^— ) :  i)  2  ) 

(  1  )  2* 


(  '  _i 
(#a — 1)  2 


1  . 

- r" ;  atque  (Jy;»=(*2_i)-i  5  et  i+(Jy)« 


C— i; 


I  _  1 

i,  _i_ 

— 4  3  2  ;  cujus  integrate  est(.r2— »1 J  2  ;  hu- 

i  ' 

jus  enim  derivata  quoad*  est  2  *  2^(xe — 4)  2  . 


Consequ.  arcus  est  =l^(xz — 1)  exacte;  quia  pro 
^=1 ,  est  arcus  =o,  et  '\/  (x~~  1)  quoque  r= 

1^(1  —  l)~o  ;  itaque  constans  =o.  quum  superius 
(A)o — (B)o  sit  ^ o  c  ISO).  Unitas  per  (96)  mutatur. 

Est  vero  linea  haec  ,  quae  catenaria  vocatur  , 
(atque  etiam  quadrabilis  eslj  ,  insignibus  alioquin 
etiam  proprietatibus  gaudens.  Est  linea  transcen¬ 
dens  ,  quum  aequatio  6ejus  logarithmum  involvat ; 
estque  linea  illa,  in  qua  filum  perfecte  flexibile 
(quasi  lineam  ubique  aeque  gravem),  extremitatibus 
(Fig.  24)  non  in  eadem  verticali  fixis,  distantia 
earum  longius,  intensibile,  conquiesceret;  quam  id¬ 
circo  magnus  Galilaeus  parabolam  esse  arbitraba¬ 
tur  ,  et  nonnisi  progressu  Matheseos  ulteriori  tan- 

'  t  .”,'r 


(  215  ) 

dem  Leibnitz  ,  Jacobus  ac  Joh.  Bernoullii  de¬ 
terminarunt. 

Demonstratur  nempe  in  Mechanica  ,  quod  si  vi¬ 
res  quorumvis  arcuum  ab  imo  puncto  incipienti¬ 
um  pondera  directionibus  tangentium  ad  fines  eo¬ 
rum  ductarum  tenentes  ,  ita  decomponantur ,  ut 
pars  horizontalis  ubique  sit  aequalis,  et  altera  sit 
verticalis ,  sint  vires  verticaliter  tenentes ,  uti 
arcuum  dictorum  pondera,  adeoque  uti  arcus*  Si 
jam  curva  ista  in  eodem  plano  verticali  invertatur, 
lineap  quae  antea  quasi  sursum  trahendo  tenebant, 
nunc  pondera  arcuum  superiorum  sustinebunt.  Hinc 
catenaria  in  hoc  situ  limes  est  formae  e  quam  plu¬ 
rimis  ("nempe  tenuissimis)  prismatibus  aequalibus 
structi  fornicis  sine  ullo  caemento  proprio  pon¬ 
dere  stantis. 

Inservit  eadem  deorsum  versa  etiam  pontibus 
exstruendis:  duabus  catenis  sat  firmis  nempe  (ex¬ 
tremitatibus  ad  litora  fixis)  ,  sustinetur  pons  ipse 
.horizontalis.  ■  ,  . 

Superficiei  per  revolutionem  lineae  circa  abscis¬ 
sam  x  ortae  derivata  quoad  x  erat  (  200  )  2ir y 

i  *  i  ^  ~ 

(1-bp*  )  %  ;  atque  si/  linea  circulus  sit,  (  1+  y* )  2 

-i 
im  1 1 .  / 

erat.  (213)  =(l — x2  j  2  ,  et  hoc  per  s2ny(id'  est 

i 

per  2  )  multiplicatum  est  ^=2 it:  Con- 

seqn.  Xar  =2 nxz=z  zonae  superficiei  sphaericae  pro 
abscissis  ordinatisque  e  centro  incipientibus;  atque 
si  *=1  fiat,  prodit  2tt  ,  nempe  dimidia  superfi¬ 
cies  sphaerica  pro  radio  1. 

X»  Exemplis  his  facilioribus  e  Geometria  in 
gratiam  Tyronum  allatis  ,  sit  fas  e  Mechanica  quo¬ 
que  faciliora  quaedam  addere;  aplicaudo  ea,  quae 
de  motu  rectilineo  {  201  )  dicta  sunt  ,  observan¬ 
do  que: 

Imo.  [quod  quantitates  respectivae  plano  diver¬ 
sae  quoque  eadem  quantitate  (  ex  gr.  recta  )  sed 
diversis  determinationibus  expressae ,  etsi  quoad 
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eas  quantitates  quibus  exprimuntur»  aequales  sint  § 
(nisi  expresse  aliud  moneatur),  tunc  tantum  di¬ 
cuntur  aequales,  si  cum  determinationibus  suis  con» 
nexae  aequales  sint ;  atque  ut^dcier minationes  op¬ 
positorum  et  imaginariorum ,  nec  aliae  determina¬ 
tiones  cum  quibus  expresse  ponuntur  quantitates  , 
sunt  ab  iisdem  avellendae  ;  ex  gr.  dici  quidem  po¬ 
test  +  1  et  — 1  esse  aequales  (  abstrahendo  st  de¬ 
terminatione)  ,  sed  non  potest  — 1  dici. 

Ita  tam  vis  quae  momentanea  dicitur,  quam  vis 
constanter  agens  recta  exhiberi  certis  determina¬ 
tionibus  possunt :  nempe  sit  p  punctum  temporis 
expers ,  et  dicatur  primum  1"  in  p  incipiens  prU 
mum  1",  et  sequens  Vs  dicatur  2dum  1'*;  si  jam  in 
p  talis  vis  adsit ,  quae  massam  M—l  ,  sub  primo 
1"  ad  k  pedum  distantiam  ferret  ,  absque  eo  ,  ut 
inter  initium  finemque  primi  1"  ulla  vis  egisset  ; 
vis  dicitur  momentanea  in  p  ,  si  neque  in  cqnsum 
veniat,  virium  numerus  qualitas  tempusque  actio¬ 
nis  ,  dummodo  resultatum  in  p\  vis  constanter 
agens  vero  exprimitur  numero  pedum ,  quos  M  de¬ 
scriberet  sub  2do  1",  si  vis  quae  in  p  est  sub  pri¬ 
mo  i"  continuo  ageret  in  M  ,  adeoque  hic,  vis  di¬ 
ctae  tempus  actionis  figitur. 

In  puncto  temporis  experte  p,  vim  motum  pro¬ 
ducere  concipi  nequit:  agere  incipit,  et  in  aliquo 
temporis  puncto  desinit.  Potest  quidem  pro  data 
quavis  velocitate  ,  vis  tanta  agere ,  ut  dato  quo¬ 
vis  tempore  minus  requiratur  adf3  eam  producen¬ 
dam  ;  sed  si  hoc  pacto  tempus  actionis  f  >  o , 
velocitas  finalis  ,  quam  eadem  vis  sub  V'  continuo 
agendo  produceret ,  a— >  qq  . 

2do  Interim  quidcunque  sit  vis  (nonnisi  in  ef¬ 
fectu  nota),  potest  etiam  non”’ut Zrespectha  sed  ut 
absoluta  quantitas  considerari ,  et  inde  velocitas 
educi  ;  posito  vim  eandem  ptuplo  tempore  continuo 
agentem  ,  ptuplum  effectum  praestare  ,  atque  pluri¬ 
um  virium  quotvis  directione  eadem  in  idem 
agentium,  effectum  esse  summam  effectuum  singula¬ 
rum  :  nempe  vim  illam  ,  qua  massa  M  prope  ter- 
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ram  deorsum  urgetur  ( pondus  M'  massae  M  ad  ter- 
jam ,  dictam),  sub  l"  in  ipsam  M  constanter  agen¬ 
tem,  ilii  velocitatem  finalem  g  =  prope  31'  pro¬ 
curare  constat*;  si  itaque  eandem  massam  premat 
pondus  P  seu  vis  —  p M/  ,  vis  ista  constanter  sub 

P  ? 

1"  agendo  ,  velocitatem  finalem  ipsi  M 

conciliabit.  . 

3tio.  Denotetur  C  193  )  pro  variabili  absoluta 
spatium  usque  ad  finem  mti  i  percursum,  per 
s#m\  ,  velocitas  quae  ad  finem  mti  l  est  sit  , 

vis  autem  velocitate  finali  (sensu  201 )  expressa 
quae  ad  finem  ^ti  t  adest  ,  continuo  agens,  deno¬ 
tetur  pariter  per  w^t;  atque  sit  w  prius^constans 
=  (ex  gr  g). 

Erit  iii  hoc  casu  i  id  est  > 

— l)t)  ,  quia  spatium  hoc  subi:  motu  aequa¬ 
bili  nonnisi  velocitate  v#{m — l)i:  percursum  est  , 
praeterea  vero  sub  «ito  i'  agente  vi  constante  ,  sub 
quavis  parte  continua  i  psilis  c  crevit  velocitas  ;  at 
idem  /  est  ,  quia  velocitas  sub  mto  c 

semper  minor  fuit  antea  quam  ad  finem.  Est  au¬ 
tem  isi  hoc  casu  ,  quia  vis  eadem  quo 

longius  constanter  agit,  eo  majorem  ^velocitatem 

.  \g(m — l)t  in — 1  , 

producit :  atque  — -v— — — — -  est  =  - — —  ;  hoc  ve- 
x  t gmi  m 

ro  1  ,  dum  n  a-”-s  GO  . 

Itaque  1  ,  (  191  ^  ;  et  gf  ponendo  pro1 

gm\  .  atque  v  pro  gl ,  est  ct  differentiate  ipsius  s. 
Differ entiale  ipsius  &  auteui  est  wt  ,  in  hoc  casu 
*>r  ;  nam  r^mt  est  zzigmz  ;  quia  si  ad  finem  unius 
X"  producat  vis  constans  velocitatem  g  ,  ad  finem 
temporis  mX  dabit  m\g  ;  itaque  v^mX — — l')t 
(m — 3)ig— Ex  s  §  v\  ~gtt  ,est  s—- J gt 

(quoad  t)  =  ~ —  (  198  ), 

jL 

Si  vero  w  non  sit  constans;  aut  crescet  aliquam¬ 
diu,  aut  decrescet:  ponatur  cre  cere,  qunrn  eadem 

D  i> 


\ 


{  2i8  ,  ) 


mn?niis  mutandis  facile  aplicentur.  Erit,  — - 

s j:\nt' — 1  jx  (ut  antea)  r  dicto;  — I  )  i.  ]  -f- 

)i]K. [.!*£_] . 

nempe  ^  est  spatium  sub  m tot:  percursum  ,  partim 
velocitate  finali  illa,  quae  ad  finem  (m — 1  )ti  t  eat 
quae  sola  motu  aequabili  produceret  spatium 
if  Oit — 1)1  J,  partim  vi  w  quae  ad  finem  {m — ])ii  t 
est,  abi  ride  crescens  ;  iraque  incrementum  istud  spa- 
tn  verum  erit  majus  ,  quam  si  vis  quae  in  initio 
t  fuit  ,  eadem  usque  ad  finem  mti  t  man¬ 
sisset  ;  esset  vero  hoc  posito  ,  incrementum  hoc 
xv  st  C  w — 1)1 


■i2[ 


2 


]  (per  praec.  ).  Est  etiam  idem 


incrementum  verum  minus  quam  si  sub  mto  t  vis 
quae  ad  finem  mti  t  est  ( quavis  antea  agente  ma¬ 
jor)  egisset;  ita  vero  (item  per  praec.)  esset  in- 

.  2  w±mi 
erem.— t/  — - — 

L  •>  .  u»  • 


Sed 


i  [r*0 


r  v.  ’  ^  n.  r; 

l)t]+l2  L - ; - J 

2 


1  ;  nam 


dividendo  peri,  terminus  2dus  tam  numeratoris 
quam  denominator as  per  primum  divisus  omni 
dabiii  minorem  quotum  dare  potest  (81  )  ',  atque 

1.  Consequ-  (  191  )  etiam 

,  imo  (  81  )  et- 


■* 


i  [«>(w —  i  )  j]f  i 


2 

L  2 


1 


jam 


o 

Ti^ri5n.^ 1 ;  imo  quum 


v^{  m — *1  )t 
v^mx. 


1,  f  patet  si  velocitates  istae  ut  ordinatae  pro¬ 
ximae  a  abscissam  tempus  repraesentantem,  con¬ 


cipiantur);  erit  etiain  v- 


;  [_fV"  i  ] 


1  ;  atque  hinc 
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juxta  superiora,  et  i  v  differenliale  ipsius  s  ,  itv 
derivata  (quoad  t )  est;  nempe  more  solito  «  po¬ 
nendo  pro  m  ,  fiet  ‘t  f  J quia  ®*«t.  sigmu- 
cat  illam  velocitatem  ,  quae. ad  finem  ipsius  t  est. 

-  Pari  modo  prodit  p j  >  i-  ^am  i161  v 

intelligendo  -v+mt  — •i’*( !n — Oi;  est  t  £«'*(/«  1  A  ] 

<^y { r  \y%9jiX  J ;  namque  velocitas  quae  suo  tnio  i 

accedit  ,  producitur  per  V i m  quae  ab  initio  «rati  * 
crescens  constanter  agit;  si  non  cresceret,  produ¬ 
ceret  velocitatem  l  [,w*(*ra- — l)tj  •>  9ll*a  su’°  ^  P10" 
ducii  ,  tet  l"==l  ponitur) ;  si  visw*-»it 

ageret  sub  t  ,  produceret  t  { w^ra  t  J  }  ViS  unte 
finem  «rati  i  agens  est  se  m  per  <^w  %tnx 

t  [w^(  m— 1 


Est  autem 


t  c  «*  ] 

tea).  Consequ.  (  191  )  etiam  [  j- 


1  (  patet  ut  an 


v 

J  w^  rm  ] 

^ue  ut  antea  i  w  est  differentiale  ipsius  v  ,  et  w 
est  derivata  (  quoad  tj. 

Functio  differentianda  hic  non  in  concreto  (ut 
ex  gr.  area  parabolae  exhioetur  ,  sed  per  i  i  mitem 
concipitur  (  191  )  :  quem  dari  patet,  quum  cie- 
scente  n  sine  fine,  crescat  s  sine  fine  ,  nunquam 
tamen  fiat  tantum,  quam  si  per  totum  tempus  ve¬ 
locitas  ultima  fuisset.  Vide  uberius  ,  in  exemplo 
centri  gravitatis  (paulo  inferius)  methodum  ,  fun¬ 
ctionem  nonnisi  per  limitem  datam  differentiandi* 
Reliqua  v.  202  )  dicta  fluunt. 

4to.  Sit  prius  exclusa  medii  resistentia  ;  sit  que 
w  prius  ab  s  tum  a  t  dependens,  ^  , 

Fig.  25.  Sit  c  centrum  terrae  ,  initium  ipsius  .v 
distantiam  tfvam  a  centro  denotantis  (  sive  ani  e 
sive  post  centrum  sit)  ;  sitque  : v  a  ,  de  cujus  fi¬ 
ne  massa  M  libere  (seposita  omni  resistentia)  so¬ 
la  vi  gravitatis  cadat;  (supponendo,  quasi-  nonni¬ 
si  c  et  tota  vis  in  eo,  esset,  plane  usque  ad  cen¬ 
trum  valere  legem  rationis  inversae  cuioircata»-  *•,  <- 
stant  i  arum  ,  quamvis  pro.  globo  uniformiter  «denso 

D  D  * 
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sint  vires  attractivae  intra  superficiem  ,  ut  distan¬ 
tiae  a  centro);  quaeritur  velocitas  ®  (directione 
prima)  ad  finem  ipsius  x  (sive  ante  si  ve  post  cen¬ 
trum)  corporis  per  a—x  aut  afx  delapsi  quanta 
sit  ? 


fcipstn! m  s  ante  centrum  est  — « — *■-,  si  post  cen¬ 
trum  terminetur',  est  ofat  ;  vis  w  (sub  conditione 

Q  *  ®  O' 

dicta)  est  =  (pro  radio  terrae  r  et  vi  gra- 
vitatis  ad  superficiem  g).  Erat  autem  (  202 )  v  ^ 
wJ$  (quoad  t)~r  2g  jf  ™ %  — x')  (quo- 


-  .  | 

ad  x)  ( per  195);  et  lioc  est  =zr\/ 2g  j  ~ — -(quo- 


ad  x)  ;  nam  ^(g*t~x)  (  quoad  x  )  est  = 

f  **  f- 

vefo  ^  — r^quoad  x)~—  •  nam  J  — ■ 

il  .  x  x  - 

— -i 

(per  198)——  .  Itaque  integrale  quaesitum  est 


— 1.  Est 

.rtJ  1  — -  Jx 

T7 


9  p 

rv  "  4*  coust-  Beperitur  autem  constans  ,  si  v  di¬ 
catur  (  A  )x  .  et  functio  summatrix  sit  == 

g‘2 

r  \/  ;  nempe  (  A  )a  (id  est  velocitas  pro  x=a ) 


2  v' 

est  — _o  ;  atque  (B)a==rri^  ~-~J~  ;  conscqu.  (A)a  = 

a 

9  rr 

(  B)<*+"const.  sive  o  —  rlS'~~  '|+  const.  atque  hinc 

a 


const. 


2/r. 


et  , integrale  est  =  r\S 

a 


2g 


x 


-  — »r  ^aS — rl/2g&  r  m  •  i  i 

r r  &  K— ~  ,  (iiempejsi  ad  denom. 

^  J/  €&*&> 

eundem  reducantur  J  ,  et  hoc  est 

.  ax 

Manifesto  sub  conditione  dicta,  si  x  } _ \  o  fit 

r  00  ;  at  iso  misi  in  centro  in  puncto  tempo- 


/ 
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*  '  V 

ria  experte  esset  velocitas  QO  ,  sine  ullo  tempore 
tamen  ,  quo  effectum  aliquem  producere  queat;  post 
centrum  enim  extemplo  ad  quasvis  distantias  ae¬ 
quales  incrementa  quae  ante  centrum  ^va  erant, 
H  va  fiunt,  et  eaedem  velocitates  finitae  erunt  ad 
distantias  a  centro  easctem  x  ,  tam  ante  quam  post 
centrum  ;  eritque  post  centrum  ad  distantiam  x — a 
velocitas  o  uti  ante  centrum,  ut  formula  exhibet, 
Inde  vero  iterum  redeundo,  patet  oscillationem  per¬ 
petuam  fieri  ;  atque  reditu  quovis  directionem  ve¬ 
locitatis  mutari  ;  et  innumerabilibus,  spatiis  (quo¬ 
ad  summam  pedum  percursorum  acceptis  ,  tempo¬ 
ri  b  usque  competere  velocitatem  eandem :  quaeri  ta¬ 
men  minimum  tempus  spatiumque  pro  data  velo¬ 
citate  (directione  una  vel  alteraj  potest;  loca  au¬ 
tem  duo  tantum  pro  velocitate  quavis  dantur  ,  ad 
distantias  a  centro  aequales,  ei  ad  distantiam  ipso 
a  majorem  formula  quoque  imaginarium  dat. 

Spatium  £  e  valore  ipsius  v  prodit;  quum  x  inde 
repertum  aut  ex  (t  substrahi ,  aut  ipsi  &  addi  de¬ 
beat  ;  prior  est  valor  minimus ,  reliqua  patent  . 
temporis  autem  valor ,  formularum  lieic  nondum 
traditarum  plurium  alicujus  integrationem  requi¬ 
rit. 

Quod  vero  formula  superior  velocitatem  etiam 
ultra  centrum  exhibeat,  quamvis  ibi  vis  alia,  nem¬ 
pe  negative  agens  sit  ,  inde  patet  :  quod  si  x  et¬ 
iam  ultra  centrum  accipiatur  (tantum  ut  di¬ 

stantia  a  centro),  et  sit  ex  gr.  n—  3,  atque  ad  fi¬ 
nem  ipsius  x  sit  *  =3  ante  centrum  ;  erit  series 
ex  {&)x  derivata  (  184  )  ,  si  post  (A)lx— (A)ox 
(quum  pro  x  ultra  centrum  incrementa  ad  distan¬ 
tias  aequales  opposita  prjorum  sint),  quasi  retror¬ 
sum  continuetur,  sequens  •.  (  A)3x — ( A)2x 4  (A)2x 
—  C  Olx  4  (  A)lx — (A) 4  f A)ox — -(A)lx  4  (  A)lx 
— (AJ2x4(A)2x — (  A)3x  ,  nempe  incrementum  su¬ 
pra  p  erit  o  ;  id  est  erit  et  hic  Jvelocitas  eadem  , 
nempe  p. 

Erat  autem  conditio  tantum  supposita  ^  qua-i 
punctum  in  spatio  vi  atuactiva  telluris  tota  pol. 
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leret.  Si  vero  globus  radii  r  uniformiter  densus  es* 
set ;  tusu  vires  attracti  vae  essent  iUr  distantiae  ss 


a  centro.  Unde  quum  vis  sit  (nempe  r:zzzg 


r 


;~)  ,  erit  i  —  \yy' ^  ~~Z~  f  % 


r 


(  quoad  z  )== 


% 


z 


)=  + 


const» 


r  %  ■  r 

Est  autem  constans  l^rg  *.  nam  pro  est  (A)'r 

5  ct  fB}Vz=:  — — l/* gr,  adeoque  const 


r 


o-<g  ~ 

gr.Conseq.^  Aj/z—l''  r»*— f/'-—  —  j/ 

quod  pro  &zz'j  ,  fit  gr  \  et  si  iioc  addatur  ve¬ 

locitati  priori,  quam  formula  superior  ad  superfb» 
ciem  terrae  dat,  prodit  velocitas  finita  ad  centrum. 

Si  nempe  s  usque  ad  superficiem  terrae  proten¬ 
datur  ;  erit  x=^r  ;  a  deo  que  w=ri^2g 


(«—r) 


et 


ur 


si  altitudo  celeritati  huic  competens  a  dicatur  5  est 
V  ~  .^^r2g(  a—r  )  r  (a— r) 


a 


2^ 


Hoc 


r ,  SI 


2gar  a 

a  -v'—\  OD  ;  id  est  altitudo  celeritati  minimae  com-? 
petens  ,  qua  globus  de  superficie  terrae  verticali- 
ter  explodendus  esset  f  seposita  resistentia)  ut  nun¬ 
quam  redeat  ,  [sive  velocitati  ,  qua  ad  terram  sola 
telluris  attractione  ex  aeternitate  (in  certo  tamen 
tempore}  perveniret]  ,  radio  terrae  aequatur.  Ita 
pro  quovis  corpore  coelesti  ?  radius  corporis  illius 
prodit. 

Sit  jam  w  functio  temporis  ,  deinde  velocitatis. 

Sit  W— gfl1  ;  erit  w( qiioad  £)= j  gt^  = 

2£i  V***^  4  4  0  1 

^  const ;  quod  si  p—o,  fit  == 

>  oti  est  in  motu  uniformiter  accelerato  ,  ubi 
in  quovis  tempore  >is  eadem  gt®  egit;  est  enim 


t 


( 


fi 


) 


■fc- 

constans  si  pro  i~o  velocitas  o  sit,  si  vero 

g-.oH* 

velocitas  c  sit  C  vel  *-<  )  ,  erit  c  —  0_p  ^  Pr° 

fno)+  const  ,  adeoque  c—o  t  const^  et  consta  c.  Est 

r-  ,  J  r  giv^1  #1^2  ^ 

porro  s=/i( quoad  7+T^t£Fl)p5) 

+  const  ;  quod  pro  p— o  (ut  in  motu  uniformiter 


«•/  3 


accelerato)  fit  "7 

Jd 

Sed  erat  etiam  (  202  )  t  — 
.H+l 


V 


£  quoad  s  ) 


=  piii- — -(quoad  s);  potest  autem  t  per  5  expri* 
gtV t* 

mi,  ut  substituendo  derivata  pura  reddatur  ;  nam 

„+2  pft 

t- ^  adeoque  ^+1  =  (3^“ 


r  si  co  effici  ens  ipsius  5  ad  —  .-^r  elevati,  |3  dicatur,). 

1  fX  “f"  1  ir  _L  |  - — - 

Erit  igitur  — — -  —  — -  .  s  (*+2  ,  atque  hujus 


g 


functio  primitiva  est  (per  198 

'  g P 

,  ^  2  ,y  * 

quod  pro  casu  ,  ubi  ,  fit  .  *,  nam  tum 

& 

P  =  *^|  ,  ^  =  T  »  |i  +  2=2’  =t|/2.|/2  ,  e 

quo  per  S/' 2  in  valore  ipsius  |3  deletur  unus  factor, 
uti  ex  •  l/ uniis  per  \/'g  ex  /3  deletur. 

5to.  Sit  jam  vis  w  functio  velocitatis  v;  uti  in 
medio  resistente  ponitur,  resistentiam  in  rationO 
quadrata  velocitatum  esse  ,  pro  eadem  densitate  , 
tenacitate  ,  et  ejusdem  corporis  superficie  eadem 
obversa  (quamvis  experimentis  (a  Clarissimo  Ben - 
ssenfjerg}  instirtllis  nonnisi  intra  certos  limites  cont* 
probetur). 
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Si  celeritas  initialis  C  sit,  adeoque  pro  t=o  sit 
C=«?  ,  et  motus  in  medio  uniformiter  denso  fiat  , 
nec  ulla  alia  vis  agat  praeter  medii  resistentiam  ; 
erit  w  m,  atque  per  ar3  exprimi  poterit,  per 
a  ifvum  coeffi cientem  ipsius  v2  ilium  constantem 
intelligendo  ,  quem  densitas  medii,  superficies  obfe 
versa  determinant. 

Exemplo  sit  sphaera,  cujus  diameter  sit  D,  mas¬ 
sa  M.  ,  densitas  Nies  major  quam  medii ,  pondus 
ad  terram  (in  vacuo)  sit  M'=£l  (ejusdem  massae 
ad  ptuplam  a  centro  terrae  distantiam  p2ies  minus  , 
ad  solem  vero  ultra  20ies  majus  esset). 

Demonstratur  in  Physica:  Imo  quod  sive  planum 
in  fluidum  ,  sive  fluidum  in  planum  impegerit,  per- 
pendiculariter  ,  celeritate  c ;  quantitas  vis  agentis 
sit  (  intra  justos  limites  per  alias  caussas  physicas 
exortos)  ==  ponderi  prismatis^  ex  illo  fluido  ad 
basim  dicto  plano  aequalem  constructi,  ad  altitu¬ 
dinem  illam  ,  qua  corpus  prope  terram  libere  la¬ 
ber;  do  ,  ad  imum  velocitatem  finalem  c  acquireret. 
2do  demonstratur  etiam,  quod  Si  pro  plano  dicto 
sphaera  diametri  D  sit  basis  prismatis  dicti  (pro¬ 
pter  faciliorem  per  superficiem  sphaericam  deflu¬ 
xum)  dimidia  area  circuli  maximi  ponenda  sit. 
Dicatur  hoc  prisma  resistentiae , 


Erit  lioc  pacto  prismatis  resistentiae  soliditas 

'kD*  d 2  3  7  * 

*  77”  5  pondus  vero  *,  nam  dimidia 

o  2g'  7  x  4DI\'  2g 

7T  D  2 

area  circuli  maximi  est  ,  altitudo  ^velocitati  v 

o 

r2 

competens  autem  est  — -  (pro^g*  vim  gravitatis  ad 

2g 

terram' velocitate  finali  expressam  denotantej;  es¬ 
set  porro  pondus  prismatis  hujus  ,  si  materia  ejus 

2 

cum  sphaerae  materia  homogenea  esset,  —jj  ’  nam 

^D3 

sphaerae  soliditas  est  ,  'pondus  autem  poni- 


nD2  i* 


i  3i  *  i 

—  1  :  (  per  reg,  de- 


!m'  1  ’  Un<le  6  ’  8  .  2g-  '  '  8Da- 

tri)  ;  et  si  medii  materia  Nies  rarior  sit  ,  pondus 


* 


3® 


prismatis  est  *  Si  jam  altitudo  illa  A  quae¬ 

ratur,  (quae  exponens  resistentiae  dicitur)  ,  de  qua 
libere  lapsum  corpus  ad  imuin  velocitatem  fina¬ 
lem  c  tantam  acquireret  ,  ut  pondus  prismatis 
resistentiae  (adeoque  resistentia )  ponderi  sphae¬ 
rae  esset  aequalis  :  erit  pondus  prismatis,  cujus 


basis  '1^—,  altitudo  A  ,  (eodem  modo  ut  supra)— 
8 

3A 


4DN 

A— 


quod  si  *=1  (  ponderi  sphaerae  )  sit ,  erit 


4DN 

3 


atque  velocitas  c  ipsi  A  competens  est 


g.  Unde  resistentia  pro  velocitate  v  aequa- 

.  2 


tur 


v 


v 


•it\g 


j  nam  hoc  est 


3»  2 

5d% 


c*  '  3 

atque  ,  quum  vis  ponderis  1  in  sphaeram  massae 
M  agens  sub  1",  producat  velocitatem  vis  pon- 

deris— *  in  eandem  massam  agens  produceret  ve- 

locitatem  j$r  sub  1"  adeoque  sub  t.  Erat  ve- 

e  c~ 
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Constans  vero  prodit,  si—  ponatur  =  (B)#  ,  et 

atr  s 


quia 


ia  pro  f— o  est  adeoque 


que  (A)o-—  (B)ocr: - ,  atque  t 


1 

'  u - 

aC  ’ 

fit 

ita- 

1 

l 

av 

aC 

1  f  1  J[ 

~  v  —~c  )'  ^nc*e  Patet ;  Pro  t  utvis  magno 

posse  y  tam  parvum  accipi,  ut  ei  aequetur,  et 
aeternitatem  requiri,  ut  motus  desinat,  quantum¬ 
vis  fuerit  C. 

C 

Hinc  prodit  ;  unde  si  ipsi  a  substitua- 

#11P  8CDN 

tUr  2A  8DN,ent  47  ^SVfFsUN  *’  qH0d  CreSCet’  S1* 

ve  D  crescat  sive  N  ;  patet  enim  sive  D  sive  N 
per  2^>l  multiplicetur  (^reducendo  ad  denonn.  eun¬ 
dem)  valorem  majorem  fieri.  Quo  densior  itaque 
massa  ,  majorque  globi  diameter  eadem  velocitate 
C  explosi  eo  majus  v. 


Est  quoque  J  »{quoad  t  )  =  s ,  et  t  2 


* 

V 


w 


SI" 


ve  (ex  vi  ■£  j*  ■  et  t  §  adeoque—  2  £  )  etiam 

w  5  ^  w  —  y 


sive 


S~  w~  — s:  itaque  pro  T.\oc  casu  S_\"  'T  [si 

1  ^ 

(quoad  v)  ~S=:~  log  v  r  jgg)  +  const 

Prodit  vero  const.^ — cT1  log  C;  quum  pro  s=zo  sit 
i’=C,  adeoque  si  .?  sit  (A  Js  ,  et  (B)s  sit  — 1  log  t*, 

CL 

erit  (B)o 


atque  t: 


—  — 1  (  '  j 

a1og  t;  con  sequ.  (A)o— (B)o= — l0gC, 

JL  t  r  1  1 

cc  °s  ^  =  —(log  C— log  V  ) 
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jog  _SL  #  Itaque  spatium  omni  dabili  majus 
fieri  potest. 

Si  vis  constans  g  continuo  agens  supponatur  (uti 
ad  haud  ita  magnam  a  terra  distantiam  cum  erro¬ 
re  exiguo  vis  gravitatis  est ,  atque  supponatur  item 
medium  uniformiter  densum  :  erit  w  (vis  quae  in 
corpus  vi  g  deorsum  sollicitatum  agit)  ^g—av2. 

Eritque  (quoad  v)  ;  est  au* 

w  g 

tem  — - — -s-  (si  brevitatis  caussa  (3  dicatur)  = 

g—xv2  v  a 

25PT  •  (  pW+PF^)  5  (substituend0  patet); 

1  /-  /  i  ,  1  1 

itaque  —  2oq/j3  J  +  »  ‘  (^"|3 — v 

1  1  1 


i— »;~2ap^l3 


+  [logfj/p  +  t,  ) 

—  log  c  h^P— »  )]  ;  esset  nempe  — derivata 

quoad  v  ipsius  logCl^ P — )  «  itaque  t  = 

;  1  r—  log  +  (const=0  ,  Si  Pr<>  /  =  ®  ?  e* 

2cq/  P  l/  P— ^ 

r— o  ,  ad  eo  que  et  log  1— 6  sit). 

V  P — v 

(X  — 1—  ijj 

Hinc  2*f|/P=log(ps>£-:;^),adeoque  (158  et  43  J 
e2a#/j3  —  ,  atque  (unitatem  per  utrum- 

que  dividendo)  est  e-a*^ I3  =~^£-|-S  quod 
itaque  o?  si  00;  et  hinc  v  (crescendo 


quidem  semper  )  a- —\  • 

t 

attingendo;  CsciJ*  tum  l"^|3 — v  > 

EE  * 
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hoc  nunquam 
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Patet  vero  v ,  datis  a,  t,  g  ex  aequatione  ista 
prodire. 


Spatium  s  autem  est  f  ~  =  f 

w  J 
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-OCl  * 


(  quoad 

•  9uod  Cper  198;  est=~  iog{g-_»^)tco,lst; 

i - 

nam  ^Za;,2  derivata  quoad  ®  ipsius  ]og  (g—atr)  est. 

% 

Constans  vero  est  ™log^,  nam  s^=o  pro  0  , 

et  tum  v  quoque  positum  est  =  o ;  itaque  o 
1  1 


2a 


l°g  (  £T — 'O  )  +  const;  itaque  coiist 


2rlo§^ 


i 


-log 


atque  *  fjog  g*—  log  (g—xv  2r 

2a  ~  g~~~av' 
[Votandum  vero  est  ,  quod  si  durante  motu  per 
medium  massa  M  gravitet ,  e  pondere  ejus  nempe 
ex  M  subtrahi  debeat  pondus  medii  cujus  locum 
occupat,  quum  iioc  a  medio  ipso  teneatur  ;  itaque 
si  globus  PVies  densior  sit  medio,  pro  pondere  sphae¬ 
rae  in  hoc  casu  non  1,  sed  i*—--3 - ~  ^  1 

N  ~~  N  ’ 

deoque  pro  g  in  g—«v*,  ponendum  ei it. 

A 

Cude  limes  dictus  velocitatis  est 

A; 

•y  ■  J  v  - ]\t  SJ  velocitas 

altitudini  A  competens  c  dicatur;  nam  a  erat  zzl 

i  • 

2jf*  5  et  c*^r2A g  5  adeoque  c^~)/2S.g.  Et  quo  den¬ 
sior  globus  est,  id  est  quo  majus  N,  celeritas  eo 
pi  o  pilis  ipsi  c  venit  ,  nunquam  , tamen  eam  asse- 
queo»  ,  do  quacunque  altitudine  per  medium  uni- 
io  rutiler  densum  cadat  :  unde  cur  pluviae  per  ac- 


i 
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rem  cadentes  crania  haud  perforent  ,  intelligitur ; 
(densitas  quidem  aeris  sursum  decrescit,  quod  ta¬ 
men  etiam  data  lege  in  calculum  revocari  potest). 
Patet  etiam  globum  verticaliter  deorsum  celeritate 
dicta  explosum  ,  ut  resistentia  ponderi  ejus  aeque¬ 
tur  ,  in  medio  uniformiter  denso  ,  uniformiter  ca¬ 
dere. 

XI.  Si  C  continuum  aliquod  e  spatio  sit  ,  detur- 
que  tale  punctum  ,  per  quod  transeunto  plano  quo¬ 
vis  ejusmodi,  ut  una  portio  ipsius  C  in  unam  ii- 
lius  plagam  ,  altera  in  alteram  cadat,  ipsum  Chi- 
seeetur:  dicitur  punctum  illud  centrum  magnitu¬ 
dinis  ipsius  C. 

Per  3  plana  unum  p tinctum  A  commune  ha¬ 
bentia,  et  ad  se  invicem  L_ria  ,  quodvis  spatii  pun¬ 
ctum  ,  data  ejus  a  singulis  distantia  ,  manifesto 
determinatur  f  193  )  pro  A  t  an  quam  capite  ab¬ 
scissarum  :  potest  que  qiiodvis  finitum  M  ita  poni  , 
ut  totum  M  in  aliquem  8  angulorum  qui  per  ejus¬ 
modi  3  plana  efformanlur  ,  (saltem  nulla  pnrs  ex- 
tus)  cadat. 

Si  M  ita  cadat,  ut  plane  dicebatur  ,  et  pro  quo¬ 
vis  P  dictorum  3  planorum  ,  ductis  ad  aliquod  eo¬ 
rundem  planis  ad  intervalla  numero  n  aequalia  pn- 
ralellis,  a  puncto  proximo  ipsius  M  usque  ad  re¬ 
motissimum  fid  est  ab  illo  ,  quo  nui  Sum  propius 
est,  usque  ad  illud,  quo  nullum  remotius  est); 
et  partibus  ipsius  M  inter  quaevis  proxima  plana 
parallela  dicta  contentis ,  nomine  generali  dictis  , 
respondeat  cuivis  z'  inter  eadem  plana  contentum 
aliquod  z'\  aut  ipsum  gaudens  centro  magnitudi¬ 
nis,  aut  constans  e  partibus  certis  centro  magni¬ 
tudinis  gaudentibus;  deturque  tale  punctum  p  ad 
distantiam  D  a  P  ;  ut  si  quodvis  z'%  ipsum,  si  cen¬ 
tro  magnitudinis  gaudeat,  si  non,  tum  partes  di¬ 
ctae  centro  magnitudinis  gaudentes,  nomine  gene¬ 
rali  &  dicantur,  et  S  dicatur  summa  omnium  pro¬ 
ductorum  e  quovis  z  in  distantiam  centri  magni¬ 
tudinis  ejus  a  P,  possit  n  pro  quovis  dato  co  ita  au¬ 
geri,  et  ipsa  z  ea  lege  accipi,  ut  8— MDsit  <a 
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(aut  =zo  sit),  atque 


z 


.a 


sit 


1  aut 


1  si  n 


00  *.  tum  p  dicitur  centrum  gravitatis  geo - 
metricum  ipsius  M. 

Demonstrari  potest  dari  pro  quovis  M  tale  p  ,  ut 

S 

S~MD,  sive  S  MD  ,  adeoque  :r*  D  ,  vel 

S' 


D  ,  atque  pro  S  / — s,  S'  esse  —  —  D.  Dari 


S 

UT'  3  ’  r -  “r~~  M 

igitur  talem  limitem  pro  tali  casu  demonstrandum 
est  ,  et  quidem  ita  ut  (pro  quovis  z'  et  z"  simul- 

taneis  )  —  a—n  1  ;  atque  tum  methodus  exponen¬ 
da  est ,  functionem,  istam  ,  non  in  concreto  sed  non¬ 
nisi  per  limitem  datam  (  191  )  differentiandi. 

Imo.  Si  u  sine  fine  crescat  ex  b  (Fig.  26)  versus 
c ,  et  simul  u ’  sine  fine  decrescat  ex  b  versus  b  , 
atque  u  semper  <!ac  sit:  tum  u  gaudet  limite  (per 
p.  47),  et  si  limes  iste  |3  dicatur,  ex  a  incipiendo 
neque  ulira  c  nec  intra  ncc  in  6  terminatur;  adeoque 
est  <ab  ,  et  >ab. 

Nam  si  ultra  c  exgr.  in  *  terminaretur;  tum  cu- 
jusvis  u  differentia  a  ]3  esset  quia  quodvis  u 

ante  limitem  <ctc  est.  Ita  si  ante  b  terminaretur  /3, 
quantitate  q ,  cujusvis  u  (quum  inter  b  et  c  termi¬ 
netur)  differentia  a  j3  esset  >  q.  Quum  igitur  in 
neutro  casu  tendere  differentia  ad  o  posset,  j3  li¬ 
mes  ipsius  u  non  esset.  Ita  nec  in  b  terminatur. 
2do.  Atque  hinc  si  /3  sit  -(F)mx — (F)(m—  ])x 
et  u’  sit  =(U')«»x — (U'J  {m — ijx,  et  hoc 
dicatur  (u')mx,  atque// sit  =^(U)mx— fU)  {m—  l)x, 

quod  dicatur  (u)mx  ;  ac  (pro  n  / — n  00 

r  (i  i')mx 

t,  . «  fu  )mx 

/^.1  ;  tum  etiam——  / — vj;  et  si  (B),^x  — 

(u)///X  ^ 

(  b  1  m  x  5 

v 


( 

l)x— (b)»/x  tale  sit,  ut 


-wa/. 
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erit  lF)a? — (Do^B)# — (B)o;  et  s>  (B)#  functio 
summatrix  valoris  noti  sit,  fiet  J~  (u)#— (F)a?  = 
(B)#+  const. 

Sit  ex  gr.  (Fig.  27)  centri  gravitatis  areae  in  pla¬ 
no  inter  abscissam  x,  et  ordinatam  y  atque  li¬ 
neam  cujus  aequatio  sit  2/=CA).v,  comprehensae, 

distantia  prius  a  plano  P ,  deinde  ab  alio  ex  x  ad 
P  [_ri  quaerenda. 

Consideretur  cuivis  x  appertinens  %'  superius  in¬ 
ter  plana  ad  P  parallela  contentum ,  sitque  ss  re- 
ctangulum  2<r ;  erit  distantia  centri  magnitudinis 

hujus  5  multiplicato  autem  n  per  2,  ori- 

Ji 


entur  duo  rectangula ,  <r  ,  et  a-fw  ,  atque  distan¬ 
tiae  centrorum  magn.  (retinendo  vaiorem  ipsius  x 

X'  ,  .  3x  t 

priorem)  erunt  aA-vA — —  et  a et  produ¬ 


cta  ex  ipsis  %  in  distantias  erunt  prius  + 

postea  vero  a(  a-\-  vA-  — —  )  +  (a  +  M  J  (a+v 

+  ~)=2a(at«*g-  i)t«(«t®+-j“)-  Quod  si  con’ 

tinuetur  semper  porro  multiplicando  n  per  2,  mani¬ 
festo  crescet  productorum  istorum  summa,  tara  huic 
quam  cuivis  x  ,  adeoque  etiam  toti  x  appertinens; 
manebit  tamen  ipsi  x  appertinens  <xy  (a+x)  et 
pars  ipsi  x  ( vaiorem  ejus  priorem  inteliigendo)  ap¬ 
pertinens  manebit  <Hxy{aA- x).  Gaudet  igitur  tam 
pars  toti  x  quam  ipsi  x  appertinens  limite  (p.  47) 
et  summa  limitum  ad  quos  tendent  partes  omnibus 
x  appertinentes  ,  est  limes  ipsi  x  appertinens,  qui 
per  constantem  M  divisus  ,  dat  (per  def)  distanti® 
am  D  a  P. 


Manifesto  vero,  si  limes  toti  x  appertinens  (F)a? 
dicatur,  erit  (F)wx-—  (F)  (  m—  l)x  sive  brevius 
ff)wx  ,  limes  mto  x  appertinens  ,  j.  differentiale  ve¬ 
rum  ipsius  (F)#, 
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Sed  ex  Imo  si  xy(a-\-x)  (omnia  ad  rectam  re¬ 
ducendo)  sit,  id  quod  ibi  ab  erat,  et  (x#— k)  (afx) 
sit  id  quod  ibi  ac  erat,  et  u  sit  summa  producto¬ 
rum  e  rectangulis  inscriptis  in  distantias  centrorum 
magn.  (nonnisi  ipsi  x  priori  appertinentibus,  sem- 
per  per  2  dividendo )  ,  u'  vero  sit  summa  rectan- 
gulorum  circumscriptorum  simultaneorum  per  di¬ 
stantias  centrorum  magn.  multiplicatorum  :  manife* 
sto  manebit  u  semper  <^(xy — A)  5  crescens 

sine  fine  a  incipiendo  ;  limes  igitur 


dictus  ipsi  x  appertinens  est  >^x  (  a+  x— -x)  at¬ 
que  est a+x ).  (230) 

Valet  autem  hoc  de  quovis  x  ,  etsi  n  pro  p  in¬ 
tegro  utvis  magno  per  21*  multiplicetur  ;  estque 


1  ;  nam 


JL--1  JL 
x  y 


— \  I,  et 


y'x(a+x—x) 
yx  (a+x) 

a + x—y  yx^aftx) 

__  \  j  consequ.  etiam 

(i)mxj 

/—V  1 ;  estque  differentiale  ipsius-?^ 

et  derivata  quoad  x  est ,  atque 

est  dist.  centri  grav.  a  P,  quum  y=XM.  in  hoc 
casu;  et  pariter  pro  aliis  casibus  idem  prodit, 
ki  vexo  distantia  centri  grav.  ab  a^rx  quaeratur  , 

prius  as  erit  y'x ,  et  distantia  centri  magn.  ,est—  * 
adeoque  factum  ==■ ^xy'2;  sivero  bisecetur  x,  erit 


summa  factorum  a  i/  +  -L(afa)  +  si 

ordinata  intermedia  praecedentem  quantitate  X  su- 
peret.  i ev it  itaque,  crcscetque  sine  fine  summa 
pro  netorum  (ut  antea),  manens  tamen  <^xy.  qua¬ 
propter  hic  quoque  limitem  dari  constat.  Est  quo- 
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que  limes  hic 


ixya>  et<~x  ^%.ac 
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*y 


**• 


*'/—  ~A T2 
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1  ;  hinc  differentiale,  et 

derivata  (  quoad  x )  distantiae  ab  axe  centri  grav* 
areae  est;  pro  linea  ipsa  vero  prodire  ..  (pro -M 


lineam  denotante)  facile  patet* 

Si  afx  figuram  in  2  partes  geometrice  aequales 
synmetrice  dividat ;  atque  distantia  cenri  grav.  a 
H  ultra  figuram  ad  distantiam  D'  ipsi  a+x  paral¬ 
lelam  ,  quaeratur:  rcctangulorum  priorum  inscri¬ 
ptorum  (ita  et  Circumscriptorum)  dupla  fient  ,  et 
cujusvis  ejusmodi  dupli  centrum  magn.  in  a+x 
cadet  ;  unde  manifesto  etiam  limes  summae  pro¬ 
ductorum  e  rectangulis  inscriptis  in  distantiam  a 
H  constantem  D',  erit  MD',  atque  dist.  centri  grav. 

a  H  erit  ^=D'  (per  def.) 

Quoad  lineam  ipsam  autem  pro  hoc  casu  erit  z" 
superius  ,  complexus  cordarum  arcuum  inter  plana 
ad  P  parallela  proxima;  quarum  nunc  aequalium 
quaevis  (sensu  229)  z  dici  potest ;  est  autem  unum 
z  ipsi  H  propius  altero  eidem  synmetrice  respon¬ 
dente  ;  atque  si  illius  z  ,  quod  ipsi  H  propius  est  , 
distantia  centri  magn.  a  H  dicatur  b ,  remotioris 
vero  distantia  ab  ct+x  dicatur  c  ;  erit  summa  pro¬ 
ductorum  ex  utroque  z  in  centrorum  magn.  eorum 
distantias  =  bz  +  (  bf2c  )z=2z(b  +  c)  ;  est  autem 
2  (6  +  c)  constans,  utcunque  mutentur  £  et  c  \  adeo- 
que  et  hic  limes  summae  productorum  omnium  z 
in  suas  distantias,  erit  2M  (b  +  c),  fpro  M  lineam 
dimidiam  denotante)  et  distantia  centri  grav.  a  H 

erit  =^c  *  quae  distantia  ipsorum  H  et 

a+x  est.  Consequ.  centrum  grav.  in  a+x  cadit. 

Corporis  per  revolutionem  circa  axem  generati 
quoque,  centrum  grav.  in  axem  cadere  pariter  patet. 

FF 
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Omnia  dicta  Tero  ad  ordinatas»  decrescentes  quo- 
que  i  'aciie  aplicantur. 

Pro  linea  curva  (etsi  non  in  planum  cadat)  cor¬ 
dae  arcuum  inter  plana  dicta  parallela  contento¬ 
rum  ,  sunt  ipsa  z"  centro  magnitudinis  gaudentia 
pro  superficiebus  autem  talia  plana  z  ponuntur  cen¬ 
tro  magnitudinis  gaudentia,  quorum  summae  limes 
sit  superficies  ipsa;  idem  quoad  solida  patet. 

Est  autem  etiam  dum  tantum  longitudo  curvae  , 
aut  area  superficiei  curvae  quaeritur,  functio  cujus 
differentiate  quaeritur,  non  in  concreto  (ut  ex  gr. 
area  parabolae)  data  :  sed  demonstrandum  est  li¬ 
mitem  dari,  qui  functionem  absolutam  differenti- 
andam  praebeat.  Ita  (  219  )  spatium  in  motu  dif- 
formi,  est  functio  absoluta  per  limitjem  tantum  da¬ 
ta  ;  quem  dari  ibi  quoque  patet. 

Demonstrari  potest ,  pxo  quavis  linea  ,  superfi¬ 
cie  ,  et  corpore  quovis  dari  centrum  gravitatis  ; 
imo  si  planum  quodvis  Q  per  id  ducatur  ,  atque 
agantur  plana  ei  utrinque  ad  distantias  aequales 
parallela  ,  et  respectiva  z  inter  proxima  plana  pa- 
ralleJa  -  contenta  per  distantias  centrorum  magni¬ 
tudinis  a  Q  multiplicata  momenta  vocentur  ,  ac 
in  una  ipsius  Q  plaga  accipiantur  *J<ve  in  altera 
r*  ve ;  erit  limes  summae  omnium  momentorum  o . 
Si  vero  in  1*  e  fine  ipsius  D  (in  casu  superiore) 
ducatur  [_iis  ad  D  ,  et  ad  hanc  Lrem  fiat  planum 
Lre  P'  ultra  M,  et  sectio  planorum  P  et  P'  fiat 
axis  motus  plani  Py:  tum  invecte  hoinodromo  quies 
erit;  si  ex  gr.  P'  horizontaliter  concipiatur,  et  sin¬ 
gulae  partes  ipsius  M  in  distantiis  suis  deorsum 
gravitent,  atque  vis  tota  M  in  p  sursum  agat:  erit 
nempe  summa  momentorum  o  ,  quum  nulla  assi- 
gnabili  sit  >\ei  <  unum  nempe  JVID  ,  quam  sum¬ 
ma  reliquorum. 

Exempla.  Imo.  Si  M  dimidium  segmentum  para¬ 
bolae  sit  :  et  quaeratur  distantia  centii  grav.  a  ver- 

X  xy  lmm  , 

tice  :  orit^—jyj —  =  ,  per  et  hoc  est  == 


(  2:35  ) 


X54 ----  -  <r  f*  '2' 

M  MJ  5  1 


3  ^ 


2  (  205  )=- — .r.  Si  hoc  in  axe  sumatur,  erit  ceit« 
5 

trum  grav.  totius  segmenti  (  233  )  ;  si  vero  cen¬ 
trum  grav.  dimidii  segmenti  quaeratur  -  tum  (per 

233  )  etiam  distantia  ejus  ab  axe 

renda  est, 

2do.  Si  M  paraboloidem  denotet;  est 
SX  (  211  >  —  3\I  3  2  1 

**• _ ,  ftpx 

per  iVfc  . 

3tio.  Si  M  segmentum  sphaerae  sit :  est  - 


•JjL. 
2  .VI 

quae- 

jr-*1 
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f vny 
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7T 
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J~  a?(2v— a*2)  (pro  abscissa  a  f- 

2ir^r2 


ne  diametri,  et  radio  1)  ;  et  hoc  est 
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-J sn P«‘  =(.  — - T):M=n.  ^ 
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(3#s  —  #s)  r  "  ’ *T 
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4to.  Si  M  arcum  circuli  a’  fine  diametri  inci* 
pientem  denotet  usque  ad  ordinatam  abscissae  «t# 
e  centro  acceptae  :  erit  pro  distantia  centri  grav. 


F  F  * 


f 


(  236  ) 


a  centro  2=Jz 

5  M  M 

(per  200  et  204)  ;  quod  item,  quum  y  sit 

-i—  i  ‘l 

[1— («f^V5J2  ,  et^=— C«+^)2j  2  , at- 

,  ,  (a+: r)2+l — («+#)*  _  , 

que  1+*  '  =iH^+^l - I-^-=[W«+^)*j-1  » 

-1  ,  1 

_/  h-  (V)\r)  [l — f  flrhr)2]  2  ,[  1 — («f#)2  ]  2 

m  ai 

Unde  si  (ut  lino)  et  ab  altera  parte  accipiatur 
arcus  aequalis  :  toiius  arcus  dist.  centri  grav.  a  cen¬ 
tro  ,  erit  4ta  prop.  ad  totum  arcum  ,  cordam  et  ra¬ 
dium  (  heic  =:  1  )• 

oto.  Si  M  segmenti  circularis  dimidium  sit  ;  et 
dist.  centri  grav.  a  centro  quaeratur :  erit 

i 

_f\crl-x)  JM _  f**  (  af#)y  S**  («f  x)  [  1 — («f  #)2  j  2 

M  M  M  “ 


critque 


7p  [1 — (»+#)2]  2 


y 


3 


dist.  centri 


M  J  iVL 

grav.  a  centro  pro  segmento  toto  quoque  (ut  lmo.)« 

J  xM  r 


6to.  Pro  sphaerae  superficie  est 


M 


(pro  ab¬ 


scissa  et  dist.  centri  grav.  a  fine  diametri), :zz/~ 2^x 
(2ar— *#2)  ^(2^— x2)  2  ;  nam  heic  (|  -f 

i  ■-  , 

y  )  (per  200)  ,  y  autem  =(2#-— #a  )  2  3  et  ys 

(1—  x)  (2x— x*)  2  ,  atque  1  +y*^ClZI £2?  l  -z 

'2x — X4 


adeoque  2 «^(1+y*  )  i 
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2  nx 


^X~x2^  =2nx  ;  et  =»*’ «/ 


2fl  y 


(2*-*«)  14 


i  JL,  n*”  * 

(1 +yV*  (per200;=SxssJ21‘=2ir=-2-  • 

6to.  Superficies  per  reyolutionem  circa  axem 

generata  =/'2^(‘+2'*)  2  *  est  aequaIis  !inCae’ 

cujus  revolutione  generata  est,  per  distantiam  a 
axe  centri  grav.  lineae ,  multiplicatae. 

Nam  linea  est  ~J(  1+»*)»" .  distantia  cen- 
tri  grav.  lineae  ab  axe  est^^fjyO+lt  )  2  ’  -J  ^  ^  ”** 

y2)^;  nam  lieic  JM=  /(1+2/*)'2»  et  dist  ab  ax® 
centri  grav.  est  =  C  233  )•  Est  autem  pe- 

ripheria  (radii  distantiae  centri  grav.  aequalis )=* 
J^frOrb/*)2.  .  €t  hoc  per  lineam  ipsam  =s 

i  1  i  - 

f(  l+y2)  2  "multiplicatum  est  ==  J  2*ty(lf  2 
—  superficiei.  Soliditas  eadem  revolutione  generata 
est  —  areae  per  peripheriam  centro  grav.  areae  ^ e * 
scriptam  multiplicatae:  nam  soliditas  est  J  ,fty  * 

2tt S  4- y* 

haec  est  = - ^ — .  f  y;  atque  centri  grav. 


Sy 


eae  dist.  ah  axe  erat  == 


„/4.^  Jjh. 


fy 
T»* 


Vi  " 

periplieria  radii  huic  aequalis,  etst~’-j-^ 
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quod  per  aream  =  y 

Jny*- 


multipli  catum  est 


XII.  Si  vero  M  in  plani  P  plagam  aliquam  ca¬ 
dens,  circa  rectam  in  P  cadentem  ut  motus  axem, 
vi  gravitatis  descendat:  punctum  illud,  cujus  di¬ 
stantia  q  ab  axe  aequatur  longitudini  penduli  sim¬ 
plicis  cum  dicto  composito  isochroni  ,  centrum  o- 
scillationis  audit.  Si  tantum  geometrice  pro  ipso 
M  ubique  aequedenso  et  aequegravi  consideretur  : 
prodit  ^ ,  si  quodvis  z  CinXI)  per  distantiae(heic 
ab  axe  motus)  non  primam  ut  ibi  sed  2dam  poten¬ 
tiam  multiplicetur  ,  et  summae  productorum  ejus¬ 
modi  limes  per  MD  dividatur,  (D  distantiam  cen- 

tri  grav.  ab  axe  denotante);  nempe  qz=.  — — (pro 

»  1  vJL  U 

eo  quod  ibi  af*  erat  ,  heic  distantia  ab  axe,  x  di¬ 
cta. 

Si  ex  gr.  M  rectam  #  denotet,  extremitate  una 

X 

fixa  o sci II autem  :  erit  — —  ,  et  atque 

”,  adeoque  qzzz  — - 

tJ 


tf3 


DM 


3 


SL 

3 


2 

x  ;  et  pendulum  simplex  longitudinis  —  x 


X 

2 

2 

a 


ipsi  x  circa  finem  oscillanti  isochronum  est. 

*•  (Fig.  28).  Si  nimirum  (juxta  ingeniosum  Jo- 
h  annis  Bernoullii  conceptum}  rectae  rigidae  et 
gravitatis  expertis,  extremitate  superiore  fixae,  non 
verticaliter  sitae  ,  certis  punctis  affigi  certa  pon¬ 
dera  ot,  |3  -  -  (ut  res  simplicior  sit,  instar  puncti 
considerata)  concipiantur  :  descendent  massae  hoc 
pacto  connexae,  motu  quidem  accelerato  (nam  un* 
devis  descenderent ,  donec  centrum  grav.  in  verti¬ 
calem  pervenerit)  ,  at  minus  accelerato  ,  quam  si 
sola  massa  <r  adf  distantiam  a  posita  esset,  et  ma¬ 
gis  accelerato  ,  quam  si  sola  massa  p  ad  distantiam 
6  esset/  ^ 


(  239  ) 

Quasvis  massarum  «,  /3  -  --  tamen  eadem  vis  gra* 
vitatis  sollicitat  verticaliter  deorsum  ;  quod  Berno- 
ullius  per  massas  gravitate  (hac  vel  alia)  anima* 
ri  exprimit  :  at  cuivis  massarum  a,  p  *--- certam 
certa  gravitate  animatam  substituit ,  et  omnibus 
prioribus  annihilatis  ,  omnes  substitutas  gravitati- 
bus  propriis  animatas  eidem  puncto  ^  affigendo, ^no- 
vum  pendulum  simplex  fictitium  construit,  cujus- 
cunque  longitudinis  datae  priori  composito  isochro- 
num  •  et  inter  omnia  talia  pendula  simplicia  prio¬ 
ri  isochrona  ,  illud  quaerit,  quod  plane  gravitate 
quae  ad  terram  est,  animatur.  > 

Ponatur  gravitas  ista  ,  quae  ad  terram  est,  =1 , 
ad  quam  reliquae  gravitates  referantur.  Notum  est, 
spatium  ,  quod  verticaliter  quaevis  massarum  a,|3- - 
sub  t  vi  gravitatis  describeret ,  esse  idem  ;  atque 
decomponendo  ,  virium  una  a  puncto  suspensionis 
elisa  ,  alteram  esse  vim  w  quae  punctum  quodvis 
in  arcu  percurrendo  urget  ;  atipie  hanc  esse  vi  gra* 
vitalis  per  sinum  anguli  v  (pro  radio  1  acceptum) 
multiplicatae  aequalem  (pro  quovis  angulo  u). 

Ita  etiam  notum  est,  pro  «temporis  oscillatione 
eodem,  esse  longitudines  pendulorum  simplicium, 
uti  gravitates.  Hinc  si  massa  ad  ptuplam  distantiam 
ptupla  gravitate  animetur;  pendula  simplicia  (quan¬ 
tavis  fuerit  massa  eadem  gravitate  animata)  isochro¬ 
na  erunt.  '  .  . 

Si  jam  massam  a  tollere  libeat,  et  ad  distanti- 

2  Q 

am  q  massa  gravitate  animata  ponatur  ; 

q  aa2r 

erit  vis  illa  qua  gravitas  massam  — —  ur¬ 
get  ,  ad  vim  illam  qua  gravitas  =1  massarum  a,j3  -- 
quamlibet  urget  ,  uti  — -j~-  ad  1  ,  id  est  uti  q  ad  a , 

adeoque  uti  arcus  simul  per  fines  rectarum  q  et  a 
describendi  ;  momentaque  nempe  producta  e  di¬ 
stantiis  a  puncto  fixo  k  in  massas  per  ipsarum 


(  240  ) 


vires  multiplicatas  erunt  aequalia;  nempe  si  vis 

qua  urgetur  a,  dicatur  w,  momentum  ipsius  «  erit 

...  _  a«2  ..  a«a  «w 

aoW,  momentum  massae  — vero  erit  — .  •  y — .g 
’  g*  q~  a  1 


aa 


SL 

a 


—aaw»  Sublato  itaque  a,  massa  gravitate 
>  * 
animata  ad  distantiam  q  a  puncto  suspensionis  po- 
sita,  massarum  reliquarum  motum  non  magis  pro¬ 
movebit  aut  retardabit ,  quam  a  ad  distantiam  a> 

Sublato  p  etiam  massa  gravitate  animata 

ad  dist.  q  posita,  [idem  in  motu  penduli,  quod 
antea  p ,  praestabit.  Eodem  modo  sublatis  a,  /3  -  -  - 

omnibus,  et  ad  distantiam  q  positis  massis 


a  a 


pb* 

„  2 


gravitatibus 

a 


SL 

b 


-  animatis,  orietnr 


novum  pendulum ,  simplex  longitudinis  q ,  massis 
dictis ,  gravitatibus  propriis  animatis  ad  imum  ap¬ 
pensis  ,  priori  composito  isochrorum. 


Si  unitatis  massarum  ,  gravitate  ad  terram  =  1 
posita,  poudus  sit  P  (exgr.  unius  librae), et  P=zl 
ponatur :  massae  p  gravitate  y  animatae  pondus  erit 
pyP,  siVe  py  (pro  P=1  posito;  $  si  exgr.  p  quoad 

unitatem  massarum  expressum  sit  ,  et  y  quoad 

^  «J 

2  4 

gravitatum  unitatem  sit  =4 ,  erit  pondus  ,  id- 

g 

est  librarum. 


Sint  massae  plures  p  ,  p#  -  --  gravitatibus  y  ,  yV*- 
an  i  matae  :  erit  sumina  ponderum  zzpy  +  p^*--»  ;  et 
si  omnes  hae  massae  gravitate  Q  animari  concipi¬ 
antur  ,  pondus  summae  earum  erit  (pH"Pr---)Q; 
atque  pondus  hoc  priori  summae  ponderum  aequa- 


i 


I 
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'  / 

le  erit,  si  ,  nam  ex  hoc  Mqvi.Mr 

QCn+n'- *• -)“f*y+FV- ln  hoc  casu  itaque  pon¬ 
dera  massarum  ad  idem  punctum  *  positarum  gra- 

/V  /Tf  ^  fl 

vitatibus  propriis  animatarum  ,  erunl 

P  b2 

93 

bus 


9 . 

a 


0  aa9  p^a 

4 - nempe  massae—-  — y 

6  ’  r  jr*  ’  ? 


gravitati* 


,  animantur;  unde  Q  prodibit  di- 
b 

videndo  (ut  prius)  summam  ponderum  per  sum- 

^  a«+P £  -  -  -  .  ot«  2f  p />  2 - 

mam  massarum  ;  nempe  Q — 

_g(aa  +  P& - )  atque  si  ex  omnibus  quibuslibet 

a«+p62-*- 

yaloribus  ipsius  q  ,  is  quaeratur,  pro  quo  fit  Q— l 

_ &atJr  -  *  ~ 

( nempe  gravitati  ad  terram)  ,  erit  q- 


si  a*fp 


*  m 


a«4*p^  *  "  • 
dicatur  M  3  et  D  sit  di- 


_ _ CL(i2-\-  p^  3  *  -  • 

—  — srer  5 

stantia  centri  grav.  ab  axe  motus,  nam  (  *n  \ 
est  a«4-p£-*-  =MD.  Erit  autem  etiam  pro  hoc  y 
(quum  pro  quolibet  sit)  pendulum  priori  composi¬ 
to  isochronum  ;  atque  nunc  massa  penduli  simpli¬ 
cis  gravitate  1  animatur,  nec  massa  influit. 

Centrum  percussionis^  ipsius  M  quo  feriente  omnis 
partis  hujus  celeritas  o  fieri  potest ,  non  suppo¬ 
nit  gravitatem;  recta  cum  massis  a,  p  *  *  -  mota 
circa  k  ,  sit  ya  celeritas  finalis  ipsius  d  ,  dum  i- 
stud  M  in  puncto  *  aliquam  massam  ferit  (y  co- 
efficienjtem  aliquem  denotante);  erit  celeritas  tunc 
yh  ipsius  p,  ita  cujusvis  reliquarum  celeritas  erif 
y  per  distantiam  a  k  multiplicata.  Quantitates  actio, 
nis  autem  erunt  a  ya.a ,  py^3-.-,  nempe  per  distan¬ 
tias  sunt  vires  multiplicandae.  Si  jam  vires  aequales 
ipsis  a ya  ,  p yb  -  -  -  ad  dist.  q  ponantur  directione 

GG  ‘  ^ 
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opposita  ,  et  q  tale  sit  ,  ut  (uya-±py6 - )q  ~  ^yu% 

-f fiy6* — ;  tum  omnis  actio  elidetur;  erit  autem 

-  ,  ubi  denominatori  pariter 


a  fi' 


sub* 


st  itui  potest  MD.  Itaque  formula  eadem  prodit ;  at 
centrum  percussionis  est  idem  in  vacuo,  aere  ,  aqua 
C/c,  centrum  oscilL  si  rectae  dictae  massae  densita¬ 
tis  diversae  affigantur  ,  mutatur  in  diversae  gravi¬ 
tatis  specificae  fluidis  ;  econtra  in  eodem  fluido 
centrum  percussionis  a  situ  percussi  dependet 
quum  pro  hoc  casu  centrum  oscilJ.  maneat. 

§.  37.  Plura  adferre  ,  quum  nonnisi  primaria 
fundamenta,  c  quibus  reliqua  promauant ,  expone¬ 
re  propositum  sit,  supervacuum  est:  attamen  in 
§.  36.  supposita  demonstrare  superest;  et  tum  pau¬ 
cis  adhuc  ,  intellectu  facilioribus  ,  campum  visio¬ 
nis  in  gratiam  Tyronum  augere  licebit» 

I.  Sit  =  atque  (  A  )mx  -~  ( A  )  (m—  1  )x 

dicatur  (ut  supra)  u;  erit  (  A>^x~[(A)mx—  u  j 
==^ — — i*)  ,  si  (A)mx  *  generaliter  q  dicatur  (sen¬ 
su.  187)  et  (A)  f  m — l^x—^- — *»>  atque  si  quaeratur 
differentiate  derivataque  functionis  «=  (A) a* ^ 

quod  dicatur  (A')#  5  erit  terminus  generalis  seriei 
ex  (A ')x  derivatae,  (A')wx —  (A ')(m — l)x  = 

9*—(9—U)1  — kq^1  u - j  (per  150); 

quod  item  est  =  kq^~lix -f  s  (  si  summa  aut  limes 

summae  terminorum  post  ^qk~lu  sequentium  s  di¬ 
catur  ). 


Sed 


i  f-r. 
kq  n 

kq^"1  trf$ 


A-^s  1  (si 


n 


00  )  ;  nam  (per 


143)  in  formula  jbinomiali  ,  pro  exponente  k  ,  si 
£>i?  exponens  eoeff.  semper  decrescit  ,  si  vero 
^’<CJ  ,  exponens  eoeff.  semper  <C  1  est  ?  et  quidem 
in  utroque  casu  sive  sive  i-t  fuerit  h  ;  nempe  pro 
^  ^  ^  i  5  proximi  exponentes  eoeff.  expi  iini 

possum  pro  p  integro  per 


k 


p-f  1 


g  .  fi  ¬ 
et 


zt ZZJ 

p  Jr  2 


et  re- 
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ducendo  ad  dcnom.  eundem,  patet  priorem  esse 
>  posteriore  ,  Celiam  pro  o)  ,  si  vero  -  k>  i, 
demonstratum  (  143  )  est ,  maximum  exponentem 
coeff,  esse  ipsum  k  \  et  pro  k  (sive  sive  *— *  ) 
-<i  esse  quemvis  exponentem  coeff.  <Cl. 

Hinc  quum  duo  casus  sint  ;  nempe  series  blno- 
mialis  ,  aut  terminata  aut  infinita  est:  terminatur 
pro  k  ^vo  et  integro  ;  si  non  terminetur  ,  tum  ex¬ 
ponens  coeff.  quivis  aut  aut  *^^1  est.  Considere¬ 
tur  prius  ubi  series  infinita  est  ,  et  exponentium 

coeff.  maximus  k  est.  Exponens  seriei  a  kqh~lu  in¬ 
cipiendo  semper  fractio  vera  pro  terminis  sequen¬ 
tibus  semper  decrescens  )  esse  pote¬ 

rit;  nempe  n  ita  augeri  potest  pro  dato  quovis 

nt  ii  <  09  ,  adeoque  u  et  —  <1  fiat;est  au¬ 


tem  quivis  seriei  exponens, 


u 


per  exponentem 
ku 


coeff.  multiplicatus,  adeoque  <  est. 

i 

Erit  igitur,  si  kqk~ 1  {,  dicatur  K ,  et  limes  sui»~ 
mae  terminorum  post  K  sequentium  (  etsi  omnes 

lk—1) Ku  ,  , 

essent )  s  dicatur  ;  s<Z — “  :  ^  1  —  q  ' 


(  per  131)  ,  nempe  terminus  post  K  sequens  est 

( k — !  ) Ku  J.k—  nKu  s  JJt—  UK5 

;  itaque  y  et 


K  <%-viu)K 


l id  est 


s  Ah — Oii  , 

K  ’  qU°d 


o  siMu  quovis 


dabili  minus  fieri  queat. 

K 

;  Unde  ( per  81) 

r  J  K-t-s 

_  k  (A )wxKn  t  .*  . 

Consequ  -t-t — r —  r  : , ,  ~ — rp-  1 9  id  est 

1  C  A')  /*X—  (M ')  Qm — l>x 

differentiate  verum  fsive  terminus  generalis)  seriei 

ex  (  ~  ( k)s$  u*  derivatae  ,  aequipollet 

G  G  *■ 
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ipsi  k  (A)  m  x  u :  est  que  n  ponendo  more  con- 
rveto  pro  m  ,  k  ^  A)  xic~l  u==5d(  A' )x,  id  est  ku^1  u 

m%  diiferentiale  (sensu  stricto  191)  ,  et  ku^~l  deri¬ 
vata  ipsius  u*  (quoad  u). 

Idem  etiam  ad  integrnm  >f*  k^>l  aplicari  potest; 

nempe  tum  quoque  exponens  serici  quilibet  <C — — 

(1 

*  '  * 

<Cl  Heri  potest,  atque  ibi  s  adhuc  mimis  est,  quam 

k\i 

ii  series  geometrica  exponentis  in  00  exten- 
datfir. 

Si  vero  k  <  1  ,  sive  sive  **  sit,  exponens 
toejf'  ubique  <C1  erit,  adeoque  exponens  seriei  qui¬ 
libet  *<  ~iL  erit  *,  atque  tum  in  , 

q  K  2  q—~'lk\\ 

^rit  (si  k  iji  sit),  ^ — 1<TI , ^si  vero  k*-*  sit,  k — 1*<2, 
It  parite^  in  unoqoe  casu  patet,  (ut  prius),  quod 

*2gZZ %ki  ^ N  0m  Unde  reliqua  fluunt :  neinpe 

(per  197)  Imo.  Si  u  2  x(a )x  .  hoc  ipsi  u  substitui 
potest,  ut  sit  i(a)x  ku^1  differentiate  ,  et  ( a)  x 

'  m1'1  derivata  quoad  x  ipsius  u ^  .  Ex  gr.  d(  a — &x)^ 
x quoad  x)  pro  u~ a — ax  atque  a  constante  posi¬ 
ta,  st  — — ax)^1  x  ,  et^derivata  = 

r—  ak(  ct  — 

2do.  Dari  autem  tale  n  idem  pro  omnibus  pro 
dato  quovis  N  et  2,  ut  (  188  )  poscitur  ;  in  quo¬ 
vis  casu  (per  189)  palet,  &i  demonstretur,  pro 
quovis  q  dari  tale  aliquod  n  ,  atque  id  pro  eodem 
q ,  crescente  n  adhuc  fortius  valere. 

Generaliter  si  superius  (A)^-—  (A;  ( q— ir  )  sit=u 
(%+*»  aiqtte  x  1,  id>st  pro  N  IU- 

vis  magno,  manente  q  possit  n  ita  accipi,  ut 


/ 


(  n*  ) 


< 


i 


N  -  -s.  -zt-  sit  ;  fcum 

uOM*  ^ 

v  pi — -!  ,  pro 


id  est 

u<,a)?+4' 

>  N  est,  adeoq  ^ 

casu,  si  u  (a)g  et  f  utrumque  * ,  aut  utrumque 

II ya;  *7  *v.  vr  jl  i 

hh  est  5  si  vero  opposita  sint  ,  tum  ^ 

Si  jam  expressiones  pro  quovis  n  eaedem  nianeant 
sintque  in  quovis  termino  ipsius  Jiteiae  puncto 
insignitae  una  plures ,  eaedem  aut  diversae  quo¬ 
que,  inter  quas  tamen  u  adsit  ;  atque  crescente 

priore  ex  i  fiat-i.  (  pro  v>l  )  ,  et  per  hoc 

quaevis  litera  puncto  insignita,  dividatur  per  quan¬ 
titatem  unitate  majorem:  quivis  terminus  ipsius  s 
per  ipso  v  majus  dividetur  ;  sit  minimum  i  - 

lorum  ,  (  saltem  quo  nullum  est  minus  )  per  quae 
terminus  aliquis  ipsius  $  dividitur  ;  es  0 

quod 


s  u(a)<? 

ex  s  fieret  - ,  ex  —  — ■ 

p  1  s 


iriore  valore  majus  est;  reipsa  autem  s  per  ipso 
i  majus  dividitur  .  adeoque  vaior  a  inc  major 
3st.  Consequ.  crescente  n->  tanto  fortius  est  novum 

u^a^>N— 1,  si  ex  gr.  tam  u(a)jr  quam  s  %  sit; 


£ 


?t  si  opposita  sint  ,  tum  >^N  +  1  ;  adeoque 

in  casu  utroque  est~r^ ;  et  hine^^v^^' 

1  .  tr(a)<y —  u  l  a  )  l — 8  ^  1 

<  n"  5  sive  ‘ — /uCa)?+r"<'F  * 

Attamen  pro  casu  antea  relato  ,  valorem  quoque 
talis  n,  ejusdem  (.dato  %  et  Nj  pro  omnibus  y,  ex¬ 
hibere  Tyronibus  supervacuum  non  erit.  Conside¬ 
retur  prius  casus  simplicior,  nempe  *pro 
est  id,  quod  antea  u(a)^  erat  ,  heic  xkq^  -  , 


X 
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caturque  hoc  ,  I£  ut  supra.  fc.rit  i  ut  ibidem)  * 
<^(1h1252L  5  id  est ponendo  pro  i  »  erit 


s 


2q—2&x 
K(k—  \)x. 


n 


,  :  atque  si  ipsi  n  substituatur 

2qu — 2k%  ^  1 

reNfiJ)  (Ii— 1)4- 2*]# 


2q 


,  posito  (  sed  statim  demon¬ 


strando)  dato  quolibet  majus  tale  N  accipi  posse, 
ut  hic  valor  integer  fyvus  sit,  per  quem  variabi- 

lis  absoluta  dividitur  ,  atque  sit  ut  exP°“ 

nens  seriei  (ut  supra)  sit  -<  1 ;  erit 


s<m—  1  )■. 


2?(N+1)(£— 1)  +  2A 


>*• 


est  s  -< 


K(£ — i ; 


2  q 


•2k  ;  id 


et  s<i 


K 


;  un- 


(N  + 1)0—  l)t^— M  5  —  ^  Ntl 
de  K  X  N-f  1).? ,  atque  etsi  K  et  s  opposita  sint, 
s  ex  h  nonnisi  unum  ^  delendo  5  manet  K  +  -C>Ns  ; 
°—s  I 

sonsequ.  Ca^stra^itur  scilicet  heic  a  de¬ 
terminatione  et  >-<  sensu  p.  31). 

Quod  vero  ipsum  N  quovis  dato  majus  ita  elige¬ 
re  liceat,  ut  n  dato  quovis  majus  >}<vum  sit;  patet 
sic. 


Si  &y  p  sit :  est  pro  p  et  >  1  ,  p<r — p  >  <x — p. 
Nam  a  et  p®  tunc  aut  utrumque  aut  utrumque 
est atque  erit  (pro|3et  eo  aut  utroque  >J<vo  aut 
Utroque  ^  vo  )  a==p^co  ,  aut  «== — *p — o>  ;  in  casu  pri¬ 
mo  est  pa — p?z~:  p|3 -f  fico — fico  +  PCP — 1)  9  et  a — p 
=  — p — cofpcrs— co  ;  quod  est  pco-j-pCp — 1 )  ;  nam 

p  —  1 ,  ita  jx  est  dE4  ,  atque  oj  ,  p  est  aut  utrum  que 
>Jt ,  aut  utrumque  hh  ;  in  altero  casu  autem  est 
jxa — «p^  — *pP — 'fico — -p  =  —  fico-—  p^p+J.)  ,  et  a — -p 
— 2p — w,  quod  item  est  <” — fico^p(pf  l);  nam  pco)> 
et  2p  ^P(p+i),  quia  p  )>  1. 
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.  K(  *— U*  v 

Multiplicetur  jam  n  per  ji;  erit  ^qu—iix  ' 

/  '  T  '  ^ 

K(^— 1  )#  ^  gj  ^qn  >  2 ksr,  nam  denominator  prio 


2  'qpu — '2.kx 

ris  est  minor  (per  praec.).  Si  igitwr  2 qn  y  2 kx  ,  ac 


superius  s  <(  T 


K(k— l)fL  et  hoc  <  Jit? erit  et  quod* 

‘  )  /*  (T*  *  A 


2p^ — 


vis  tale  ?  <  ll— ,  et  tanto  fortius  <( 

\is  taie  5  \  2cjn—26v  3 


K_ 

jNti 


inam 


denominator  ,  ubi  p  est  ,  major  adeoque  quotus 
ini  nor  est.  Quaerendum  itaque  tantum  maximum 
eorum  n  erit,  quae  pro  quopiam  q  requiruntur,  ufc 
idem  omni  q  satisfaciat ;  nempe  iili  q  quoque  in¬ 
serviente  majore  n ,  quod  minoris  n  indigeret. 

Ut  qn>  2kx  sit ,  sumatur  prius  1)  («t *h 

unde  N~~  —  l  ,  atque  accipiatur  *>  >  vel  ™5a-  ; 
&—1 

substituendo  hunc  valorem  ipsius  N  in  valore  su¬ 
periore  ipsius  n  ,  erit  2 qn  = 

[g— Q-~l)+(>S—  1)  J  ,  quod 

1 

si  ®=  aut>  ±-5£  sit,  est  >  2<fcr  ,  nempe  i 

21,  sive  opposita  sint  v  et  k  sive  non. 

Itaque  si  tale  2 qn~(/V’\’2k')x  sit  superius  &,  et 

2kx  sit  |3  ;  de  tf-— j3  et  pot — p  dicta  aplicari  poterunt, 

K(£— 1  Jx  .  ' 

et  --- - — ■  —  decrescet,  crescente  w. 

2^/2 — 2&r 

Poterit  autem  n  ntvis  magnum  accipi  ,  adeoque 
etiam  tantum,  ut  exponens  seriei  1  sit,  ( nempe 

hic  -  —  fit  <  1  ,  si  n  >  — ).  Nam  ex  2qn=(v±26)x} 

nq  q 

est  n~  atque  pro  hoc  n  est  v~^~- 

*q  ’  •  x  . 

—  2$;  sit  n'  prius  n  pro  vzzzhh  \  pro  novo  n— 

2<]\xn,'—21ix  i  ...  i  (v^2 Jt)a? 

erit  v  - *;  nam  substituendo  in — t: — ~  r 


x 
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(0,(11 inl-~m~2k&"^~  2k&  )# 
erit  2q.v 


scente  n  etiam  N  ^ ^ 


«? 


1 


pn'.  Crescit  vero  cre- 
2  q\xn* — 2&& 


#(/£—-  1) 


*««  1  * 
1  * 


nam  hoc  >  ‘~‘j  —1 ,  (  qui  valor  prioris  N 

est  pro  e  priore),  imo  dato  quovis  majus  esse  po¬ 
test  ;  si  nempe  p  accipiatur  = 

N  x ;  substituendo  patet  ,  N' 

2g7* 

prodire*  Si  valor  ipsius  p  negative  prodiret,  po¬ 
nendo  oppositum  ejus  erit. 

Ut  vero  n  integer  prodeat  ,  p  ita  eligi  potest  ut 
p n’  integer  sit;  atque  si  prius  v  tale  est,  ut  N  = 

v  (k  l ^aret  n  negativum;  erit 


/*—l 


2q 


—  N  =  - — 7^— [  j-  ,  atque  in  valore  superiore  i- 
psius  n  ponendo  — (N  +  JP  pro  N-fl,  erit  2 qn  = 

(*-*)+ a-DJ  (^-D^+2to  +  %hx 

— —12  ’ 

erat  vero  v  m  5  ut  v-\-2k  w  sit,  quia  2k;  un- 

Ct* — 2j£)#  x  ^  , 

de  n  =  —  - — -  ^  est-  Denique  valor  x* 

JL  fi 

psius  n  pro  omni  q  quod  non  <  zcc  (  188  )  idem 
reperitur  sic.  Sit  zx^=q\  quodvis  aliud  ^est^s#, 

sit  ss  z=z  — -  (pro  1),  sitque  q  aliquod  quodvis 

r 

SC 

=:~7“S  est  ry  r',  sitque  r  —  r"r' ;  erit  K(£ — l)# 
•2a?  fCNT+  Q  (k-  1  )g+ 2kx]  _ K(l—  l)at 

•“  '"jLri  Jt/  — *— — -  ~ 


2oc 


2qn — 2kse 


K 


iNfl  ^  ’  S1'  vero  Pro  r'  ponatur  r"  r'  in  deno- 
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minatore  infimo  divisoris  ,  denominator  ipsius 

l)  ,  manebit  2qrun — 2kx  .  Consequ.  si  pro  n 

ponatur  valor  [(N-H)  (k — 1  )xf26x2i  £~77p  — , 

idem  et  cuivis  q  satisfaciet. 

Idem  ad  (A)x^u  aplicatur  modo  sequ :  sit  pro 

certo  g  ^188)  (  1)^— (A)j(  x)~  ii  5  id  est 


pro  certo  n  per  quem  variabilis  absoluta  #  divi¬ 
ditur  ,  cum  qua  ,  u  iu  dependentia  simuitanea 

.  _  •  M  ..l  lillr 

(  193  )  est  5  fiat  pro  hoc  q ,  u=  — j  et  «  >  — 

q 

kii 

ut  exponens  seriei  —  sit  <(  1  ,  atque  etiam  2 qn11 
>2 ku  in  s  77 -~r~  ;  ut  dicta  aplicentur.  Hoc 

x  2^/i" — 2£w  r 

pacto  manifesto  tantum  n  erit  ita  augendum  ,  ut 

./  „  .  ffN+n  Ck—  04-2^> 

sit  n  =  aut  > - — -  5  pro  o=z  zx;  et 

2 q 

lioc  n"  adeoque  illud  n  per  quod  hoc  ponitur,  idem 
omnibus  satisfaciet. 

H.  Quod  Auv—udv^vdu  (  197)  patet  sic.  Sit  w— 
CA)*,  r=(B)*;  erit  seriei  ex  uvzz  (A)#.fB).r  de¬ 
rivatae  terminus  generalis 
(A )'/«x  •  (B)w?x- — (A)  ( /n - — l)x  •  fB)  (V#—- l.)x  = 

(A) ^.(B)^ — [(A)^ — tOfCB)^ — v]  ;  nam  pro  mi 
(ut  supra)  q  poni  potest,  atque  (A)(m—  l)x 

(A 'jmi — f  (A)wx — (A)  (m — — u  ,  ita 

(B)  Cm — l)x=(B)^ — V.  Conseq.  terminus  generalis 

seu  differentiale  verum  est  (A^.fB)^ — (A)q.(E)q 

4'u(B)^-f-^(A>^ — uv=u  — vu.  Sed 

n(B)^+v(  \)<7  __(Tl)q  f  (A)q  . 

- - =—  — Y  quovis  dabili  majus 

fieri  potest:  consequ.  — -2  a-^1  . 

H  H 
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atque  ihx  pro  q  et  n  pro  m  ,  atque  u  pro  (\)x 
et  v  pro-  (B)#  ponendo  ,  est  d u  ;  et  si  ex 
gr.  u  pz  et  v  “  r?l‘  ?  est  J uv~pv\ru  ( quoad  %  ). 

i  A 

Ex  gr.  sl  uz=tax  et  v  =  \  1—  X* )  2  esi  J uv~ 

J  '  -i 

a(  I —  x2)  2  •—«?#(  1 — 2 

Si  acceddt  et  nv  dicatur  p  ;  erit  J Cpz)  ^ 
/>  =~  «r  Js  4*  ««de-b&eJw ;  et  ita  semper  ad  uno 

pktra  eundo  ,  palet  reguJa  (197). 

*  III.  Quum  de  Jogarithmi  differentia! i  (  208  ) 
dicfum  sit  ,  differentialia  functionum  trigonometri- 
earum  quaque  adnectere  liceat ;  quum  a  primis  Tri- 
goaometriae  elementis  imbuto  facile  inteJligi  pos¬ 
sint.  Sit  variabilis  absoluta  ,  arcus  x  per  n  divi¬ 
sus ;  atque  tam  differenti  alia  quam  derivatae  et 
integralia  (ubi  non  aliud  monitum  fuerit)  ,  quoad 
x  hic  arcum  denotantem  intelligantur. 

Imo.  Si  d  sin  x  quaeratur:  erit  item  micxzq  ut 
antea,  et  terminus  generalis  seriei  ex  sin x  deri¬ 
vatae  ,  est  sin  mi —  sin  (/w—  l)x~  sin  q—  sin  (^— x)  = 
s*n  sin  q  cos  X  4*  cos  q  sin  X  ,*  atque 


X  cos 


1. 


sin  q —  sin  q  cos  X^fcos  ^sinX 

Nam  sin  q — 5iii  ^  cos  X  ^  sin  q(  1 —  cos  £):=:  sin  q  [1 — 

O — sinx2)3  1  quum  cos  x==  p^(i — sinx2),  omnia 
pro  radio  l  intelligendo. 


Esi  autem  (I— -  sin  x2J  *  (quum  sin  x 2  <1  sit)  = 

1  X  t  1  ' 

*  * - -r-  s inx0---  ,  atque  si 


1  —r  TjT  Sin  X  3  —  8 in  X 

X  4 


^'mes  summae  omnium  post  —  -L  sinx2  sequejn- 

2 

tHiin  ^  dicatur ,  pro  dato  quovis  N  fieri  —  - '^""sinX2 

1 

2>N*  potest;  adeoque  (1—  &inx3j  2  per  1— f/siux* 
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«i  - 

exprimi  p6test ,  ipso  u  quantitatem  aliquam  Inter 
o  et  1  denotante ;  eritque  1 — oo»  x — I  u  *inx  ), 

u  sin  X  a  5  atque  sia  q —  sin  q  cos  X=5  «in  ^  M  sia  X  . 

e  ' 


X_CQ8  £ _ 

lta(*0e  6in  q—iiii  q  coi  X  +  cos  £  ei«x 


XC08JL -g - - — : — r— ,  quod  a— >  1  (per  81  )  ; 

sin  qM  sin  X  +  cos^  sin  x 

nam  -^-t  ' — ^  »,  C  261  )  et  =  I  atqoe 

sin  X  cos  Q 

~ 11 _ - — r~dato  quovis  majus  fleri  potest;  nam 

ein  q*u  sin  X 

sin  x  quovis  dato  minus  fieri  potest ,  u  vero  est 
,  adeoque  sin  qu  sin  x  /*~\o  manente  dividen¬ 
do  cos  q * 

*  <r>  e*  « 


Consequ. 


x  cos  wx 


fieri 


u  sin  mx —  «in  (w— 1  )x  ^  N 

(pro  dato  quovis  N)  potest;  adeoque  £  cos  exter¬ 
mino  generali  seriei  ex  ain#  derivatae  aequipollet; 
adeoque  (juxta  saepius  dicta)  x  cos  x  est  differen- 
tiale  ipsius  sin#,  et  quidem  sensu  striato  ,  (quum 
forma  quoque  requisita  gaudeat ;  et  c«s  a?  derivata 
(quoad  4?)  ipsius  sin  3?  est. 

2do  .  d  cos  x^=±  — x  sin  et  J  cos  — sin  x.  Nam  ter- 
minus  generalis  seriei  e  cos  x  derivatae  est  ^ 
cos  q~~~  cos  (  q — x  )  sz  cos  q  —  cos  q  cos  sin  q  «in  X  rr 
cos  qu  sin  X  * —  sin  q  sia  X  (p et  praec.  u  sin  X  2  pro  I — 

a  ponendo)1;  atque 


cos 


— *r 


\  l  ;  nam 


x 
sin  X 


cos  qu  sin  X  2— *  sia  q  sin  X 

1,  «=s  1  adeoque 

sin  q 


^in  q 


x  qin  Q  -  sin  q  sin  x 

1-2 — r  I ,  atque  etiam  — r^s -  — -  t 

sin  q  sin  X  co$qU  smx  cOs^wsinX  f 

dato  quovis  majus  fieri  potest ;  nam  manet  , 

u  est  <1  ,  atque  sin  x  /--x  0. 

n  e  * 
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x  I  ' 

3tlo.  d  tang  — ~Ti >  »  •  twgx  —  — — ^  .  Nam  ter» 

t°8*A  C©8  <2? 

minus  generalis  seriei  e  tang  #  derivata®  est  tang  q-~ 
tang  —  f  -{1  (y^X  J^gjnycosx— cosysinX  1 

cos  L>cos(^— »x)  cos^cosx^sin^sirix  J 

^  si©  coa  y  coa  X  d"  sin  q  8  sin  x—— cos  y  sjn  q  cos  x^cos  y2sinx 
cos  <^*cos  X  +  cos  q  sin  q  sin  X 
___  sin  x(sin  j£a  +  cos  q 2  )  __  sin  x 

cos  q  cos  X"j”  cos  q  sin  q  sin  X  cos  q^ cos  X"jfcos  ^sinysinX 

C  nam  sin  y  *+cos  J  ;  hoc  autem  per  di- 

A  wn>q% 

visum  \  1 ;  fit  enim  quotus 
sin  x  cos  y  2 

x  *  cos  </2cosxtcos^  sin  ^  sin  x?  1  /*-**%  1 

(  80  )  ;  nam  -j-  / — \  1  ,  j  et 

X  cos  q%  cos  X  •* 

COS  f?s  cos  x 


COS  y  siii  y  smTqU0ViS  dat0  maias  fieri  Pot8St»  Cat 

.  3 

ex  gr.  cos  x^>— ~  ,  crescente  #  fit  cosiims  semper 

major  tendens  ad  limitem  1  ,  denominator  autem 
#• 


•  * 

x 


Consequ,  =0  tang  x ,  et  J  tang  x  (  quoad 


xj  = 


eos  x 


s  • 


4to*  d  cot  x 

— 1 


— x 


sin  x 


,  et  «Jcotx  (  quoad  x  ) 


sin  x 


2  *  Nam  terminus  generalis  seriei  ex  cot  x  de» 


rivatae  eat  cot  o—cotftfr-,  )c=  S2UL  _ 

sin  ^ 


I 


(  253  ) 

cosffsinffCQBx  —  cosy8sin£— slnycosycnsy— *singssinx 

sin^3  cosx— sin^eos^sini  i  • 

•  ® 

5  cul  item  (ut  an^ 


—  sin  x 


sin  ^  cos  x— sin  q  cos  fsin  x 

9 

'  »«*x 

tca)  aequipollet 


san  q 

dividendo,  quotus  A 

’  x  '  i, 

—1 


;  nam  prius  per  posterius 

®  «< 

—X 


1.  Consequ.  ^  * 

smy* 


diffe¬ 


rentia!  e  et 


sm  q 


derivata  est. 


5to,  Sed  differentiate  derivataque  alicujug  fun- 
ctionis  trigonometricae  quoad  aliam  quoque  sae¬ 
pius  quaeritur.  Denotentur  hic  brevitatis  caussa , 
sin  x  per  s  ,  cos  x  per  c ,  tang  x  per  t ,  cot  x  per 
C ,  atque  literae  eaedem  puncto  insignitae  differen- 
tialia  denotent. 

Erit  ds  (quoad  C)  —  Cc^®  *  ct  (quoad  C)  = 
—  cs®.  Nam  (251)-r~-  a—n  1,  et  C  :  -~§-  *d  esi 


Cs2 

—x 


XC 

1 ;  atque  hinc  ~4- :  -^r  id  est  ^77 

x  c  — X  9  b 


A*->  1.  Consequ.  — cj*C  3  i,  et  — »c$*C  differenti- 
ale  sinus  quoad  C  ,  atque  derivata  est. 

Ita  reliquarum  functionum  trigonometticarum  dif- 
ferentialia,  tam  quoad  x  quam  quoad  alias  earun- 
dem  reperiuntur. 

6-°»  At  ex  his  arcus  quoque  differentiale  deriva¬ 
taque  quoad  functiones  trigonomet ricas  ejusdem 
prodeunt.  Nempe. 

#  x  c  ,  s 

Ex  -r—  a—n  1  ?  sequitur  /s^  1,  seu  x  — 

, 

X  a 

/*— - \  1  ;  consequ.  * — -  ~  x  ,  et  ~s-  differentiale  ,  ac 


derivata  quoad  s  ipsius  x  (nempe  arcus)  est  ; 
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,  I 

et  hinc  s)  «=*  ;  adeoque  quum  c  es 

i  >  .  «i  -i 

(1-s*)  *  ,  et  2  ,  est 

V  ^ 

(quoad  £)=2  arcui;  est  videlicet  differentiale  pu¬ 
rum  ( 194  )  ,  et  per  theorema  binomiale  evolvi 

potest,  quum  s  exgr.  ==  sin  30°=  —  accipere  li« 

,  M 

ceat;  atque  tum  (per  198  )  integrari  potest. 

Simili  modo  est  dx  (quoad  c)=;^S  et  dcri* 

s 

-  * 

«—1  c 

vata  — j  est.  Nam  erat  A-*-\  I ,  adeoque 

*  • 

A— \  1  ,  et  hinc  x  -A***\  1. 

c  s 

Est  porro  dx  (quoad  t)—  te*  ,  et  derivata  (quo- 

*  0  ^ 

ad  #)  est  cff.  Erat  enim  c /— *\1,  et  hinc 

.  «  x 

seu  -t— ,  v  1.  Consequ.  x=  tc4,  et  ic*  diffe- 

V  C  * 

*  *  '  I  • 

rentiale  arcus  x  ,  atque  c*  derivata  (quoad  t)  est 
Est  autem  c&~( l-W*)'1—! :  (1+  =1 : 

1 

=1 =zc®  ('nempe  c3*fs®=l). 

Hinc  x  seu  x~ c 2  (quoad  £)= JT (1  +  2®)"1 

(quoad  t)  ;  quod  per  theor.  binomiale  (ut  supra 
212  )  pro  *2<C1  (imo  etiamsi  =sl  sit  (  152)  evol¬ 
vi  ,  atque  integrari  potest. 

7mo.  Singulosque  casus  considerando ,  patet,  ten- 
dentias  ad  limites  dictos  pro  quovis  q  ,  quo  mcyus 
n  accipitur  ,  et  hic  eo  fortius  valere  (ut  supra). 

IV.  Sed  juxta  superius  (  200  )  promissa,  demon¬ 
strare  superest  ;  quod  si  arcus  ipsi  x  respondens 
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t  et  corda  ejus  e  dicatur ,  — -  /—n  1 ,  si  n  a— \ 

c 

00;  et  tum  differentialia  dicta ,  Jineae ,  superficiei 
planae  a  linea  et  abscissa  ordinataque  clausae  nec- 
non  tam  superficiei  quam  soliditatis  per  lineam 
circa  axem  revolutam  ortae  ,  stabilienda  sunt.  Ut 
vero  hoc  fieri  possit ,  quaedam  de  lineis  et  partira 
de  superficiebos  dicenda  sunt. 

Imo.  Dum  recta  cum  curva  comparatur ,  per  lon¬ 
gitudinem  curvae  ihteliigitur  limes  ,  ad  quem,  sum¬ 
ma  cordarum  (ab  una  extremitate  curvae  usque  ad 
alteram  ita  se  invicem  excipientium  ,  ut  cujusvis 
finis  ,  praeter  ultimae  finem  ,  s it  novae  initium) 
tendit ,  si  cordarum  quaevis  a--\  o.  Si  plures  quo¬ 
que  rami  sint ,  per  cujusvis  longitudinem  limes 
talis  intelligitur ,  et  summa  limitum  erit  tota  cur¬ 
va  ad  rectam  reducta.  Demonstrandum  itaque  est 
dari  limitem  ejusmodi ,  eiliiique  nonnisi  unicum  es¬ 
se  ,  quibusvis  modis  tendant  cordae  singulae  ad  li¬ 
mitem  o. 

Dum  superficies  curva  C  cum  p3ano  comparatur, 
intelligitur  per  superficiem  curvam  q limes  se¬ 
quens  :  ponatur  A  (una  cum  area  intellectum),  ita 
ut  apices  ejus  in  C  cadant  ,  et  quodvis  latus 
ejus  sit  latus  novi  Ali  verticem  in  C  habentis,  at¬ 
que  cujusvis  Ali  novi  hcc  pacto  prodeuntis  ,  late¬ 
ri,  novum  A  verticem  in  C  nec  ullam  portionem 
cum  ullo  praecedentium  communem  habens,  im¬ 
ponatur,  et  cujusvis  area  tendat  ad  limitem  o\  si  jam 
detur  lale  rectangulum  a,  ut  nequeant  AU  modo 
dicto  ita  sumi ,  ut  summae  eorum  limes  sk  >  a, 
sed  possint  ita  sumi  pro  dato  quovis  «a,  ut  summa 
eorum  ab  a  minus  ipso  «  differat  ;  tum  per  aream 
ipsius  €  dum  cum  plano  comparatur;  ipsum  airr- 
telligitur;  nempe  liines  summae  Alorum  dictorum 
quorum  nulla  bina  quidquam  areae  commune  ha¬ 
bent  ,  et  quodvis  o.  ; 

In  plano  autem  qualiscunque  figura  sit  ,  ad  re- 
ctangulum  ejus  area  reducitur  .  cui  si  non  tenui- 
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nata  ,  saltem  Interminata  aequalitate  sit  Z3Z  (  21  ) 
et  quidem  ad  rectangula  altitudinis,  aut  baseos  e- 
jusdem  (unitati  rectarum  aequalis)  reducuntur  o- 
mwa5  ut  arithmetice  dare  tractentur,  ita  solida 
cujuscunque  superficiei  ad  parallelepipedum  redu¬ 
cuntur  ,  cujus  basis-  eadem  pro  omnibus,  Qto  cu¬ 
jus  latus  .==  unitati  rectarum,  aequalis  est.  (22) 

2do.  Formae  curvae  definitio  paulo  inferius  da¬ 
bitur  %  sed  concavitatis  convexitatis  ,  tangeritis  , 
subtangentis  ,  normalis  ,  suhnormalisque  conce¬ 
ptus  hic  explicandi  veniunt.  Sit  abscissa  x  varia- 
bils  absoluta. 

Concava  dicitur  linea  versus  x  ,  si  arcus  quili¬ 
bet,  in  cordae  suae  plagam  unam  ,  et  abscissa  ar¬ 
cui  respondens  ,  plagam  cordae  alteram  cadat ;  si 
vero  arcus  quilibet  cum  abscissa  ei  respondente  in 
cordae  plagant  eandem  cadant ,  convexa  audit.  Per 
abscissam  arcui  respondentem  intelligitur  pars  ipsi¬ 
us  x ,  inter  ordinatas  Lres  ab  extremitatibus  ar¬ 
cus  demissas  contenta. 

Hinc  si  concava  sit,  ©quovis  punoto  intermedio 
arcus  ducantur  cordae  ad  ejus  extrema,  et  ex  his 
demittantur  ordinatae  ad  x  Lres ,  recta  fines  '  ha¬ 
rum  conjungens  ,  erit  corda  arcus  totius  ,  et  basis 
AH  ,  quod  cum  prioribus  duabus  cordis  efficit;  ca- 
ditque  hoc  A  in  plagam  baseos  superiorem ,  si 
pars  abscissae  arcui  respondens  inferius  sit ;  atque 
A1  us  basi  oppositus  est  <<2R  (per  11  rectum  intel- 
ligendo).  Est  itaque  /\lus  ,  quem  curvae  versus  ab¬ 
scissam  concavae,  cordae  e  finibus  arcus  ad  pun¬ 
ctum  intermedium  efficient,  «<  2R  ;  pariter  patet 
A*  ura  quemvis  ejusmodi,  curvae  versus  abscissam 
convexae  ,  esse  ;>2R  (omnino  versus  abscissam  in- 
teliigendo).  Potest  vero  etiam  per  hoc  ipsum  de« 
^definiri  curva  concava  et  convexa,  quum  ex  bcc 
sequatur  id,  quod  in  definitione  dictum  est;  pos- 
suntque  alia  criteria  quoque  dari. 

Si  lineae  nulla  portio  recta  sit,  e  talibus  portio¬ 
nibus  constare  debet,  quarum  cujusvis  aut  crescunt 
ordinatae,  aut  decrescunt  (ad  dextram  intelligendoj. 
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Nam  feratur  ordinata  y  ad  dextram  continuo  eun¬ 
do  L. riter  ad  x  ,  atque  e  fine  primi  y  feratur  pun¬ 
ctum  p  in  dicto  y  ,  ut  sit  semper  in  fine  ordina¬ 
tae  ,  ilii  abscissae  respondentis,  ad  cujus  finem 
tunc  dictum  y  pervenit:  p  in  eodem  puncto  hujus 
y  manere  sub  nullo  tempore  continuo  potest;  nam 
tunc  alicui  portioni  ipsius  x  recta  responderet  ; 
itaque^?  aut  sursum  movetur  aliquamdiu,  aut  de¬ 
orsum;  in  casu  priore  crescentibus,  in  posteriore 
decrescentibus  ordinatis.  «Si  Vero  prius  sursuin  mo- 
veatur  ;  aut  usque  ad  finem  sursuin  movebitnr  , 
aut  non  :  si  non  ,  tum  datur  ultimum  temporis  pun¬ 
ctum  P  (p.  15)  ,  ante  quod,  quod  vis  punctum  tem¬ 
poris  tale  est  ,  ut  p  post  illud  in  y  sursum  motum 
sit;  itaque  P  tale  non  est,  quia  si  tale  esset,  pun¬ 
ctum  p  ex  eo  loco  in  quo  sub  P  est  ,  adhuc  sur¬ 
sum  moveretur ;  adeoque  adhuc  ultra  P  deberet 
punctum  temporis  ultimum  dictum  accipi.  Post  P 
itaque  p  sursum  non  movetur,  neque  in  loco  ma¬ 
net;  adeoque  deorsum  movetur*  Quod  porro  con¬ 
tinuari  posse  patet* 

Si  vero  ordinatae  crescant  ad  dextram  :  sive 
concava  sive  convexa  sit  curva,  /\lus  quem  y  cum 
corda  e  fine  ejus  ad  dextram  ducta  facit,  obtusus 
Cst.  Nam  si  acutus  aut  rectus  esset  ,  ordinata  se¬ 
quens  ad  dextram  ab  altera  extremitate  cordae  de¬ 
missa  ,  esset  priore  minor ,  aut  ei  aequalis. 

3tIo.  (Fig29)  Ad  scopum  praesentem  hic  sermo 
de  recta  lineam  curvam  in  plano  sitam  tangente  est, 
(definitione  generali  inferius  tradenda).  Si  curvae 
detur  talis  arcus  ap  ,  ut  inter  hunc  et  certam  re¬ 
ctam  a'p  in  eodem  plano  sitam  ,  ex  p  nulla  fecia 
duci  possit  ;  arcum  hunc  dicitur  a'p  tangere  ,  imo 
et  totam  curvam ,  si  aut  p  ejus  extremum  sit,  aut 
detur  arcus  np  talis  continuatio  pb  ,  ut  inter  hanc 
et  continuationem  rectae  a'p  nulla  recta  dttei  pos¬ 
sit.  Pars  abscissae  autem  ,  quae  ab  ordinata  i?x  p 
ad  lineam  abscissarum  I  ri  usque  ad  sectionem  tan¬ 
gentis  et  rectae  abscissarum  est ,  dicitur  subtan- 

II 
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gens  ,  in  casu  8eclionis;  si  vero  scelio  non  sit, 
subi, angens  GO  ta  dicitur.  Normatis  autem  dicitur 
recta  ex  p  ad  tangentem  |_ns  5  et  Pais  lineae  ab¬ 
scissarum  ab  ordinata  dicta  ipsius  p  usque  ad  se¬ 
ctionem  normalis  et  lineae  abscissa] um  dicitur  sub- 
normalis . 

Gaudet  vero  curva  ,  in  quovis  puncto  ,  recta 
tangente . 

Sit  enim  apb  talis  arcus,  ut  aut  totus  conca¬ 
vus.  aut  totus  convexus,  aut  ap  concavus,  et  p6 
convexus  sit.  Vertatur  in  casu  primo  corda  ap  cir¬ 
ca  p  sursum;  cadent  scilicet  arcus  cordaeque  ex  p 
incipiendo  sequentes  omnes  supra  praecedentes  , 
lineaque  abscissarum  infra  cordam  primam  et  omnes 
cadet  (  256  ).  Erit  vero  (pag  15J  ultimum  aliquod 
p  punctum  temporis,  intra  quod  recta  mota  ap 
semper  in  aliquam  cordam  cadit:  tum  vero  in  nul¬ 
lam  cordam  cadere  poterit;  quia  arcus  hujus  cor¬ 
dae  sursum  caderet  (  256  )  ,  adeoque  adhuc  daren¬ 
tur  cordae  superius,  et  p  non  esset  ultimum  tale, 
ut  dictum  est.  Nulla  recta  autem  inter  a'p  (si  re¬ 
cta  rnota  ap  tunc  in  a'p  sit  )  atque  arcum  pa  duci 
potest ;  nam  si  posset ,  non  esset  a'p  ultima  ,  intra 
quam  mota  ap  in  aliquam  cordam  cadit,  adeoque 
ante  p  esset  ultimum  illud  temporis  punctum  ,  in¬ 
tra  quod  mota  pa  circa  p  semper  in  cordam  cadit. 

Sed  continuatio  quoque  rectae  a'p  tangens  ar¬ 
cus  p6  est,  si  ap&  proprie  sic  dicta  curva  sit.  Nam 
si  tam  ap  quam  p6  concava ,  aut  utraque  convexa 
sit,  et  (pro  casu  primo)  pc  secet  (tanquam  conti¬ 
nuatio  rectae  a'p)  ipsam  p6  in  c;  vertatur  pc  sur¬ 
sum  circa  p,  ut  tamen  corda  maneat ,  pervenien¬ 
do  in  pb ;  vertatur  item  deorsum  a'p  circa  p,  sed 
ad  /\]um  cpb  ,  quantumvis  exiguum,  perveniat  - 
que  in  pc  ;  erit  y\  cpb  (superius  intelligendo>)<C2K; 
nam  prius  ex  211  subtractus  est  A  cpb ,  et  postea 
boc  minus  additum  est.  Conseqn.  initia  arcuuin  ex 
p  inter  crura  /\ li  2  rectis  minoris  cadunt;  itaque 
per  definitionem  formae  cui  vae  infra  tradendam  , 
curVa  non  erit. 


V 


Si  vero  (Fig~30)  continuatio  ipsius  a'p  sit  pq, 

•'  et  possit  duci  recta  pr  inter  pq  et  p 6  ;  tum  pari- 
iter  /\  a'pr  (deorsum  intelligendo  )  est  <  ‘2  Ii ,  et 
initia  arcuum  ex  p  inter  crura  erunt. 

Idem  patet  si  arcus  uterque  convexus  sit.  Si 
vero  ap  concavus  et  p6  convexus  sit.  Pro  (Fig  3.1) 
vertatur  pq  usque  in  pr,  et  a'p  vertatur  minus  us» 
que  in  p£  ;  y\  £pt  (superius  intelligendo)  <2R  (ut 
antea).  ^  ;  t 

Pro  (Fig  32)  autem,  si’ nempe  pc  corda  sit 
continuatio  rectae  a'p  ;  vertatur  pc  circa  p  usque  in 
pb  ;  erit  \  a'pb  (deorsum  intellfgengo)  <2R  ;  atque 
initia  arcuum  ex  p  item  inter  crura  continebun¬ 
tur. 

4to.  Crescentibus  ordinatis  ,  tangens  cum  ©r* 
dinata  L,ii  nonnisi  in  puncto  coincidere  potest; 
et  quidem  nonnisi  ad  punctum  primum  ,  si  con¬ 
cava  sit ,  et  ad  ultimum  si  convexa  sit. 

Nam  sit  prius  concava  :  quaevis  ordinata  sit 
post  primam ;  ab  ea  retrorsum  decrescentibus  or¬ 
dinatis,  pars  ordinatae  continuatae  supra  curvam 
cadens  ,  etsi  per  quadrantis  intervallum,  circa  pun¬ 
ctum  quod  in  curva  habet,  moveretur,  curvam 
attingere  nequit. 

In  convexa  autem  nonnisi  ultima  ordinata  tan¬ 
gens  esse  potest.  Nam  quaevis  alia  ordinata  sit , 
ducatur  ad  eam  e  puncto  curvae  antrorsum 
ordinata  ipsa  circa  punctum  curvae  usque  ad  hanc 
L rem  mota,  adhuc  curvam  non  attinget. 

5to.  Sed  neque  ad  ordinatam  potest  tangens 
esse  crescentibus  ordinatis  alibi ,  nisi  in  con¬ 
vexae  puncto  ultimo  et  primo  convexae. 

Nam  si  in  concava  tangens  ad  aliam  ordina-* 
tam  Lris  esset  ;  ordinatae  sequentes  (  antrorsum  ) 
minores  essent ;  in  convexa  autem  retrorsum  roa-; 
jores  essent. 

Citu.  Tangens  cum  ordinata  non  coincidens  secat 
ordinatas  omnes.  Nam  recta  rectam  secans  ,  secat 

%  I  i  *• 
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omnes  huic  paralellas,  (omnia  juxta  elementa  Geo¬ 
metriae  communia  supponendo). 

Hinc  tangentes  ejusmodi  e  finibus  pujusvis  ar¬ 
cus  secant  se  invicem.  Nempe  crescentibus  ordina¬ 
tis  tangens  ad  a  cadit  inter  rectae  ordinatae  par¬ 
tem  superiorem  et  arcum  ap  in  concava  ,  in  con- 
vexa  autem  inter  ordinatam  ipsam  et  arcum  ;  tan¬ 
gens  ad  6  autem  secat  rectam  ordinatam  puncti  a 
continuatam;  hoc  autem  fieri  nequit,  nisi  tangens  ad 
<i  inter  rectam  dictam  et  arcum  cadens  secetur. 

Facit  autem  crescentibus  ordinatis ,  tan¬ 
gens  cum  ordinata  antrorsum  /\lum  obtusum  ,  rc, 
trorsum  acutum.  Nam  si  acutum  aut  rectum  face¬ 
ret  ;  essent  sequentes  ordinatae  antrorsum  in  con¬ 
cava  minores,  et  retrorsum  in  convexa  majores. 

7mo.  Sit  tangens  t  et  corda  c,  fFig33)  (intel- 
ligendo  per  t  heic  tangentem  ex  initio  arcus  ordi¬ 
natarum  crescentium ,  usquequo  rectam  in  quam 

* 

ordinata  finis  arcus  cadit,  secat):  erit- — ■  /'— \  \ 

0 

si  n  / — n  00  . 


Nam  in  Alo  ,  cujus  latera  sunt  X — y ,  est 


/ :  c==  sin  f  2R 


06 


,sin[2R— ct— Cfr— »)1 


sin  06 


y 

(  |3  —  j/)  J  :  sin  a  ;  id  est  _ 

c 

Hoc  autem  I  s  nam 


2R—a  et  ot  sinu  eodem  gaudent,  o&  vero  est  con¬ 
stans  ,  manens  nempe  etsi  tangens  eadem  per  or¬ 
dinatam  aliam  priori  (datq  quovis  propius),  paral¬ 
lelam  secetur  ;  ]3- — u  vero  ■ ~\  o  ;  nam  crescente 
n  3  decrescit  x  ,  atque  corda  tangenti  dato  quovis 
angulo  propius  venit.  Itaque  2R — a  *—  ( /3 — u) 

21{  a ;  si  vero  duo  anguli  sint  y  et  yi~u<  et  ca  /*— >  o; 
erit  w) 

^in7“  1  ’  llemPe 

sin  y  COS  CJ  rir  CQSy  sin  CO 

sin  y 


=  COS  cor;f  cot  y  sin  «  ;  quod 
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/■ — '  1 ,  nam  cos  w  / — \  1,  si  »  ^-'"v  o,  et  cot  y  est 
quantitas  determinata,  cujus  factor  sin  w  /*— s  o  , 
dum  ca  o. 

i 

Unde  quum  c  sit  =  (x9+y2)  2  >  si  demonstre* 
tur  dilferentiale  arcus  verum,  semper  inter  cordam 
et  tangentem  cadere,  utpote  ilia  majorem  hac- 
que  minorem  ;  erit  arcu  s  et  differentiali  vero  s 

X 

( V  21  \cy  )  2 

dicto  ,  etiam  - — >  i. 

s 

J  i 

At  demonstrandum  prius  est,  dari  limitem 
qui  per  longitudinem  arcus  intelligitur,  eumque  in’ 
ter  tangentem  cordamque  cadere.  (Fig  34). 

Sint  «+j 3,  c+<5,  d  tangentes  pro  ordinatis 
crescentibus:  erit  «+j3f 6*f £ ;>  «f birfd.  Nam  j3>*0, 
et  d\  quia  sit  (Fig  35  )  j>$  continuatio  cordae 
ep  ;  tangentem  b  infra  cadere  oportet ,  ut  et 
ab  altera  parte  tangens  sit;  est  autem  \  prq  acu¬ 
tus,  cui  Lm  pk  objecta  cadit;  estque  /\  pr£>p$£ 

;  consequ.  pxti^v ;  atque  hinc  si  ptk  fera¬ 
tur  sursum  inter  easdem  ordinatas  ,  donec  p  in  b 
cadat ,  situ  ipsius  pk  priori  parallelo ,  et  px  ac  bc 
in  plagam  ejus  eandem  superiorem  cadentibus:  ma¬ 
nifesto  X  infra  c  cadet,  (propter  ad  x  ipso 

v  majorem)  ;  eritque  px  fcc. 

Duplicato  n  ,  pariter  patet  novam  "tangentium 
summam  esse  minorem  ipso  atque  i- 

dem  repetendo  semper  porro  ,  summam  tangentium 
semper  decrescere ;  summam  cordarum  autem  sem¬ 
per  crescere  (propter  summam  duarum  Ali  laterum 
3tio  majorem  J  ;  esseque  cordam  quamvis  tangente 
respondente  minorem ,  (propter  y\lmn  cordae  acu¬ 
tum  ,  quem  cum  ordinata  sequente  facit,  majorem 
illo,  quem  tangens  cum  eadem  ordinata  efficit). 

JBinc  summa  tangentium  S*  et  summa  corda¬ 
rum  /  dicta  ;  tam  8*  sine  fine  decrescens  ,  quam 
s'  sine  fine  crescens  ,  limite  gaudet ;  quum  illud 
primo  /  semper  majus,  et  /  primo  S'  semper  mi¬ 
nus  maneat. 


( 


Sit  S'  S  et  8* 
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s  ;  erit  Szzs.  fNam  sit 


sed  — \  1*  Itaque  Szrs. 

(u)zrcx  u 

Cadit  vero  (230)  differentiale  verum  ipsius  5 
inter  (u ')mi  et  (u)mi  j  nempe  (u^mx  >  (u)mx; 

m  tr  • 

consequ.  [et  ^ —  / — \  1  ,  id  est  (quum  '(u Jmx 

-  '■  *  -  .  "  '  V 

1 

cordam  denotet,  et  haec  =s(x*-fy2j  2  erjt 

l^(x*+  x3Jys)  =  xt^(l+J^aJ  differentiale,  ac  de- 

1 

rivata  arcus  quoad  abscissam  #  est  (1-f  JyftJ  2  ; 

nam  y==xJ^+w,  nempe  y— *xJ^  dicatur  m;  eritque 
1 


(x2-f-y2)  2 


(x2-f  x2J^s) 

X  2 

nam— : 
x  ** 


1 

2 


A-~\  1 ;  nam 


1,  et 


xjy 


x 2  4-  x  2  J?/  2 

x^ 


\  1  ,  quia 


CO 


1; 


dato 


X«J^+05 

quovis  >  fieri  potest ;  consequ»  ( per  80  ) 

««*  _  ,  ,  atqno  4£*‘y--  _ , , 

(xjy+co)  1  X  "f(xeJytw)s  5 

adeoque  etiam  radix  2di  gradus  a-~\  1  $  et  hinc 
Jl_  1_ 

xfl  +  ^y2)  2  differentiale  sensu  stricto,  (1+V)  2 

i  -JL 

autem  (sive  (1+y2)  2  )  derivata  arcus  est. 

Quoad  convexam  idem  eodem  modo  prodit,  si 
tangentes  ad  ductum  ordinatarum  decrescentium 

accipiantur. 

Potest  etiam  idem  per  summam  tangentium  se 
muttio  inter  ordinatas  secantium  ostendi. 

>  8vo.  Sed  limes  iste  etiam  semper  idem  est; 
nempe  utcunque  accipiantur  cordae  se  invicem  mo^ 
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do  superius  dicto  excipientes,  summae  earum  li¬ 
mes  idem  s  superius  erit.  Nam  sit  Certo  modo  ac¬ 
ceptis  in  curva  punctis,  limes  cordarum  major  aut 
minor  quam  prior  limes  s  quantitate  w. 

Si  major  fuerit :  tum  dari  oportet  cordas  tales 
modo  certo  positas,  ut  summae  earum  differentia  a 
limite  a  +  w  sit  <To> ,  nempe  summa  ipsa  sit  s  ; 
quod  vero  absurdum  est :  nam  accipiatur  omnium 
partium  ipsius  x  e  cujus  finibus  erectae  ordina¬ 
tae  cordas  terminant  ,  illa  qua  nulla  earum  minor 
est;  item  accipiatur  n  modo  priore  tam  magnum  , 
ut  in  minimam  partem  dictam  ipsius  x  quoque  ipsa 
x  ad  minimum  numero  p  cadant ,  quem  utvis  auge-* 
re  manifesto  licet.  Erigantur  ordinatae  e  finibus 
cujusvis  x  ;  terminabuntur  pro  quovis  arcuum,  or¬ 
dinatae  extimae,  aut  iu  finibus  eorum,  aut  termi¬ 
nabitur  una  tantum  in  arcus  fine  ,  aut  neutra.  Si 
pro  omnibus  arcubus  ,  ordinatae  extimae  in  eorum 
finibus  terminentur;  erit  ductis  novis  ad  minimum 
P  cordis  pro  quovis  arcu,  earum  summa  major  eo 
quod  ipso  s  majus  erat;  adeoque  major  limite  il* 
So  quo  sernper  minor  manet. 

Si  una  tantum  duarum  ordinatarum  extimarum 
aut  neutra  terminetur  ad  cordae  finem;  ducantur 
ubique  ubi  ila  est,  a  finibus  ordinatarum  extima¬ 
rum  cordae  ad  proximos  arcuum  fines ;  erit  tum 
summa  cordarum  novarum  major  summa  priorum; 
nam  quaevis  harum,  est  sumina  novarum  ei  respon¬ 
dentium  major.  At  quum  cordae  non  omnes  ita  ut 
superius  positae  sint  ;  sit  numerus  arcuum  priorum 
v:  in  totidem  locis  tantum  fieri  potest,  ut  ordina* 
tae  extimae  dictae  per  duplicationem  numeri  n  or¬ 
tae,  cum  ordinatis  ad  fines  arcuum  non  coincidant; 
sit  cordarum,  quae  hoc  pacto  ex  s1  (261)  desunt, 
nec  plures  quam  munero  constante  v  esse  possunt, 
summa  ?/,  et  earum  quae  accedunt  (nec  plures  quam 
numero  2v  esse  possunt)  summa  sit  ?/;  erit  u' ^>ie 
(propter  2  laterum  Ali  summam  3tio  majorem),  at 
n  adeoque  p  ita  augeri  poterit,  ut  u' — u  dato  quo¬ 
vis  k  minus  fieii  queat;  si  ex  gr.  arcus  ita  accipi» 
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h  Ovi 

antur  ,  ut  nullius  corda  ulla  sit  \  — erit 

'  *  ,2v  5  2v  ’ 

et  quum  u ' — u  sit  «<  u\  est  uf — u  <L  k.  Est  autem 

quodvis  s''\ru' — »>t+«  ,  et  utrumque  est, 

ita  et  s  atqile  u — s  et  ^d-co — s  ,  i^<va  sunt  , 

atque  s' +&'—&■ — s  majus  >J-<vuin  est  quam  «9  +  co— s  , 
id  est  quam  ®;  sed  s' — s  ,  ita  u' — u  r — *o; 

itaque  s]  +  u' — u—~s  a— S  o  ;  adeOqUe  quantitas  quae 
omni  dabili  minor  fieri  potest  >  maneret  majus 
d^vum  quam  determinatum  6). 

Sed  nec  minor  esse  limes  alio  modo  potest.  Sit 
enim  limes  -60;  ponantur  cordae  prius  modo  pri* 
ore,  ut  sit  s'^>s — ■&> ,  nempe  s'  sit  (omnino 
=  — w  +  a,  quod  quum  s  limes  ipsius  s'  sit,  pro 
certo  a  >J«vo  et  ipso  to  minore  fieri  potest;  ponan¬ 
tur  tum  cordae  modo  altero ,  ita  ut  in  quemvis  ar¬ 
cum  plures  cadant,  quum  illas  quoque  quam  pro- 
pissime  accipere  liceat ;  diCanturqUe  sensu  Ut  an¬ 
tea  7/  et  u ,  eo  discrimine,  quod  pro  cordis  alio 
modo  positis  intelligantur ;  sitque  summa  harum 
s — w — z  (pariter  J^vum):  erit  $—*.&)-—&+?/—  u  quo¬ 
que  >J< ,  et  -co+a;  atque  subtrahendo  posteri¬ 
us  tfvum  e  majore  »{<vo,  manebit  >I«vum;  nempe 
n'—?i — %  —  a  semper  >j«  esse  deberet  ,  quamvis  a 
constans  ^vum,  adeoque  • — cc  constans  ►nvum  sit,  u' — >u 
autem  / — s  0  ,  e t  z  quoque  ^  0  ,  (  qunm  s — w 
limes  summae  cordarum  modo  alio  positarum  sit), 
adeoque  u ' — u — 0  ,  et  quantitatem  constan¬ 
tem  **  vam,  ^vam  reddere  nequit. 

9no.  Sit^area  avIinea  (cujus  ordinata  y~( B)a?) 
atque  ordinata  et  abscissa  x  comprehensa  znfA.)#; 
erit  functio  differentianda](non  ut  antea,  sed)  in 
concreto  data;  estque  differentiale  verum,  nempe 
terminus  generalis  seriei  ex  ( A  )x  deri vatiae,  (A)/^x 
— f  A)  (m — l)x  ;  atque  manifesto  est  (Fig  36) 

yx<T'  (A)(tw—  l)x<0+y)x  >  (per  y  iu- 

telligendo  differentiam  ipsius  y  ab  ordinata  sequen- 

te  ,  nempe  e  fine  ipsius  x  erecta).  Sed — '  1; 

.  yty 
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consequ.  C AJ  (//*— J)£ 


id  est 


x(B)mx' 


i.  Est  Igitur  x(B}r 


(A )mx — ( A)  (w— l)x 

differentiate  (et  quidem  sensu  stricto)  ipsius  (A)*, 
et  x  derivata  ejus  quoad  x  est. 

10mo  (Fig  36)  Ita  si  (A).r  soliditatem,  quae  per 
revolutionum  lineae  circa  abscissam  generatur,  de¬ 
notet:  per  yx  et(y+y)x  describentur  cylindri,  quo¬ 
rum  soliditates  sunt  y2*x  ,  et  (yd~y)37rx;  est  au¬ 
tem  y3?f<C(A)/»x — (A)  (*»-— l)x  <C(y+y)25Tx. 

^  A —  1 ,  adeoqtie  *  -  * 


Sed 


y*y 


(rfy>  Cytyjffx 

— v  l ;  itaque 


0nSeq'1-  (  A J)otx— (A  j  (^Ux 

f/:*<  termino  generali  seriei  ex  (A)x  derivatae 
aequipoilet  ,  nempe  si  )v  est 

(B)(f/iX)*.-7TX  , 

(;v'v«i3-(A)  (^r-i;x  ^  1  ’  al,iue  mi 

est  xry2  differentiate  sensu  stricto  ipsius  (A)#,  ef 
derivata  quoad  x  est. 


I  Imo.  Si  x  superficiem  revolutione  lineae 
circa  abscissam  ortae  denotet  :  sit  ^rius  (Fig  34> 
linea  concava  ,  crescentibus  ad  dextram  ordinatis. 
Dicatur  t  tangens  a4~/3  ,  et  C  corda  ei  respondens, 
item  corda  tangenti  a  respoudens  dicatur  et  c " 
sit  corda  tangenti  b  respondens.  Describuntur  re¬ 
volutione  schematis,  coni  truncati,  qui  dicantur, 
con,  )trunc.  ipsius  fo+jB)  id  est  ipsius  ita  ipso¬ 
rum  a  ,  b ,  c\  c".  Est  aptem  superficies  coni  trun¬ 
cati  ,  facto  e  summa  Ardiorum  basium  parallelarum 
et  n  atque  latere  coni  truncati,  aequalis.  Erit  ita¬ 
que  con.  trunc.  ipsius  a+j3,  =r/r(«ti3) ita 
coni  truncati  ipsorum  <*,  6;  et  ipsius  C  ac  ipsorum 
°\f  erunt  «&+/+V)  ,  W^+X"),  ,CCy +,/'), 
+  ffc"(y'+y').  Unde  con.  trunc.  ipsius 

K IC 
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(ttt]3.)>con.  trunc.  ipsorum  a  et  h\  nam  (p.26J), 
y‘'  *+■  J.  5>  y  'i  V',  quia  \^>V\  atcjiie  et  y' Jrr^l'A>y,\  (jno 
continuato  patet  summam  conorum  ti uncatorum  per 
tangentes  descriptorum  decrescere.  Est  etiam  ma¬ 
li  i  festo  conus  truncatus  cordae  C  <3  sumina  cono¬ 
rum  trunc.  ipsarum  c'  et  c";  itaque  si  duplicato  n  , 
numerus  cordarum  semper  porro  duplicetur,  cre¬ 
scet  summa  conorum  trunc.  per  cordas  descripto¬ 
rum,  manet  tatnen  semper  minor  sumina  conorum 
trunc.  p«r  tangentes  simultaneas  descriptorum, adeo- 
que  minor  cono  trunc.  per  af\ 3  descripto  ,  quum 
summa  plane  dicta  sit  Iscc  minor.  Datur  itaque  fi¬ 
nies  summae  conorum  truncatorum  per  cordas  de- 
f  ciiptoium,  atque  Cn ( yfy") (  A  ) m\ — ( A  )  ( m — 1  )x 

€ 

<r^(y+y'+^).  Est  autem  ,  1  (p.26Q),  et 


y  4*  y" 

y+i 


n 


■  0|IS(M{1T, 


1  ;  itaque 


€4r  (y  4-  y'1') 
ii f  ( y  4~^/4r  A  ) 


1. 


f-K(y+.y") 
u\7», x'~ f  a7(' jTx  ^ 1  s  a‘ft«« 


n 


quum  A-v  1,  Ct  C  =  (  i*4hy2)  2  \  fit 

JL  '  i  iJL. 

(x‘4-  y 2  J  2  -%7T,  id  est  2  .  2^tr  differen- 

tsale  Sinuitis  conorum  per  cordas  lineae  se  invi¬ 
em  ut  supra  (  255  )  excipientes  descriptorum  { 


"yn{lfy* )  2  autem  derivata  quoad  #  est. 

Quoad  convexam  quoque  idem  prodit.  Snperfi- 
cies  quaeritur(F ig  .37)',  quae  erit  iimes  viae  coi  (larum 
se  invicem  excipientium.  Vertatur  in  bf  tangetis  bf^ 
ei  si  duplicato  n  ^  t )f"  oriantur,  verta¬ 
tur  t>j"  in  Loj"r  arca  Liero  ad  y ,  ac  pro  du- 

plicaio  iterum  /?,  onisqne  «angiitibus  ,  uV\  be', 
vertatur -quae>  is  circa  Liem  e  puncto  tactus  ad 
y  missam  ;  et  idem  c ont ti.ui tur  semper  duplicato 
et  t a J i p <  ni ium  nirmcro  duplicato.  Consideretur 
jam  coitus  aunc.  ipsius  /'6  ,  tum  summa  conorum 
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truncatorum  ipsorum  bd%  b/"V  tum  summa  cono» 
rum  trnnc.  ipsorum  be' ,  ul"\  be"„  zg'\  patet  'conum 
trunc.  primum  esse  majorem  summa  sequente  co¬ 
norum  truncatorum  ,  et  hanc  majorem  summa  se¬ 
quente,  atque  hoc  continuari  sine  fine  posse;  nem¬ 
pe  manifesto  conus  trunc,  bf  constat  e  cono  trunc, 
bd'  et  cono  trunc,  d'f\  et  posterior  est  =tt ( 
iVf\  summa  conorum  trunc.  bd'  et  b/'7/zz:  cono  trunc 
bd'  +  <bb'+/V)t>/"  ;  atque  W<d%'  et  /"'«'</ a ' , 
( quia  u  acutus  quam  v  est,  adeoque  h  supra/ 
cadit)  ac  ( b/7//n:  b/^')  <  i^d'f~  df)  (per  261)  ;  ita  va!6~ 
res  reliqui  e  quibus  coni  truncati  exsurgunt,  crc® 
scunt  excepto  et  illis  quae  manent,  ex  g.r.  in  pri¬ 
ma  duplicatione  manent  bd'  et  basium  radii.  Duca¬ 
tur  Lris  ex  a  ad  y;  erit  quaevis  conorum  trunc, 
summa,  semper  major  quam  via  ipsius  'ah*  -Unde 
limitem  decrescentis  summae  dictae  dari  constat  ; 
dicatur  is  CA>*. 

Dicaturque  terminus  generalis  seriei  cononito 
trunc.  dictorum  (u)/»x  ;  erit  (uj  Ix-f  (u)2x  -  «  - 
4(u>*x  a— \  ( denotetque  (a}tfix  conum  irunc» 

'mx 

ffiX 

per  superiora  etiam  fa)x4Ca)2x  -  » *  4- (a  jux  a- 

i  _L 

<A)  x  5  atque  hinc  est  et  hic  2i\yx(  I4#*;  2  diffe- 

i  ~JL. 

rentiale  limitis  viae  cordarum,  et  2%(1+^*)  2 
est  derivata  quoad  x . 

Interim  tamen  proprie  de  trapeziis  tantum  , 
quae  (  255  )  in  Ala  apices  in  superficie  habentia 
dispesci  possunt,  sermo  est,  atque  limite  summae 
eorum  :  at  omnia  dicta,  vaient,  si  pro  arcu  ~2/r  :  (  p 
integr.  a— -\  gO  )  trapezia  simultanea  considerentur. 

imo  etiam  et. hic  limitem  eundem  esse  ut  su¬ 
pra  demonstrari  potest  ,  utcunque  ponantur  A*» 
sub  conditione  ibidem  dicta  :  partes  nempe  cortem 
in  plana  ad  abscissam  e  finibus  ipsorum  x  conten¬ 
tae  considerari  debent  ;  quod  tamen  brevitatis  stiji* 
dio  onmtitur.  > 


W 


cordae  ;  facile  patet  quod 


1  ;  adeoque 


&  K  * 
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i'2mo.  Si  e  iturae  S  puncto  quovis  demittatur 
L.m  %  ad  planum  (idem  P  pro  omnibus  punciis 
ipsius  Sj :  complexus  s  sectionum  omnium  z  cum 
P  ,  vocatur  projectio  ipsius  S  in  P.  Hi  in  P  sita 
recta  acceptis  a  puncto  certo  incipiendo  abscissis 
$ ,  aequatio  Ordinatae  y  pro  s  data  sit,  atque  da¬ 
ta  etiam  aequatio  sit ,  per  quam  e  cujusvis  y  fine 
erecta  Lris  &  (nempe  distantia  puncti  ipsius  S  a 
P)  determinatur:  manifesto  tota  S  in  spatio  deter¬ 
minata  eritt  Ordinatae  omnino  accipiuntur  in  P  in 
una  ipsius  x  plaga  ijpve ,  et  >-<  v?  ii»  tidtera  ,  ita  ipsa 
z  accipiuntur  in  una  plaga  ipsius  P  >J<ve  et  **  vc 
in  altera  ;  ita  ab  initio  abscissarum  accipiuntur  ab¬ 
scissae  in  JHia  plaga  »j<ve  et  ^ve  in  altera. 

Hi  s^rfajx ,  et  $zzz(A)x.  atque  (a )mx  — 

(a)  (m — ijx  denotetur  per  et  (A)mx—(A)(m —  »)i 

per  S  ;  erit  j/ (x2-|-y*)  ;  atque  e  finibus  ipsi¬ 
us  i  erectae  ordinatae  z  (  usque  ad  fines  ipsius 

8  ipsi  s  respondentis)  dicantur  z  et  zf\  et  corda 
ipsius  s  dicatur  c ;  erit  L~ris  ab  extremitate  ipsius 
%  ad  s'  missa  orieturqlie  A  rectarigulum,  cu¬ 
jus  unus  cathetus  est  c  alter  est  i  pro  l  , 

hypothenusa  autenj  est  corda  ipsiiis  S  ;  quae  itaque 
est  =4^ (  c~+  i2).  Sed  c3  2  x  2  fy  2  Consequ,  s  S 

y^C  9  q-  y  a*f  i  2  )  H  x|^(lfya  -f  z9)  pro  y  £yx 

i  j  •  «*•  •  -  t  „ 

i 

et  i  ~  »x.  Estque  hoc  diffcrentiaje  ipsius  S  ,  nem¬ 
pe  limitis  summae  cordarum  ;  atque  derivata  qj*o- 

if  i  JL  . 

afd  s  est  ( I+y  +  z9)  *  .  ^empe  et  hic  ut  supra  li¬ 
mitem  dari  demonstrari  potest  ;  si  pro  ordinatis  z 
crescentibus,  tangentibus  plana  ad  abscissam  Liia 
ordinatae*;  sequentes  complectentia  quas  seccnt  ob¬ 
jiciamur  :  sed  bievitds  necessaria  uberius  cxpmiere 
vetat. 

V.  Notandum  e?  t  ,  saepius  fgsc  ,  ut  expressio 
differentia! is  strictioris  Cade -que'  derivatae,  quum 
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x  semper  finitum  et  nunquam  o  sit,  sccl  dabili  quo¬ 
vis  minus  fieri  queat)  pro  certo  vaiore  ipsius  x 
fiat  =  o  aut  GC  ;  vel  o:o  ;  imo  st  derivata  lina  , 
2da  accipiantur,  saepius  quaevis  usque  ad  ali¬ 
quam  fiat  ,  pro  vaiore  certo  ipsius  x  ,  aut  de¬ 
rivata  Ima  ,  2da  finitae  velo  sint,  et  ab  aliqua  inci¬ 
piendo  omnes  QO  tae  fiant.  Sunt  autem  valores  ejus¬ 
modi  ipsius  nonnisi  in  punctis  discretis,  (patet 
si  functio  linea  expressa  per  ordinatas  cogitetur) ; 
atque  vocantur  haec  puncta  singularia  ,  quum  li¬ 
nea  ad  puncta  bis  respondentia,  qualitatibus  tali¬ 
bus  gaudeat,  quibus  reliqua  inter  haec,  non  gau¬ 
dent;  sunt  quoque  ibi  differentia! ia  cum  veris  haud 
aequipollentia  ,  at  derivatae  Imae  ibi  quoque  limites 
sunt  quotorum  e  differentiai  ibus  «  veris  per  x  divi¬ 
sis. 

Superius  (^184  )  dictum  est  differentiate  veritrfl 
esse  terminum  generalem  seriei  e  functione  aliqua 
derivatae;  itaque  si  n  sufficienter  augeatur,  (quum 
sc  e  talibus  portionibus  constet ,  quarum  cuivis  re¬ 
spondentes  ordinatae  aut  crescent  ab  initio  usque 
ad  finem,  aut  decrescent),  hoc  nunquam  o  esse 
potest:  at  etiam  differentiate  strictius  ,  dictum  est 
esse  terminum  seriei  totidem  terminorum  genera¬ 
lem,  differentiai  i  vero  sub  certa  saltem  conditione 
acquipollentem  (188  );  conditio  quae  ibi  simpli¬ 
citatis  et  claritatis  caussa  per  zx  expressa  est,  quam¬ 
vis  omnia  per  partes  eo  reduci  queant,  generalius' 

ita  exprimi  potest:  si^- — —  1  pro  quovis  mi 


u  certo  vaiore  a  ipsius  mi  usque  ad  certnm  va~ 
lorem  b  ipsius  mi ,  ita  ut  quae  excipiuntur ,  non¬ 
nisi  punctum  aut  puncta  discreta  sint ,  Unt  simul 
vel  sine  illis  pars  ipsius  %  talis  sit ,  quae  dato  quo¬ 
vis  minor  fieri  potest  •  tum  (tt)x  dicitur  diffe - 
rentiale  generalius  ipsius  ( /V)*r  a  vaiore  a  ipsius 
x  usque  ad  valorem  6;  atque  manifesto  (A  )6~~(A)a 
esc  (B  )a ,  et  (  A)b~ (B  ,  si  tam 

(u)r/#x 

ftfaiZgXSoZZTK  1  Vi:m 


i 
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(u)  mx 


/ 


■  <  i ,  ■  .  ,  , 

^  L  Imo  valor  iI)s!us  m 

extendi  potest,  ut  etiam  o  et  integros  WVOs  deno» 

tare  queat;  ut  sit  pro  ^x, - (A)2x— (A)  (2 l)x  , 

(A)fx-(A)0— l)x,(A)ox— (A){o— l>x,(A)(0_i)x 
—(  A)  (— i— IJx,  (A)  -2x~  (AJ  (.—  2— i)x  -  -- 

ex  S*-'  (A)^==j/" (&—1 );  valores  omnes  ima- 
ginarii  erunt  ab  x — o  usque  ad  1 ;  at  etiam  dif¬ 
ferent  ial  e  integraieque  imaginarium  accipi  a  valo- 
re  o  ipsius  x  usque  ad  1  poterit,  aut  vero  abscissa 
{ post  x  ^35 1 )  a  o  crescens  accipi  poterit,  aut  ut 
dictum  est  ab  #=1  usque  ad  certum  valorem  6>l 
accipietur. 

Erit  autem  aut  certus  seriei  ,  cujus  terminus 
generalis  est  (u ) iti x  ,  terminus  flatus  xx.o  ,  sed  ita 

ut  si  ipsi  m  substituatur  m  — 1 ,  git— 

5  (a)  {m — ljx 

1;  aut  sive  pro  fiet  expressio  differen» 

tialis  ^  o  si  in  ea  o  substituatur  ipsi  x,  sive  id  pro 

alio  tali  mx  flet  ita  ut  non  A— \  1  - 

(a)  0~l)x  ’ 

exgr.  6(6 — -r) 2 =2 ( ^— .r’) x , e t  p r o  x~.b  fit (/z — l)£ 

=^— ‘X,  ac(ii )f?i — 1  )x  fit~2x *,f a)  (?i — l)x  autem 

fit  f  b--(b — x )  J* — [6 — ( b — -2x)]2n:  —  3x  2  ;  atque 

2x2:3x2  non  / — v  1 ,  sed  est  =2:  3.  Nempe  (A )mx 

A)  (m — Ox  dicitur  (a)mx* 

Quoad  casum  primum  ;  pro  (ujsx^xf^kx 

(A)  (m — 1  )x — (A  )  (m — 2)x 

-  xCu-Km-iJx  i’adco1ue 


est 


(A)  (m— (A Xm~-2)x 


(v/)  C  m—  Ux 


[(u'>»*x=o].  Sed  l-m~  1  >*  _ 

(A  )Mtl  —  IJx— ■ — 2)k 
/— s  I  (SI ^neutrum  o  aut  00  sit).  Nam  ) 

-  1  L 


j  4-  A,~. 
i 2 — x 


(Ut-i*)  a  , 

/ — \  1  ;  quia 


‘  /V 


et  — x")  2  ,  atque 

i 

'  T 


I,  namque  et 
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1  (eodem  modo  patet,  uti  260).  Itaque  (per 


2  y 


81)  consccr-  y-  +  x 


2,  et 


y 


y  •4"  A 


1  id  est 


y+.k 


1. 


Si  vero  pro  x  ==  £  f  ubi  ^  etiam  o  significare 
potest)  fiat  expressio  derivatae  =o ,  atque  non 


sit  casus  is  , 


i  si  tantum  uno  x  ultra  vel  nitra 


k  accipiatur  differentiale  verum  ,  quotus  ex  boc 
per  expressionem  differentiatis  strictioris  tendat  ad 
1  ;  poterit  accipi  as  utvis  parvum  jjive  aut  ^vepro- 
u ti  casus  poscit  (ex  gr.  pro  Jt~o,  sumatur  >^ve  )  , 
(AHA+«.±i)— CA ^  1}  nam 


ut  sit 


xUO  (£Hrco  +  x) 
milia  pars  continua  ex  k  incipiendo  est  (per  byp), 
ubi  boc  non  valeat.  Inde  vero  est 

,U)  U-fa+sj—Q)  (&+?;).  ^  /V)  C/&-fi»  +  x>; 


X 


o  ;  itaque 

[(u'U==0].  Itaque 


sed  £u')  (£+w+x) — -(u/ )  k 
(  A)  (£+  «f  x  )—  (  A  )  (  k*as )  ^ 

x 

patet  ordinatarum  puncto  ubi  k  terminatur  quam 
propissimarum  incrementa  per  x  divisa  boc  pacto 
ad  limitem  o  tendere. 

Inierim  si  (A)  ( )—  (A )  ( kfos)  dicatur 


y  y  et  (A)  (/^4-w) — (  A)£  dicatur  %  ;  erit 


y 


/s«*!V1. 


<v 


Nam  y  — fieri  pro  dato  quovis  N  potest  ? 


nam  pro  y= — . — ,  iit  y 


■  u 

•  J  ^ o 


(Nt4-> 


N 


■== ;  potest  autem  y.  et  %  ita  sumi,  ut  y  supe- 

.  v  % 

i  ei  ipsum  £  quantitate  minore  quam  *r~  .  Ii  st  vero 
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*  9  * 

',,nc  ' — 1  l;  i,a1ue  quum  — ■  dato  quo- 

vis  minus  fiat  dum  n  QO  , dato  mdjus  ma¬ 
nere  nequit;  conseq.  quum  *  non  o  sit,  dato 

x 


quovis  minus  fit  ,  id  est 


o . 


Si 


v 

*■ 

*• 

X 


dato 


IV 

quovis  majus  fiat ,  —  dato  minus  non  manet,  fit- 

X  5 

que  dato  quovis  majus. 


Pariter  patet  ,  si  («')  jS=0O;  sit  ex  gr. 

tum  item  a  dato  quovis  minus  accipere  licet, 

(A)(tefx)—  (  A)m  (A)(«tx)— (A) 

- j  ad  eo  que  ; — 

X(U'J(WTX)  7  ^  X 

f  ii;  Vf  m4-  V  Y  Rnrl  oi  —  nr\  •  |,,ni  (u'X  00  i 

A  • 


— — — r — a  I,  adeo  que  — -i. 
x(u'J(wtx)  7  ^ 

—«v  fu')(&  +  x).  Sed  si  (u f)o—  00  ;  tui 

dato  quovis  majus  fieri  debet  >  dum  w  +  x 

* 


atque  et  hic  ut  pruis  / — n  1  api  icatur. 

Quod  differentiae  ordinatarum  finitarum  ,  abscis^ 
sarurn  differentia  ad  limitem  o  tendente,  ■ v  o; 

atque  ut  ordinata  qq  ta  fiat,  antea  omni  dabili  ma¬ 
jor  fieri  debeat;  partim  de  qualibet  functione  spe- 
ciatim  demonstrari  potest ,  ( uti  etiam  factum  jam. 
de  pluribus  est),,  partim  inferius  demonstrabitur; 
intuitui  vero  per  ordinatas  in  plano  ,  in  quarum 
qualibet  uno  puncto  terminante  valorem  functionis, 
complexus  eorum  interrumpi  nequit ,  exhibetur. 


VI.  Quum  tamen  haec  exemplis  geometricis  * 
singularitatem  ejusmodi  punctorum,  ostendentibus, 
illustrare  supervacuum  non  sit:  sit  (Fig  39  )  cor¬ 
da  ex  p  incipiens  ,  verlaturque  usquequo  tangens 
fiat,  et  sit  subtangens  s  ,  ac  yrz(A)tf&x;  erit  y  :  x 

:  adeoque  "-r-tjr;  est  a,qt€in  « — s'~ » 

y 
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atqu 


y 


c 


x$f__xy :  x  __  j/_  _ V 


y  :  x 


;  itaque  - 
>:x  y*-x 


—  o t» ,  et 


y:x 


*.  Erat  vero  JL 

x 


bj  ;  atque  hinc  ( jti- 


e- 


xta  77)  de  tali  y  loquendo  ,  quod  neque  GO  %  n 
que  o  est  ,  nemp$  si  quod  —  o  esset,  augeatur  quae 
vis  ordinata  quantitate (ut  in  Fig  40);  erit 


JL 

y:x 


V 


et  s 


V 


.  Eritque  sz no  ,  st 


~ — omni  dabili  majus  ,  adeoque  iy  —  00  fiat; 
x 

t 

item  s  fiet  00  ,  si  — -  omni  dabili  minus  ,  adeo- 

x 

que  Jyzzzo  fiat. 

Ostendit  (Fig  39  *)  casum,  ubi  szzis'— co ;  at  ibi 
quoque  omnia  aplicari  patet. 

Pro  casu  ubi  y—o  autem  res  (juxta  Fig  41) 
quoque  considerari  potest.  Sit  certa  abscissa  con¬ 
stans  a,  cui  respondeat  y\  erit  X:y— &  :  ,  et  S' 


ay  .  y 

-4-;  atque  si  -V 

X  X 


CO  ,  erit  S  =  aQO_  ,  nem- 


tangens  ipsi  y  parallela  ,  adeoque  L_ris  ad  abscis¬ 
sam ;  est  autem  hic  (A)x=(A)ix — (A)ox=y  ,  at- 

•  *> 

y  JL_ 

que  pro  -4 —  /~*-\  00  ,  est  *  o . 

x  x  y 

Est  etiam  (Fig  42)  $  :y=l  :'tang'f>,  item 

V 

y  :  sizzl :  tang  */.  Unde  tang  vzrz  ,  quod  item  (per 

s 

y  N  y  .  s  _ 

szz  )  est  zzzy:-f-  :  atque  tang  uzzz  — -  — 

J  y  Jy  U 

1 

V 


L  I 


i 
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Quantitates  tangentis  T  .  normalis  N  et  subnor- 
malis,  e  Alis  rectanguiis  prodire  patet. 

Sed  si  consideretur  ,  qualisnam  curvae  ductus 
ante  et  post  punctum  tactus  sit:  erit  ( Fig  43  ) 

•  ^  r  s  Hh  x  j 

s  ;  :  y+  «  ;  et  hinc  ce~  —  ;=^-h 


ZJl  ~y-{-xy»  Sit  yzzz  (A  )a?  ;  erit  (per  Taylorianum 
s 

paulo  inferius)  y=:(A)  (  **+■  x)=.  (A)#-f  i  J(A)x  -f 

V-  .  X3,s,  1  "  £  2  y  3  3 

«i2(A)*+~  ^  '  -~y+*yJr  “  y+-^y  -* 

et  summa  terminorum  2  priorum  =ry-f«;  itaque  si 
terminus  sequens  m  sit ,  (quod  fit  si  derivata  2da 
»-<  sit)  curva  ductum  infra  tangentem ,  si  vero  de¬ 
rivata  2da  *J<Ta  sit ,  supra  tangentem  e  puncto  ta¬ 
ctus  incipit;  quum  quemlibet  terminum  nisi  o  sit, 
summa  omnium  sequentium  majorem  fieri  posse 
demonstretur.  Si  vero  derivata  2da  imo  et  postea 
sequentes  o  fuerint  ,  prouti  prima  quae  non  o  est, 
>J<  vei  t-<  est  ,  curva  versus  abscissam  convexa  vel 
concava  erit.  Idem  et  ante  punctum  patet.  Erit 
nempe  ibi  $  :  y^z.s~^x  :  #"+co' ,  et  bine  y"- fw'=s 


y—iy,  atque  (A )  (x—iy. 


■y- 


■xy  + 


'«  n  9 

X  -  4 


r 


X3  3 

ym-m 


et  bine  si  derivata  2da  non  sit  o 
et  ramus  ad  laevam  concavus,  si  >J<  ,  convexus^ 


2  ^  2.3 

et  w  sit ,  erit 
? 


2 


si  vero  y*^o  ,  et  y  non  sit  o  ,  atque  sit  ex  gr.  >J< 


? 


.  3 
X 


eru  ad  dextram  incrementum  +  —  y  ?  a(i  laevam 


autem  oppositufh  ejus,  atque  idem  eveniet,  si  deri¬ 
vatae  ipsi  o  aequales  in  derivata  numeri  paris  de¬ 
sinant  ;  erit  itaque  post  punctum  tactus  ramus  ad 
dextram  convexus ,  ad  laevam  concavus.  Vocatur 
ejusmodi  punctum  flexus.  ' 

Patet  etiam  ,  quod  si  derivata  2da  sit  functio 
coiti  valoiis,  nec  o  aut  OC  ,  inflexionem  non  esse; 
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quia  si  valor  is  ijr  sit,  linea  utrinqne  convexa  ,  si 
hh  utrinqne  concava  erit.  Si  derivata  2da  sito  aut 

O0  ,  vel  sub  formam  ’ veniat,  pro  valore  certo 

a  ipsius  *;  accipiatur  tum  una  vice  al¬ 

tera  vice  autem  x=a — pro  w  tpvo  et  quantum¬ 
vis  exiguo  *,  et  quaeratur  pro  his  valoribus  ipsius 
x  num  rami  e  fine  ipsius  x — '-ct  ,  utrinqne  conca¬ 
vi^  aut  utrinque  convexi  sint ,  vel  unus  concavus 
et  alter  convexus  sit. 

Dantur  etiam  alia  puncta  singularia  :  nempe 
si  duo  rami  ad  certum  punctum  tangente  commu¬ 
ni  gaudeant  ,  et  aut  utraque  aut  una  tantum  con¬ 
vexam  faciem  alteri  obvertat,  dicitur  prior  cuspis 
Imi  generis ,  posterior  2dae ;  et  cujusvis  duae  spe¬ 
cies  sunt,  prouti  versus  abscissam  convexi  fuerint 
rami,  aut  concavi;  pro  cuspide  Imi  generis,  tan¬ 
gens  inter  utrumque  cadit  ,  pro  altera  non.  ( Fig 
45,  46,  47,  48. ). 

Si  plures  rami  tangentibus  ad  idem  punctum 
diversis  gaudeant  ,  vocatur  punctum  multiplum  % 
quod  fieri  posse  manifestum  est,  si  functionis  plo¬ 
res  valores  (ex  gr.  per  radicalia)  fuerint,  qui  pro 
certo  valore  ipsius  x  (disparentibus  ex  gr»  certis 
radicalibus)’,  ad  unicum  redigantur  ;  uti  exempla 
ostendent.  Pertin  ent  vero  etiam  cuspiues  ad  pun¬ 
cta  multipla :  at  cuspidis  ramus  uterque  tangente 
eadem  gaudet  ;  et  dantur  ejusmodi  puncta  multipla, 
ut  rami  ex  eodem  puncto  prodeuntes  diversis  tan¬ 
gentibus  gaudeant ;  est  autem  omnibus  punctis  mul¬ 
tiplis  commune,  quod  ordinata  quae  ad  tale  pun¬ 
ctum  est  ,  derivata  quoad  omnes  ramos  inde  pro¬ 
deuntes  non  una  gaudeat,  uti  quaevis  alia  etiam 
ordinatarum  plurium  eidem  puncto  respondentium. 

Dantur  etiam  puncta  izoluta  dicta;  ditur  nempe 
functio  talis',  cujus  ex  gr.  a  valore  certo  ipsius  a* 
usque  ad  certum  (aut  in  00  )  ?  nonnisi ^  pro  certo 
aut  certis  valoribus  detup  vaior  rcalis;  atque  si  ta¬ 
lis  valor  o  sit,  y  ^punctum^ abscissae  ibidem  ricter® 

urinetur.? 

hl  * 
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EXEMPLA.  Imo  Si  ordinata  y  sit  m h^ax- ;  erit 
pro  b  ^vo  et  a  vo  linea  versus  abscissam  con¬ 
vexa  ,  et  concava  si  a  *+  sit,  et  quidem  utrinque 
ab  x=zo  incipiendo  ,  tam  pro  x  ijve  quam  pro  x 
»—  ve  incipiente  ;  excummtque  dno  rami  utrinque 
aequaliter  ,  ordinatis  crescentibus  in  OQ  ;  transibunt 
autem  per  axem  ad  distantias  a  capite  abscissarum 
aequales,  si  a  ++  fuerit,  ubi  ax2~—b,  quum  ibi 
y—o  sit  ;  ac  tangens  erit  axi  parallela  pro  x^r.a. 
Nam  derivata  lma  ( quae  breviter  J  atque  ita  2da 
dici  potest  Ja)  est  2 ax  =  o  pro  xzzzo  ;  ®1"  autem 
—  2®  ,  quod  >£i  est  pro  a  >J<vo  et  ^  si  a  »-«  fuerit  , 
««leoque  linea  in  casu  primo  ex  x  =,  o  incipiendo 
versus  abscissam  convexa  ,  in  altero  concava  erit. 

Patet  vero  ©)2  esse  pro  quovis  valore  ipsius  x 
-pvum  pro  a  >j*vo  et  pro  a  *hvo;  interim  post 
ax  —6  pro  »-»  a  ,  transeuntibus  ramis  in  alteram 
axeos  plagam  ,  erunt  hi  ad  partem  axeos  illis  re¬ 
spondentem  convexae;  at  ut  ita  loqui  fas  sit,  id 
quod  lactei  axeos  superiori  concavum,  inferiori 
convexum  est;  concipiatur  axis  deorsum  sibi  pa¬ 
rallele  ad  distantiam  d  moveri  ;  quaevis  ordinata 
incrementum  d  capiet  ,  et  pro  6  fiet  bfd  manente 
curva  ;  atque  J2  pro  quavis  abscissa  infra  curvam, 
etiam  pro  parte  antea  infra  axem  cadente  *-«fiet, 
et  curva  versus  superiorem  axeos  faciem  concava 
serit. 

«i  4  ;  ■  > 

Est  autem  linea  haec  plane  parabola,  (Fig  44) 
si  axis  a  vertice  parabolae  ad  distantiam  £  suma¬ 
tur  ad  axem  X  Lria  ;  nempe  si  Y2=  pro  pa- 

lametro  ,  et  Y=#  atque  ^:=3+X;  est  y— 

h"*t(ZX*s 

*>  t  *  m 

2do  Si  yzzz5-\-&3y  prQ  #==0,  inflexio  est.  Nam  «  — 
Sx2-  et  j3=:2.3a?,  quod  pro  x ,  >J<,  pro  wvuia 
est,  adeoque  pro  ijt#  curva  ultra  &~o  forma  con¬ 
vexa  ,  et  concava  pro  — i  x  incipit.  Est  autem  tan¬ 
gens  parallela  pro  x^zo\  quia  ;  est  quidem  tunc 
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et  J *=o  *  sed  si  x  crescat  aut  ^ye ;  fiatque  &> 
vel  i-t  quanto  vis  minus,  prius  dicta  valent. 

3  2  2 

3ti6  Si  y=b\x  2  ,  aut  y^b\x  3  ,  aut  — x  3  , 

orietur  pro  x=o  cuspis  Imi  generis  ;  primum  dat 
C  Fig  45  )  ,  sequens  dat  (Fig  46  )  ,  tertium  exhi- 

3  -J- 

bet  (Fig  4 7  )  ;  nempe  J  prioris  est 


T  * 2  ’ 


quod  pro  x^zo  fit  o  ,  adeoque  tangens  axi  paral- 

1.3  _1 


Iela  est;  J 


2.2 


x 2  ,  quod  pro  x  =  o  fit  QO  ,  at 


si  pro  x  ponatur  )}<  w  quantovis  minus;  fiet 

cujus  duo  valores  sunt,  unus  >f«  alter  w ,  alio  quin 
aequales  ,  et  prior  denotat  convexitatem  rami  su¬ 
perioris  ,  qui  e  valore  >}<vo  ipsius  x3  ipsi  6  ad- 
dito  generatus  est,  posterior  concavitatem  rami 
inferioris,  qui  e ^l^x3-\rb  factus  est.  Patet  quoque 

pro  ordinatam  l^x3  imaginariam,  at  pro  6-f 

_2_  - 

x  3  sive  sive  w  sit  #,  ordinatam  unicam  respon¬ 
dere  abscissae  cuivis  ,  et  ab  x~o  utrinque  aequa¬ 
liter  excurrere  ramos  j  est  vero  pro  boc  casu 

n  zL  2 

1  x  3  =:  — — ,  quod  pro  fit  .00  3  efficitque 
3  3*~ 

tangentem  axi  L.riter  insistentem  ;  estque  tum 
2 

3  3  quod  quidem  pro  x~o  fit  00,  at  substi- 


9 


x 


tuendo  (ut  prius  j  w  ,  fiet  pro  a  tam  >J<\ro  quam 
.-vo,  h  vum  ,  adeoque  curva  utrinque  concava.  Pa¬ 
tet  vero  ,  quod  si  in  expressionibus  ipsius  y  po¬ 
natur  x — a  pro  dicta  pro  x=a  fiant. 

2 

ta  pro  «-r=:o, 
-4 

|  r 

!»  'v 


4to  Si  vero  yzzb—x  &  ,  J  pariter 
tangentem  item  Lrem  dabit,  sed  J*  erit 


4 
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ab  x~o  incipiendo  utrinque  ,  adeo  que  curva 

utri nque  versus  abscissam  convexa. 

5 


Sto  Si  3  prodit  pro  x—o  ,  cuspis  2di 

generis ,  et  tangens  axi  parallela ,  (nempe  ad  di¬ 


stantiam  o J.  Nam  2#4’ 


JL 

X  2 


et  J2=24- 


5 


a;  2  ,  atque  prius  fit  o  pro  xzzo  5  posteri- 


_ 

2  *  2 

us  fit  —2  ,  ostenditque  ramum  utrumque  ,  versus 
axem  ab  x—o  incipiendo  convexum  esse ;  nempe 
abiride  pro  abscissa  d^va  quavis  ,  IS'  duos  vale¬ 
res  habet,  pro  MVa  autem  imaginarium  fit.  At  ra¬ 
mus  superior  e  radice  >J<Va  ex  x5  exsurgens  tantum 
manet  semper  convexus  ad  axem  }  alter  autem  tan- 

8  ® 

tum  eousque  manet  talis,  donec  fiet, 

V  15 


15 


nempe  ubi  J3  fit  =2—  _ {S* 


o 


15  8 

4  '  ~  "  4  *  15 

ibique  inflexio  est  ,  nam  addito  »Ji  os  utvis  parvo, 
et  altera  vice  subtracto  w  e  valore  dicto  ipsius  x, 
erit  pro  vice  prima  J2  wVUm  et  %  pro  altera;  nem- 

„  ~  15  .  8*  ,  v  15,  8S 

pe  2**  ^  Hvnm  et  2%<~—iS^ (— 

— «)  ij^vumest;  tangens  autem  non  est  tum  axi  paral- 

3 

Icla  ,  nam  J=;2.(  +  S.(S)  2'  non=o.  Fit 

praeterea  ordinata  adhuc  semel  o  ,  nempe  tunc  es¬ 
se  debet  x2  x5=zo,  adeoque  xs—IS*x5  ,  at¬ 
que  x4^zx5  quod  nonnisi  pro  x—o  ,  et  x=l  fie¬ 
ri  potest. 

6to  Si  -f- x 2 -f  IS' x 5  ponatur  ,  linea  eadem 

pi  odi bit,  cuspide  ad  distantiam  &  ab  axe  exorta,  et 
tangens  erit  ad  distantium  h  parallela  axi  ;  sed 
ramus  inferior  non  pro  transibit  per  axem  , 
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verum  pro  illo  *,  pro  quo  fiet  £+#*=!-■''' x6,  id 
est  h*  -f  x4+ 2x*b^x5.  Ita  in  superioribus  potest 

o  ipsi!  b  substitui,  (Eig.  48). 

7mo  Si  oritur  pro  ^=o, punctum 

multiplum  ejusmodi  5  ad  quod  non  ut  iu  cuspidi¬ 
bus  5  quae  ipsa  quoque  puncta  multipla  sunt  5,  ra¬ 
mi  tangente  communi  gaudent  ?  sed  tangentes  ra¬ 
morum  ex  eodem  puncto  ubi  x> — diversae  erunt 
Nempe  pro  x=o  item  pro  .r=l  et  #=— 1  est  y—Oy 
et  pro  x—lfyv,  sive  pro  x^z  — 1— w  (quantum¬ 
vis  exiguum  sit  «)  valor  fit  imaginarius  ;  nam  „ 
C+-1+-0))3.—  r±*iir«)f  (Sriir®)*  est  w  vuin  ;  cre- 
s tuente'  autem  x  a  o  usque  ad  1  >J<ve  ,  ubique  ordi¬ 
natae  duae  aequales  erunt  ,  una  >J^va  supra  ,  altera 

1—1  va  infra  axem  ;  erit  autem  linea  versus  abscissam 

-1 

concava;  nam  J  «t  =(* a—*4)  »  (*-2*8),  quod 


fit  JL  pro  #=0  ,  disparente  faetore  priore  radi- 

o 

cali  ,  et  altero  factore  quoque  simul  in  o  mutato  ; 
quomodo  valor  Verus  sub  imagine  ista  generali 
quantitatem  quamvis  denotante  latens  jreperia- 
tur  de  eo  statim  dicetur  aliquid  ;  at  hic  ,  mo¬ 
do  iu  casibus  similibus  usitato  ,  factorem  signo  ra- 
dicali  subjectum  eximendo  ,  valor  iste  facile  repe- 

x — 2x3  1  — 2;r» 

ritur  s  nempe 
pro 


,  quod 


l/ {x2 — x4)  *  i/  i.1 — 

x zn o  fit  zz  1— tangenti  anguli  tangentis  (,273)  y 
jui  idcirco  est  =-"  recto,  quum  ibi  sit  tangens 


=  raclso  ;  atque  si  pro  a?' ponatur  <0  quantovis  mi- 
mis  1  et  tendens  ad  limitem  o  ,  ad  dextram  *<ve 
ad  laevam  -  ve,  manifesto  angulus  tangentis,  tam 
pro  ramo  ad  dextram  quam  ad  laevam,  /  \  i  , 

itaque  duae  erunt  tangentes,  ad  idem  punctum 
ipsi  x~o  respondens.  Erit  porro  ®f  (#  %x  ) 


id  est  Jz(a? s — £4) 


(1 — 6x*  ) 


*P7 


x 


■x 


) 


( 


f.r— 2.r3)  ( X — 2.T3  ) 

j/  (x2  -a-") 3  ! 


■»  CmmZw  4 
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1 


) 


|/  (a?* — x4) 


£  1*— 6a;* 


(x — 2x3  )' 


x 


j  ,  ubi  factor  prior  est  pro  valore  >{«vo 


ipsius  J/  (x 3 — x 4)  ,  posterior  autem  *-•  est;  nani 


reducendo  ad  denominatorem  eundem  ,  et  ter  nu¬ 
mmi  ultimum  per  x*  dividendo  ,  fit 
1 — -x  — 6ir  2 -f*6#4 — ( I— —  dx  a-\-4.x/i)  2X4— — 3aj' 


•x  2 


- X 


quod 


M  vum  esse  facile  patet,  (quum  tantum  de  x  f 
quaestio  sit);  est  nempe  tum  x^<^x%  ,  adeoque  etiam 
2;r>2$4,  tanto  fortius  vero  superat — 3x*  ipsum 
2x3.  Est  igitur  linea  pro  ordinatis  >{<vis  supra  axem 
versus  ipsum  concava ,  et  quidem  Utrinque  ab  x~oy 
quia  «■%  eadem  sunt  pro  sive  *£<  sive  w  fue¬ 
rit  ;  pro  ordinatis  ^vis  autem,  erit  alter  factor 

(nempe  ~r~i — )  quoque  itaque  J2erit>{<, 
\P  (a?  '~~~‘X  i 

et  linea  .quoad  faciem  axeos  superiorem  convexa,  seu 
concava  versus  inferiorem,  uti  (  276)  dictum  est; 
nempe  tota  supra  axem  concipi  potest,  axe  deor¬ 
sum  ita  lato  ,  ut  punctum  aliquod  ejus  ad  axem 

priorem  describat  L_mn  i  nam  ^anc  esse  or* 

.  <*  '  •  .  ^ ^  ^  #  . 

dinatam  maximam  statim  patebit.  Referet  bine  li¬ 
neae  istius  pars  quoad  >{<  X  realis  (105J  formam 
signi  00  ;  pars  imaginaria  quoque  facile  patet;  (177) 
interest  quippe  saepius  reale  imaginariumque  ex 
eadem  expressione  sibi  invicem  respondentia  con¬ 
siderare. 

Est  autem  linea  ab  x~o  utrinque  synmetrice 
aequalis;  quum  x*  et  x4  sint  eadem,  pro  eadem, 

quantitate  ipsius  x  sive  t$4va.  sive  atque  pro 

=  f  -—-  utrinque  tangens  axi  parallela  est^icm- 
v  & 


x 


pe  pro  hoc  valore  fit  $  - 


X' 


•2a:3 


{x* — a4) 


o  :  et  sub- 
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■  j'—  M  ^ 

st I tuto  ipsi  x  in  yznl^  { *2— #4)  ,  ordinas 

tam  quamvis  aliam  minorem  esse ,  quam  pro  i+ 
;  nempe  tum  est  y  -j/ pTjjT  —  -j - 

1 

“2~  ;  si  vero  pro  parte  ex  gr.  >{<Ya  ipsius  -x  ad  d£- 

■  ;  “  j  ■  •  ' .  .  -  i  ' 

*j 

xtram  considerentur  ordinatae  intra  *=il< — —  e. 

J/  2  ’ 


rit  »*— «  =  (~2  -»/-(72-«>4=^ 


+  «*—( 


0? 


-f 


f<i5®  4  05' 


2co 

P^2 


■oo 


4  2is^  2  2  p/  2 

1 


-fco4)  =  T — 2«  8-t* 


<  priore  —  est;  nam  2j/2.&9— 2w2 


4jV _ 

i 

w4  vum  est  5  pro  valore  ipsius  cd  minore  quam 
X  1 

j/2  5  nam  etsi  o?  ==  ponatur,  erit  2p/2.co3~ 
2co2?  et  si  valor  ipsius  co  adime  minor  fractio  vera 

i  \’’V 

p^2  aC“ 
2C0S^§W3 


sit,  erit  2co3 2|/^2,w3.  Ita  si  ultra 


X 


ci 


5  1 

i  piatur  r~yr  ~ro:=x  ,  erit  x2 — at4= -  * 

2  4 

2— co4  5  ubi  omnes  termini  praeter  primum,  (qui 

valor  ipsius  x!  *4  pro  x=  est)  ww  sunt. 

8vo.  Ast  etiam  pro  J=  00  .fieri  maximum  vel 

2 

minimum  potest.  Exemplum  superius,  y~fa — x  3 

2 

dat  maximum  ,  et  ^zz5-}-r  3  dat  minimum  pro 
nempe  y  pro  quantumvis  parvo  uz=:x  posito,  do¬ 
nec  co  —6  fiat,ordinatam  ZJ^co  3  atrinque  minorem 

j£r 

dat  ,  quam  £j  o  &  zzz&  $  postea  vero  fient  ordina¬ 
li  M 
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tme  utri  n  que  —  vae  crescentes  in  00  ;  ita  y~bf (  i  ®)  3 
dat  pro  quanto  vis  co  ordinatam  ipso  b  majorem. 

De  quo  tamen  plura  inferius. 

9 no.  Punctum  izolatum  exhibet  f*3 — *2)? 

pro  nempe  tum  y^o  ,  et  initium  abscissa¬ 

rum  solus  valor  realis  erit,  usquequo  #=1  fiat, 
et  tum  item  y~o  punctum  in  abscissa  dabit,  unde 
linea  ordinatis  crescentibus  ramo  uno  superius  ai- 
teroque  aequali  inferius  incipiet;  ab  o  autem 
sive  h  ve  inCX),  sive  4«  ve  usque  ad  j  crescat  Va« 
lores  omnes  imaginarii  sunt;  nam  (t-*#)3  et — xs 
utrumque  **>  est,  (^bx)3  autem  pro  *<!  est  O’2  , 
adeoque  e  hyo  erit.  Est  autem  J 

—  2x) 

(a^-a;2 ' *  1  <I110^  item  imaginarium  est  tam  pro 

#  quam  pro  ^r<^l  ;  nempe  ante  et  post  punctum 
izolatum  incrementa  imaginaria  sunt.  Esi  autem 
6.r— 2  (3x2~~~2x)2 

4  ~  %S\x3—x  ■)  ‘lis'  {  x3—x  ‘J3  '  ’  qnod  ],i  0 

aliquamdiu  tantum  wYma  est;  nam  multipli¬ 
cando  per  21/ (x3~— erit  0^—2— 

X*> - Xz  »1 

6r* — 2-r — 6#-j-2 — (9x*—6x4“d)  _3#2 — 2x—2 

i  ~  -i 

quum  sit  ?  x— -1  >Js  est,  adeoque  tantum  de 

numeratore  quaestio  est;  et  facile  valor  reperitur  , 
usque  ad  quem  crescente  ;r  ultra  1  ,  3x 2 — 2x-r—‘£ 
semper  postea  autem  semper  ij<  est;  itaque  eous- 
que  lineae  ramus  superior  concavus  postea  semper 
convexus  erit.  Est  nempe  3x*—2x~~2 pro  x  = 

(Per  resolutionem  aequationis  quad- 
raticae  inferius  tradendam  ,  et  substituendo  quoque 


,  ubi 
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7^2 

patet)  ;  qnod>l  ,  nam 


est  ;  dicatur  a  $ 


et  addatur  prius  hm  tum  »J*w  ;  erit  3^2— 2v — 2  = 
3(a — 0;)' — 2(.a — co)— 2— 3a3— 6<rw  —  3co2— • 2af2co  —  2; 
sed  3 a2  — 2 a — 2=o  erat,  et  co(2— 6ct) — 3co2^yum 
est,  quum  a>I  sit.  Si  vero  ponatur  a+w ,  prodibit 
_ 2)+3co25  quod  est»  Itaque  inflexio  est, 

lOmo.  Sint  denique  adhuc  exempla  ad  subtan- 
gentem  finitam :  Parabolae  pro  parametro  p  est 
11  " 


y—p  2 


1 


1  -1 


'x  2  ,  et  J  —  —  2  ^  2  ;  adeoque  subtan- 

2 


gens 


:i> 2  * 2  -'"y 


-t 


•j9  2  x2  =2#,  quod  ad  verticem 

fit  0  ;  et  derivatae  ibidem  valore  CO  to  reddito  ,  an¬ 
gulus  tangentis  ,  tangenti  GC  tae  respondens  rectus 
est. 

Si  y  ==  a*  sit,  quod  lineam  logarith  micam 
exhibet,  in  qua  abscissae  logarithmi  ordinatarum 
quoad  basim  a  sunt*,  est  J(a*)-=a*  J  log  )  (  .199)=: 
x  log  r  log  ©,  (dog  ®  quoad  e  intelligendo  p» 

158)  unde  s  — ;  et  subtangcns  pra 

y  a*  iog  a  log® 

quovis  x  est  constans  ;==:  modulo  systematis  ,  cujus 

basis  a  est  (163).  Pro  ®  —  e  fit  log  ^  =1  ,  et  1$ 

est  etiam  tangens  anguli  quem  tangens  cum  axe 

facit— 1  pro  x=o  \  nam  e°  log  e=l,  et^  angulus,  ipse 

est  diixtid  us  rectus  ;  atque  dum  x  >f<ve  /— v  00  , 

tang  y\li  tangentis  Qp  ,  adeoque  /\  i!  ( p&r 

y\  angulum  et  per  R  rectum  intelligendo)  ;  si  ve* 

'adeoque  tang 


o 


fitque  axis  au¬ 


ro  x  ^  ve  A— N  00  ,  tum  e 
An  tangentis  o  ,  et  A 

symptota. 

Nempe  si  detur  talis  recta  qua  pro  axe  sum* 
ta  ,  dum  abscissa  a-o  00  9  ordinata  0  (adeo* 

que  non  fit  o  p.  29)  :  dicitur  li  asymptota  lineae 

MM  * 
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7 

generatae.  Sermo  hic  tantum  de  asymtota  recta  in 
plano  est. 

Posset  quoque  dici  :  si  inter  rectam  QO  tam  11 
?t  ramum  r  Jineae  cujuspiain  ,  nulla  recta  cadat, 
quae  sufficienter  producta,  aut  cum  neutro  quid» 
quam  ,  aut  nonnisi  punctum  unum  utrique  commu¬ 
ne  habeat;  tum  It  dicitur  asymptota  ipsius  r  ,  si 
nihil  cum  r  commune  habeat;  si  vero  punctum 
commune  habeat  ,  tangens  audit. 

E  definitione  priore  patet  ;  quod  si  linea  ab¬ 
scissarum  .  et  angulus  ordinatarum  ita  accipi  queat, 
ut  a  certo  valore  »  abscissae  usque  ad  certum  va¬ 
lerem  /3  eundo,  ordinata  / — ^  GO  priusquam  abscis¬ 
sa  .=  /3  fieret  ,  pro  abscissa  ==.p  vero  fiat  (X)  ;  or¬ 
dinata  ista  asymptota  erit.  Nempe  et  ordinata  huic 


quam  proxima  secabit  curvam.  Exfgr.  si 

x 

eundo  a  valore  certo  ex  gr.  1  ipsius  x  usque  "ad 
,  fit  priusquam  x=o  fieret  ,  y  omni  dabiii 
majus,  et  pro  x^o  fit  GQ  ;  et  quicunque  fuerit  an¬ 
gulus  ordinatarum  ,  recta  e  puncto  ubi  x~o  est, 
ordinatis  reliquis  parallela,  asymptota  lineae  per¬ 
aequationem  dictam  generatae  est. 

Sed  pro  valore  ipsius  x  crescente  in  GO  ,  re- 
£ta  Q  00  ta  ad  axem  ex  initio  abscissarum  Liis  ex¬ 
plorandae  asymptotae  inservit :  nimirum  quaevis 
recta  P  in  eodem  plano^,  est  aut  ipsi  Q  parallela, 
aut  ad  certum  angulum  v  secat  eam  s  et  quidem 
ad  certam  distantiam  A  ab  initio  abscissarum,  aut 
supra  aut  infra  axem  ,  aut  in  axe  pro  Z=o.  Si  v 
rectus  sit,  ordinatae  ipsius  P  omnes  aequales  erunt. 
Ordinatae  curvae  et  rectae  P,  dicantur  y  et  Y  pro 
^  SSSG  fl!16«  v  non  sit  rectus  ,  P  seca¬ 
bit  axem  ,  ad  certum  angulum  u\  qui  (pro  angu¬ 
lo  oi dinatarum  recto.)  ipsum  v  ad  rectum  comple- 
bit,  (per  v  duorum  angulorum  deinceps  positorum 
minorem  intelli&endo^  ~ 

Nisi  vero  asymptota  ad  axem  [_»i*  sit,  (quo  in 
$}H$k  n,ece?s®  s  a  valore  certo  ipsius  x  usque  ad 
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certum  ?  ordinatam  curvae  fieri  dito  quovis  majo¬ 
rem)  :  talia  Z  ei  u  quaerenda  sunt,  ut  Y — y  a  cer¬ 
to  valore  ipsius  x  incipiendo  in  QO  nunquam  fiat 
— o  ,  sed  a- — \  o. 

In  (Fig  49)  est  s  :  y^s— x  :  z  ,  et  hinc  z~y — 
x £y  (propter  s~  JL~)  ;  erat  vero  i.y^z  tangenti  il¬ 


lius  anguli ,  ad  quem  tangens  axem  secat  ;  et  hinc 
si  (dum  x  a-~\  qo  )  '«a-a  Z  ,  ac  j y  a-—'  tang  u  , 
erit  Z — (y — x  tang  ?/)  >-a o.  in  (Fig  50)  item  est 
K:Z— K-fariY,  et  K*.  Z™  1  :  tang  u  ;  atque  hinc  K= 
Z 

- ,  et  Y=z  Z  +  x  tang  u  ;  unde  Y — «—Z+.r  tang  # 

tang  u  ° 

— yzzzZ — (y—x  tang  //)  ,  quod  ut  plane  dictum  est, 
/'—‘A  0o  Consequ.  21  asymptota  est. 

Exemplo  sit  hyperbola  aequilatera  pro  axe=l, 
i 


1 


-1 


ubi  y — [x2Jc.v)  2  ?  J  ™  ( x^  f  )  ( x 2-j"  a  )  2 

2 


a;  -f- 


l  +-L 


2** 


quod 


1  dum  x  a-a  GO  ; 


X 

itaque  tangens  anguli  z*  est  1 ,  adeoque  w—  dimi¬ 
dio  recto,  Z  autem  =— ;  nara  — x^y  zz 

JL 

1  (x-h  Jx  X2fx — Xr 


y  ^x2fxj 
,  quod  a 


|/ \xz  +  #) 

1 


(  XS  -f  07  J  2  '  2  *  W”  2  — 

1 

- - i — —  ,  quod  a-a  -07"  dum  .r  o-*-\  00  . 

2lX(i+  —  j 

Si  igitur  tam  zzzzy — *x^y  quam  iy  '  limite  non 
CO  to  gaudeant. ,  recta  per  finem  ipsius  Z  ad  angu¬ 
ium  qui  ipsum  u  ad  rectum  complet  posita,  asym- 
piota  erit.  81  u~o  sit  ,  manifesto  y — •xjy  a-~a  y 
— Z  ,  f  atque  tum  ex  Z — (y—  x  tang  u)  ,-a-a  o  ,  fit 
Z — y  a-a  o»  8i  Z— o  esset  ,  poterit  ord;na(a  quae¬ 
vis  constante  b  augeri,  ut  i~b  fia  .J 
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Si  vero  %  asymptota  sit,  ramus  idem  nulla 
alia  gaudet.  Nam  quaecunque  alia  recta  sit,  sive 
parallela  ipsi  li  sive  non,  si  ordinatae  hujus  cum 
Y  et  y  iisdem  ^abscissae  punctis  respondentes  Y' 
dicantur  ,  Y'— rY  5  adeoque  Y' — y  non  a**"'  o. 


Imo  demonstrari  etiam  potest ;  pro  x  A-—\  00  , 
asymptotam  nonnisi  tunc  esse,  si  nec  %  nec  A y 
/~r\  00  ;  uti  aplicatio  ad  alios  casus  ,  ubi  curva 
versus  axem  convexa,  atque  et  Z  infra  axem  ca¬ 
dit,  facile  ostenduntur;  sed  ne  figurae  multipli¬ 
centur,  rem  attigisse  sufficiat. 

Ex  gr.  In  parabola  pro  parametro  ;  est  y~ 


x  I 

x  2  ,  et  -  ,  quod  atque  z=y~™x£y 

X 


x — 


x 


IS 'x 


2j/  x 


,  quod  v  00  ;  itaque  tan¬ 


gens  ipsam  %  ad  distantiam  data  quavis  majorem 
ad  anguium  recto  quam  propissimuni  secat ,  ten¬ 
dens  eo  ut  axi  parallela  fiat  ,  quod  tamen  ad  di¬ 
stantiam  omni  dabili  majorem  ,  id  est  in  nullo 
loco  determinato  fieri  potest,  ut  ibidem  asympto¬ 
tam  praebeat. 


Exhiberi  quidem  linea  pro  quovis  finito  Z  ,  et 
angulo  u  potest  ,  cujus  ibidem  asymptota  sit  ;  si 
nempe  y^z  Z  +  x  tang  co  sit,  (per  t»  functionem 
ipsius  x  talem  intelligendo  ,  quae  \ o  ,  dum  x 
a  00  )  ,  tunc  enim  y — x  tang  u  =:Z  +  »  ,  et  y — x 
tang  u  Z  ,  atque  tum  Y— y^Zfx  tang  u—  y 
Z — (y — x  tang  ii)  a— n  o.  Et  facile  patet,  ordinata¬ 
rum  simultanearum  lineae  pro  qua  y — x&y  a~~\  00 
differentiam  non  tendere  ad  o,  ut  asymptota  ea¬ 
dem  gaudeant.  Ex  gr.  pro  casu  praesente  parabo- 

i 

late,  Zfx  tang  -x  2  —  00  (pro  quovis  Z). 

ViL  Sed  per  superius  (279  )  promissum  ali¬ 
quid  de  vaiure  quoti  duarum  functionum  u  et  y  , 
dum  pro  x~b  ,  uiraque  o  fit ,  adjiciendum. 
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Si  pro  quovis  &  sit  atque  a  certo  va* 

lore  a  ipsius  antequam  x~b  fiat  ,  semper  sit 

U 

- —  ,  pro  vero  u  fiat  =o  5  et  v^o  ;  valor 

v 


quoti  verus  sub  forma  quantitatem  quamvis 

denotante  latens  reperitur  sic. 

Ex  n~vz  sequitur  +  (249 J  ,  quod 

pro  x~6  fiet  quia  tum  v~o  ;  atque  hinc 

$5  =  *r— ,  si  non  sit  iterum  Ju=o^=. J®  pro  x~h* 
4v  K  x 

Si  vero  utrumque  ©  fiat  ,  operatio  dicta  iterum 
atque  iterum  repeti  potest» 

Ex  gr.  Formula  summae  seriei  geometricae  pro 
exponente  x  3  et  numero  terminorum  p  atque  ter- 

cc  cc  f*^ 

mino  primo  ^a3  est  - — - -  5  quod  pro  a;  =  1  fit 

X 1 


©_ 

© 


,  series  autem  est  a+a-f «  •  atque 


J(ax^ — a)  pax  , 

est  =  'J~y“==:p^  pro  ,  quae  pla¬ 
ne  summa  vera  est. 

Ita  si  3=—- — ;  fit  hoc  quoque  ~ —  pro  x~ a; 

o 


J(a* — x  ~  )  — 2x 

at  -V- — — 7  ~2c&  pro  a?=a; 

j(a— —1 


qui  plane 


Valor  venis  est  ;  nimirum  eousque  semper  a  +  x 
fuit  quotus  ,  (nempe  ^  a  +  x)  (a — ,  ct 
dum  at/ — \  a  ,  quotus  ^ — '  2a  ;  crescente  vero  po¬ 
stea  ipso  ^  ,  item  semper  a+x  fit  quotus  in  00  , 
Uti  etiam  pro  x=a  3  est  2a=ad-x. 

Saepe  evenit  ,  ut  quotus  formam  indu¬ 


at  pro  valore  certo  ipsius  x  ;  atque  hujus  quoque 


(  288  ) 


valor  reperiatur,  reducendo  adformam  ;  nem* 
pe^0. 

VIII.  Hactenus  ordinatae  omnes  parallelae  e- 
rant  :  mentio  etiam  facienda  est  ordinatarum  e 
puncto  exeuntium  ,  pro  abscissis  aut  in  recta  ut 
prius  acceptis  ;  aut  in  peripheria  radii  1  e  puncto 
ordinatarum  communi  tanquam  centro  descripta  , 
ita  ut  via  puncti  a  certo  puncto  peripheriae  dictae 
(pro  principio  abscissarum  posito)  semper  porro 
moti  (sive  »}<ve  sive  t-iVe  incipiendo  continuando- 
que  motum)  ,  determinet  abscissam 

Exemplo  quoad  prius  sit  parabola  (Fig  49  ) 

i 

ubi  y~x  2  pro  param  e  tr  o~l.  Est  kf  x  :  ^^1 :  tang  q; 

i 

et  hinc  k  tang  q-*rx  tang  q~y—x  2  ,  atque  x  — -  k" 

tang  q2  +  x2  tang  q  ~-\r2kx  tang  q%  ;  zrz  e  quo  exprimi 
at  per  q  et  k  ,  atque  expressio  talis  ipsius  *  iu 

i 

y—x  2  substitui  potest,  ut  y  per  k  et  q  expressum 

prodeat ;  atque  hinc  etiam  ordinata  quaevis  aS  pro 
principio  abscissarum  a  et  angulo  q  ,  quum  sit  s 
l/'  [_( k  +  x)2+y2^  per  k  et  q  exprimi  potest,  Ut  in 
expressione  nonnisi  q  sit  variabilis. 

Exemplo  quoad  posterius  sit  Spiralis  Arclii- 
medea  ,  et  Spiralis  logarithmica.  In  priore  est  or¬ 
dinata  y—au ,  in  posteriore  autem  y~au  ;  in  utro¬ 
que  certam  unitatem  ponendam  esse  e  superioribus 
manifestum  est.  Prior  aequatio  eadem  ,  quae  rectae 
pro  abscissis  in  recta  et  ordinatis  parallelis  est  ; 
posterior  eadem  quae  lineae  logarithmicae. 

Fiet  vero  yz=.au—o  pro  u~-o  ,  et  y=^(i  pro 
7/zn  1  ,  et  y zxi  2  pro  u~.z 2 

Ita  y^au  fiet  =l  pro  uzzzo  ,  et  y~®  fiet  pro  * 
a=tl  ,  atque  y=^®s  pro  u  =  2  t^c-.-pro  «= — 1 


v 

\ 


(  m  ) 


de  si  ^  a  >1  sit ,  y  00  \  dum  if*  ma— \  00  , 


tem  y  dum  A-“\  o,  nttnquam  =±  o  fiet,  adeoquc 
nec  Unquam  in  principium  ordinatarum  ,  centrum- 
qUe  peripheriae  radii  1  ;  in  qua  abscissae  u  accipi- 
Untur  ,  perveniet  in  quantumvis  excreverit  abscis* 
sa  u. 

Si  vero  astl,  tum  in  perpetuum  in  periphe- 
'fi a  radii  1  terminabuntur  Ordinatae. 

Est  autem  manifesto  u~  log  y  C  quoad  a  )  si 


Haec  est  illa  linea,  cujtis  evolutam  ipsi  ae¬ 
qualem  esse  laC.  Bernouili  detegens  ,  eam  cum  in¬ 
scriptione  Haec  eadem  mutata  resurgit  sepulcro 
stio  incidi  postulabat ,  ut  quum  semper  renascatur, 
resurrectionis  vitaeque  nunquam  interiturae  spei 
symbolum  esset. 

Quomodo  vero  subtar, gentes  pro  talibus  curvis 
et  reliqua  determinentur,  instituti  ratio  silentio 
praeterire  jubet. 

Lf.  Superius  (p.  183)  et  proxime  C  274)  men* 
tiOne  Theorematis  Tayloriani .  facta ,  exponen-* 
dum  venit.  Inio  Si  a  valore  certo  a  ipsius  x  us*» 
que  ad  valorem  certum  p  ,  sit  pro  iisdem  finitis 

A,B,G  -  -  (F)(#+w)  ^  ) c 

•  •  (sive  ,  sive  tale  fuerit,  ut  evolutio  bino* 
mialis  (  150  )  in  omnibus  terminis  locuni  habeat, 
quod  semper  est ,  pro  o><*)  ,  atqUe  haec  series 
aut  terminata  aut  convergens  sit*  «rit 


Nam  terminis  (per  150)  evolutis,  et  serie  e 
quovis  termino  orta  vertiCaliter  deorsum  scripta  ; 
erit  r 


N  N 
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(F)(*+«3=AfB*6  +  Cxc  - - - 

f  -  -  -)co  / 

-f  1  f  <"  c— 1  )cC.vc~3*-  J“^r 

ws 

f  [fi— 2)C<$— J)  4Bar6-3  +(c_ 2)(c—  l)eCa-c*3--  -)-£j 


Est  autem  linea  superior  =r(F)x,  2da  vero— ca 


Jf  F)x,  3tia 


«J  8(F)x  ,  4ta  =  Jsr  ^3^5  €l 
2  "  2.3 


wF-i  «^(F)#. 
2. «i  * 


Nempe  etiamsi  A-j-B  (x~bo$j&  fC (a? fu Je  •  * 
series  CQ ta  sit;  accipiantur  termini  numero  ceito, 
et  quidem  taii  pro  quovis  dato  N ,  ut  summa  ter¬ 
minorum  illorum  S  dicta,  sit  (F) ( x-f  w) ^S<-^r- <> 

aique  etiam  summa  totidem  terminorum  seriei 
A-fB^  f  Cxc  $  dicta  ,  sit  (F)or— .Pa¬ 
tet  ,  cuivis  termino  lineae  horizontalis  2dae  ut  fa¬ 
ctore  omnibus  iis  communi  ,  ita  porro  cujusvis  li¬ 
neae  horizontalis  termino  cuivis  ,  adjecto  factore 
communi  ad  finem  posito  ;  esse  seriem  verticalem 

cujus  primus  terminus  est  ,  seriem  convergen¬ 
tem  (per  hyp.),  cujus  summa  /— ~\ B(#4*«)^  ,  ita 
seriem  verticalem,  cujus  primus  terminus  est  Ca°‘ 
esse  seriem  convergentem  ,  cujus  summa 
C(x-\-u)c  ,  et  ita  porro  ;  atque  seriei  ,  cujus  ter¬ 
mini  sunt  lineae  horizontales,  summam  A-*"\  A  +  B 
(  #4-  a>)^  -|Cfa:jto)c  -  *  -  (usque  ad  ultimum  ter¬ 
minorum  numero  certo  acceptorum ). 

Sed  est  etiam  =^Bxb  ,  et  cC.r^1  =’ 

,  et  ita  porro  usque  ad  ultimum  ;  atque  hinc 
(  197  )  est  mxh-'  -f  cCxc~l=z  J[B*6  fC/  - J 
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zzjs.  Ita  in  quavis  columna  quivis  terminus  de¬ 
orsum  sequens  ,  derivata  praecedentis  est,  et  quae¬ 
vis  pta  linea  horizontalis  (praeter  factorem  ulti¬ 
mum  communem)  est,  si  linea  prima  non  numere¬ 
tur, 

.r  ,  ,  ,  »aJ8i.., 

Unde  manifesto 

/w-^  S.  Ast  etiam  ipsi  s  ubique  (F)x  substituendo, 
seriei  summa  ad  limitem  eundem  tendit ,  ad  quem 
S;  nempe  (F)(^+co).  Nam  consideratis 

terminis  seriei  utriusque  simuitaneis  ,  quilibet  pri¬ 
oris  per  ei  respondentem  terminum  posterioris  di- 

Js 


VISUS 


1  ;  nempe 


(*'> 


1 , 


Jt  F> 


i; 


nam  si  Js — J(F)#  (pro  dato  quovis  N)  nequeat  fie¬ 


ri  sit  h  maximum  tale  ut  «3^— J(F)o?  sit 


N 


J(F) 


j™;  erit  J  J seu 

(F')v 

(F)a?  (contra  hypothesin  ,  quum  (F)x 

sv 

.  j 

A**~\  ©).  Pariter  patet,  quod  1  *  et  ita 


S 


1  ; 


porro.  Consequ.  quum  etiam  ^  .■ 

/f  -  ^ 

sequitur  (per  154)  etiam  (F).r  +® Jx+ 

J  >(F)z  +  “*  J3(F)*  -  -  -  A-\  (F)  (*+«)• 

fi 

Valet  autem  hoc  de  casu  quovis  ,  ubi  suppo¬ 
sita  locum  habent;  nempe  de  quavis  functionej, 
quae  forma  dicta  exprimi  potest ,  atque  de  talibus 
valoribus  ipsorum  x  et  w  ut  dictum  est. 

2do  Interim  tamen  quaecunque  functio  (Ji)&  fuerit 
serie  analoga  evolvi  poterit ;  et  quidem  juxta  ilU 
ha  Grange  ubicunque  subsistere  libuerit,  valoribus 

NN* 
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£fltnp!e?nenti  maximp  vninimoque  quasi  fipibus  Jn* 
ter  quos  continetur,  assignatis.  {Jnde  quando  com¬ 
plementum  o  dum  numerus  terminorum 

/^>  00  ,  series  converget  ut  (  J30  )a  Est  niim* 

rum  (*>=C 

«cu®+*v(«o+.^J’l4)tf+4!J81^  %  *v  - 

*  ,2.3  2.3  -  -  v 

Jv  {kju  ;  per  (k)o  intelligendo  id  quod  fit,  si 
fn  {k)x  ipsi  x  ubique  ©  substituatur,  et  per^(£)o 
intelligendo  hic  non  derivatam  ipsius  C^)©,  sed 
id  quod  fit  si  in  d(£)x  ipsi  at  ubique  ©substituatur, 
( quod  etiam  ad  ambiguitatem  tollendam  stellula 
praeposita  distingvi  posset)  ,  per  u  vero  intelligitur 
quantitas  quaepiam  a  ©  usque  ad  x  inclusi  ve. 

Nam  (k)x  z=:  poni  potest 


C  &)  (a>— xz ) + #P  *  nam 


(k)x — (k)  (#< — xz ) 


x 


dici  P 
,  quia 


potest ;  est  vero  manifesto  P=ro  pro  z= © 
tum  Qk){x — xz)  fit 

Ita  poni  potest  {k )x~(k[(x — xz J  + 

(k)(x — xz)  +  xzd( A)  (x—xz)  +  xs Q;  nam 

(k)x—(k')(x—xz)—xz  J(&)  (x-r-xz)  J#  .  ^ 

- - - - - — - — - - — .  dici  Q  po- 


X 


test ;  quod  continuari  posse  patet ,  [ut  prodeant 
R,  S,  T - cum  derivatis  ipsius  (k)  (x-r-xz)  ac  po¬ 

tentiis  ipsius  xz  altioribus.  Est  autem  jetiam  Q~© 
pro  ,  nam  ut  prius  expressio  'tunc  ad  (j§)# 

redigitur  ;  idem  de  R,  S  -  -  -  patet,  j 

Hinc  si  ( k)x  constans  ponatur ,  et  derivatae 
utri n que  quoad  z  accipiantur;  erit 

©,=—-*  k)  (x~XZ)f%d(/t)(x - XZ)—X*zJ*(&)(x—‘Xz) 

+**JQ  ;  id  est  o—  -~xz}fx* 

adeoque  J.Q=zzJ*( £)  (*«-** J  •  et 
( k)x—  (  k)  (x — at&J+xS  d(&)  (a:— &% )  + 

S*  (x—xZj. 


(  393  )  ; 

Jt£t  poni  potest  (<£)*=(£)  (*— xs)-!-** 

„  ls  ,  s  ^  *3z2  J2  (*)  (x—xz)  ,  *VJa(*)(*-*s) 

JW  (x-xZ  )  +  - -  +  -573- 

xF’1  zP'1  J F~l(k)  (x—xz)+  xpzP 

3.3  -*•(/>  O  '±.‘i  -  •  p 

Jp(k~\  (* — «•a)f^P+1T;  nam  subtrahendo  terminos  ad 
dextram  omnes  praeter  ultimum  ,  et  divipendo  per 
arPt1,  quotus  T  dici  potest  (ut  anieaj  ;  quod  item 
manifesto  z^o  pro  zzzQ  fieri  debet  ,  summa  cete* 
rorum  terminorum  ad  (k)x  redacta. 

Accipiendo  autem  derivatam  utrinque  quoad 
fiet 

0=  — xJ(k)  (, x #g£el  2(  $)(# — xZ) 

2x*z  x%) — xBzz  ^3(k)  ( x—- x % )  +  3.r 3&2 

+  ~2P  "IT  2.3 

l0,IN,  N  *p*p-1  ^(*)  (*—*«)  + 

- 

p*P  zPml  lP(E)  (x—xx)  —  «ptl  zP  Jpti(&)(x~xzO 

2.3  -  -( p—~ Jl Jp  2f3  ~  -  -p 

+  aP^JT  ;  ubi  quum  primum  par  terminorum  , 


ita  2dum  et  quotumvis  =0  sit,  fiet  JT=— — 

2.3  -  -  -  p 

'  [x — xz),  adeoque  T  = 

^  Jp+1m(^— **) 

J  — —77— — ;  immpe  post  terminum 

— ^  •  n 

«P+1 


complementum  est; 


2.3  -  -  -p 


2.3--  -p 

*  n  *  jj 

f  zP  (*—**). 

Si  jam  valor  ipsius  z  accipiatur  nonnisi  a  o 
usque  ad  1  (incJusiveJ  ,  et  dicatur  (jrH)*M  va¬ 
lor  ipsius  JP^^C  k )  (x-—xz)  maximus  (sensu  aJge- 
braico  uti  pag.  31  ,  ubi  op*— .  ©t  minimus  valor 
eju»  dicatur  Cf+l)*N;  tum  ,pro  nullo  valorum 
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dictorum  ipsius  z  est  f~ ( p^rl  )  %  N  JP^1 

(k)  (x—xz)>  j~ Q»fl)*M.  Sed  (pfl)xM  et 

constantes  sunt,  adeoquc  C/?tO*M 

=^r fo+n*M ’  et /*PG> tn*N  =~wi)*n. 

Consequ.  complementum  nempe  •r?+1T,  pro  »=1 

„  xPn  0+n*M  '  aiPtif^fiVN 

non  est£>-— — — — — et  non  ~ 

1.2  -  - ^2.3  -  .  - 

nempe  tmn 

At  si  u  quantitatem  quamlibet  denotet  a  o  u- 
sque  ad  x%  quum  x — xzxzx(  }~—z ),  pro  valore  ipsius 
a  a\  o  usque  ad  1  accepto  ,  manifesto  per  u  valor 
quivis  ipsius  x —  #%  denotari  potest;  itaque  sub 

continentur  omnes  valores  ipsius 

(k)  ( x—xz)^  adeoque  etiam  et(j»fl)jN. 

Poterit  igitur  complementum  per  xP^  JPt1 

(&)u  exprimi;  ita  ut  si  maximus  minimusque  va¬ 
lor  hujus  quaeratur,  complementum  inter  hos  con¬ 
tineri  pro  quovis  # ,  adeoque  et  pro  con¬ 
stet.  Sed  pro  fit  x — ^=0,  et  ($)  (x — xz)  = 

{1)g,  atque  J(M)  ( x—  xz)=z*l(&)o> 

Consequ.  ('£)x=(i)o+xd(&)o  +  +  ^ 

**>•  ~+  &  ggglr 

Exgr.  Sit  ( k)x~  ( afx)P  ;  erit  hoc  =(J)o  4* 


xJ(Ji) 


O  T- 


X  ■ 

!T 


d*  (Jl)o  -  -  •  + 


2.  >4  -  -  -  v 


u 


nam 


+  PflLZJ2«l‘-2#* - +  A  JVC  ll 

2  2.3  -  -  V 

J‘(6)x  —  (at#)?-* 

JL 


\ 
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.  Uml’  {  k )o  srr;  %% 

Vc  ?  adeoque  x* ( k)o~x  par  ,  —  '  2 

v 

^c.  - -Complementum  ^ 

autem  est^^Lll"  ^_rvtP  O  +  „>«*■*  cuju» 

2.3  - - V 

vaiores  omnes  prodibunt,  si  ipsi  &  valeres  a  ©  U- 
sque  ad  *  substituantur;  eritque  manifesto  valor 

. _ .  p— O-  —  (V— vf  1)  ^-v 

verus  inter  m  et 

Ji.tJ  -  -  -•  V 

xvn(p—  1  )  m  "  ~  ^ (a  -x)FmV. 

2.3  «  *  »  -  v 

3tio  Hinc  substituendo  e  superiori  (F)  ■(#+«),  & 
ipsi  F  ,  et  x  ipsi  atque  w  ipsi  *;  prodibit  for¬ 
mula  eadem  pro  (£)»==  CF)  (*+«),  quae  prius; 

•  '  ,..3 

nempe  (^«^F)  ^4"w)  (iJo-Fco  !)©+• 


M 


-FiL— dvC^)w=s  (F)x  tcodfF^f 


co' 


‘2.3  -  -v 
v 


v 

J2f  F\v  -  -  -  +  co  - _ »'  dv(FJ&  5  (per  u  quantitatem 

^  2.3  -  -  v 

|uampiam  a  o  usque  ad  w  intelligendo;,.  ubi  ter¬ 
minus  ultimus  complementum  est ;  quod  si  -'-^n  o, 
series  convergens  est  ,  alioquin  etiani  maximum 
[ninimumque  valorem  3  inter  quos  verus  eontine- 
;ur  exhibens. 

4to  Quod^complementum  dictum  in  exemplo  prius 
illato  ,  pro"  xO  seni  per  /wn  ©  ,  (excepto  si  p  in- 
eger  sit ,  quo  in  casu  fit  post  aliquem  terminum 
se  m  per  ==o) ;  e  superiori  (  150,)  patet:  attamen 
|Uoad  alios^casus  necesse  est  de  valore  facti  e  fa¬ 
voribus  ,  quorum  numerus  /^-\  00  5  uti  hic 

P  P  .  ..Klliii.)  aliquid  dicere»  * 


v 


I 
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Sint  factores  A,  B,  C---;  erit  ABC --.=2 
e!oS  Af  log  B  - (  163  ).  Itaque  si  log  A+  logJB  -  *  . 

/ —  a  ,  tum  ABC  -  -  v  ea  ;  adeoque  si  n  ■ —  0 

tum  ABC - ' — \  1 ,  si  a=  00  ,  tum  ABC  .  -  _ _ 

CO  ,  si  tt  — *CO  ,  tum  ABC  •  *  -  o  ,  nam  1  di¬ 
visum  per  (e  elevatum  ad  quantitatem  ijtvaw  in  o- 
mni  dabili  majus  crescentem)  * — 0, 

Distingvantur  factores  hi  ,  (qui  singuIi  certiJ 
finito  eodem  minores  sint,  nec  ullus  =>=  o  sit  et 
omnes  >£<ve  afccipiantur)  in  2  species:  Imo  in  tales, 
quorum  quivis  <1  ;  2do  in  tales  quorum  quivis  >1 
(nempe  factores  quotvis  unitati  aeqttales  non  mu- 
tant  factura). 

Lege  faCtoriim  data  *  poterunt  pliires  in  untitti 
mutari  ,  et  si  (praeter  numerum  certum  factorum 
reliquorum)  factores  ,  quorum  numerus  dabili 
quovis  major  est,  ad  Imam  speciem  pertineant  £ 
erit,  si  innumerabiles  ejusmodi  factores  inter  eos 
dentur  ,  quorum  quivis  certa  eadem  fractione  ve¬ 
ra  minor  est ;  factum  ex  iis  o,  adeoque  etiam 
factum  ex  his  et  ceteris  qui  numero  finito  sunt  3 

#  Si  factores  ii ,  quorum  numerus  dabili  quovis 
major  est,  ad  2dam  speciem  pertineant:  tum  si  in¬ 
ter  eos  innumerabiles  dentur  tales,  quorum  quivis 
>1  +  |3  (per  p  quantitatem  etsi  <1  sit  intelli- 
gendo  eandem  pro  omnibus)  ;  erit  factum  N  00  . 

At  si^factores  Imae  speciei  innumerabiles  sint 
quorum  quivis  est>— atque  ab  aliquo  a  eorun¬ 


dem  incipiendo  sequentes  £,  c  ---  crescant  tenden¬ 
do  ad  limitem  1  ,  erit  ipsorum  i'---  quilibet 

ai  1 — a  dicatur  a\  1 — b  dicatur  b' 


JSst  autem  log  azz  log 

,  ‘  a'3  , 


•a  j  —  rog  v1’ 


•a  — 


C  per  162)  ,  ita  log  b  zz  —  b' 


3 
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h'1  b'3  ' 

— - -  ~  _ - &c  atque  primus  terminus  cujusvis 

2  4 

harum  serierum  est  >  summa  sequentium;  nam 

3'2  ,  a'3  a'*  . 

+  *rp - ^2(1 —W) 5  *?Uia  exPonens  seriei  pri* 

2 a'  ■  a  •  3®'  -  ;  •  . 

—  ,  sequens  est  —  et  ita  porro  ;  est 

o  4 

i 

nempe  ubivis  exponens  <ta\  adeoque  summa  seri¬ 
ei  vera  minor,  quam  si  exponens  ubique  a ’  esset. 


mus  est 


Est  autem 


a 


/2 


2(1— a! 


2 

^  quum  sit ;  nam  divi¬ 
or  .....  .  2— & 


dendo  per  est  1  >-7- — -77,  et  substituendo 

2(1— a'y 

ipsi  a,  (pro  as <— -)  est  1> -  ----  .  — -y  ; 

4  4  4 

2— (6 

nempe  1  >  ^ ^  . 

Unde  quum  termini  omnesHvi  sint,  nonni¬ 
si  de  c/-j-  b' 4-  c'-  *  -  quaestio  fit  ;  atque  si  hoc  ^ — * 

00,  tum  ABC  -  -  *  a  6  c  -  -  -  A-^e”1^,  adeoque 
^  v  o:  si  vero  €/+$'f  c*  -  -  -  a-**\  a  finitum  quoddam, 

ahc---  .a— ■n  e~^  ,  et  A  BC  -  -  abc  -  -  A— s  p^*»  finitum 
quoddam  ,  si  factum  e  reliquis  factoribus  quorum, 
numerus  certus  est,  P  dicatur;  signum  facti  au¬ 
tem  e  signis  factorum  liquet. 

Si  vero  factores  innumerabiles  speciei  2dae  sint, 

2 

quorum  quilibet  est  «<1  atque  a  certo  a  eo- 

ti 

rum  incipiendo  sequentes  5,  c  -  -  -  decrescendo  ten¬ 
dunt  ad  limitem  1;  et  a — 1  dicatur  a\  b — 1  dica¬ 
tur  b'  t/c;  erit  ioga= log  [  —  1)  j  —  Jog  ( 1 +«')== 


/  «/2  (  ^/3  *  I  /  //  °'S  b'3  r  , 

« - 2  r  ~4~' *  *  **  ua  1  °o  ^  ^  T  +  V  *  ”  *  L  c ; 


erifqae  <f ut  prius)  et  hic  cujusvis  seriei  primus 
major  quam  summa  sequentium,  etsi  omnes  >^vi 

O  O 


(  298  } 


essent;  est  autem  rA-f  //  -  -  -  >J<vum,  atque  si  - 

A—-  a;  tum  pro  a  finito  ,  abe  ---  tendit  ad  e  ele¬ 
vatum  ad  ^vmn  aliquod;  nam  etsi  omnes  sequen¬ 
tes  termini  wvi  essent  ,  summa  eorum  ab  a!\b'\c'-  - 
superaretur.  Si  vero  a'fb'-\cr-  -  -  /— \  00  ,  lum  abc-° 
quoque  fit  omni  dabili  majus;  nam  terminus  2dus 
seriei  logarithmura  ipsius  a  exprimentis  ,  est  ma¬ 
jor  summa  sequentium  *h  vorum  ;  et  idem  terminus 

est  minor,  quam— -tia  pars  prioris,*  nempe 

jJ 

./2 


a 


/4 


■  4 


f  i  — a1 2  ) 


est  ]>  summa  **  vorum  post 


a 


tium;  nam  per' al2  dividendo,  est~7— 

2 


1  (2> — co)2 


s e quem 

*i> 


3 

43?  3 
5  ubi 


(2-u,)2-,  .  ,  ,  (2 —  uj)  s 

— Jh  quia  hoc  est— —2 — - to 

3  ,  4.3*— 4(2 — ix> ) 

numerator  est  <^4  ,  et  denominator  20.  Idem  de 
b  et  reliquis  patet.  Porro  quum 


a 


<% 


2  a' 


2  b* 


<  ,  .•  itaque 

3 « 2 


» .  •  est-  .<-*•  — 

2  <  3.2 ,  2 

a'  2  f/  2  c‘  2  O 

+  -j- 4  -<T^C«'+^'+ Unde  qimm 


9. 


summa  omnis  nnyi  sit  < 


2(V-  +  //2+c'2-.  -) 


2 


et  boc  sit  <C~~-  («'-M1  4V---)  ;  manebit  additis 

3 

2  -a' 

seriebus  omnibus  ,  majus  i^vam ,  quam  ^  (  a' 4-6' 

c' — ).  Conscqh,  si  a^b^.c'  ---  /*—’■>  GO  ,  etiam 
-  ?  -  A~->  GO  ,  adeoque  et  ABC  -  -  -  abe  -  -  / — \  GO  . 
5to.  Aplitando  boc  ad  theorema  binomiale  (140), 
posito  a^=  1  y'  erit  ( 1*4-jk7 J‘u  zr{/t)o  +  J(/i)o  4“ 

3C  -  »  k)  O  -  -  - 


2 


+JS _  <JV  C  kjtt  --1+-Y+  a4  dJZll! 

k.3  -  -v 
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Q-  vtOflt»)»*'' 


V  1 


*V(>— i).  0~2^ 

+  ~~~2  3 

et  ultimus  terminus  complementum  est;  nempe 
in  nullis  terminis  potentiae  ipsius  1  sunt  adscri- 

ptae  ,  quamvis  proprie  J(k)x  fuisset  pflfaO^"1, 

adeoque  J(k)o  =  pCl  +  o)^"1.  Erit  autem  comple- 

mentum  istud  pro  quovis  p  sive  sive^vo,  si 

a<[l  fuerit ,  semper  tale  ,  ut  A— \  o  ,  si  v  a— \  co  ; 

uti  superius  demonstratum  est:  at  apjicetur  ad 
1 ;  unde  aplicatio  ad  alios  casus  patet. 

Sit  p  vum  et  >1  ;  erit  coelficientis  /;ti  for* 
mula  *  ,  (si  factores  tfcve  accipi- 

1  *m  p 

antur  ,  et  p'~ — p  sit)  ;  ubi  factor  quilibet  est  >0, 
nam  p'  >  1  ,  at  — *  “  1  ==I~^T‘  7 — '  °"  Sit 

**  id  quod  a  dictum  erat,  erit  h  — .  et 

p  *  pf  1  ’ 

u'"|-/>4,l  e.  ,  p'”— - 1  7  p' — ■  i 

c  =  - — — ■  ^c;  atque  a'  =  - ,6'=-—-  c'  — 

p  +  2  /?  *r 1 

_ i  11 

t  r_9  *#  g  J/  t  «  _ A  i  ^  \  ^  *-  1  x- 


atque  =Ci*'—U  (Jfi+FF*  + 

-  -  )  ,  quod  /■—■'"‘n  QO  ,  quum 


1 

/>t3 


1  1  1 

T+  3  +  4 


_ GO  (153).  Itaque  quum  potentia  ipsius  c& 

in  boc  casu  neque  augeat  neque  minuat  ;  comple^ 
mentum  continebitur  inter  quantitatem  omni  da- 

bili  majorem  per  (lfo>^'v  ~l  multiplicatam,  atque 

eandem  per  (l+l)^~v  (quod  omni  dabili  minus  fie¬ 
ri  potest),  multiplicatam. 

Aliud  est  ,  si  x<l  sit,  tunc  enim  (  HI  )  V 
ita  accipi  potest,  ut  quum  totidem  factor  js  $  siid, 

fliiiZilliJL  sit  <1  ;  atque  postea  quilibet  factor 
P 

0  0  * 
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a  • 

certa  eadem  fractione  vera  minor  maneat.  Nem¬ 
pe  pro  p  ^  vo  ,  est  formula  joti  factoris  *J<y€  acce- 

pti 


1  r  3  ^  r  TU  5  J  WAIIf  MJtA 

.  xiyf—lfp)  — 1)  f& 

,  _ .  =- — - — —  ,  ubi  patet  quod 


P  P 

X  C  kf  *  1  ) 

■ — -  decrescat  crescente  |?  ,  (sive  p'  >  1  sive 

p'<;i  sit)  ?  et  o  ,  si  p  /-*—*%  GO  ;  unde  factor 

'  #  ;  est  autem  p'- — 1  >j<  pro  p')>l  adeoque  fa¬ 

ctor  decrescit  ,  tendendo  ad  limitem  x\  Si  itaque 

r 1 

fractio  vera  /=#f%  ,  et  — - - —  <*X  fiat,  erit  in 

P 

posterum  quivis  factor  <Zfy  consequ.  factum  o. 

k 

At  si  &\>X  ,  ex  gr.  o;=z:~-pro  4>-  4,  ut  ( p. 

252^  dictum  est,  incrementa  semper  crescent:  nam 

juxta  literas  ejusdem  paginae,  erit 

r  1  '  04-1)4 

>  i  +  s  et  quidem  (ex  gr,  pro  k  ,  h  i^vis  ) 

prius  erit  minus^ vum  pro  e  >J<,  vel  e-*  et  <!1,  et 
certo  dato  semper  minus  pro  e w  et  1*,  Oro  e= —  1 

k 


exceptio^est ,  ubi  semper  constans 


h 


ma¬ 


net),  Reducendo  nempe  ad  denoin.  eandem  ,  fit 
numerator  prioris  (rc4-  1)  (^f3)42f(e— -ii)  (/*  +  3)£4, 
posterioris  autem  fit  (/rhl)  (m+3)&2_  + 

(wfOCe — n — 2)4£  ;  unde  deletis  aequalibus,  manet 
pro  priore  ,  2 kh( e — ?i)  et — j2i4(/z+l)  pro  posterio¬ 
re  ,  quod  utrumque  >-*  est ;  nempe  «  dfc4  est,  ita 
4>  4  modo  ij<va  sunt  ,  (et  facile  .pro  k  ^  vo  mutan¬ 
da  mutantur)  ,  e — n  vero  <  est  pro  e  *—  vo  5  si  ve- 
to  e  tj*  sit ,  poterit  n  ita  accipi  ,  ut  e- — n  **  sit. 
Est  autem  e — n  semper  <  //+1,  si  e  >£,  aut  ^  et 
<1  sit.  Consequ  pr0  hoc  casu  ,2 khU—n )  est  < 
•*— 244(/*+l )  . 

8i  vero  e  -<  et  )>  l  fuerit;  tum 6 — est  >  1  et 

n  -f-  i 
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decrescit  (143  )  ,  ac 
e — mii 

vum. 


1,  Sit  >J<  co  utvis  par- 

__e  *f  l"f&? 


pro  ,  ,  ^  — ( 1+w)  ;  neuipe  si  n  ~  ■— 
r  n .  +  i  — 


w 


"V 


esset  substituendo  patet  fieri 


e — n 
u^l 


‘=  — (1  +  w); 


poterit  autem  pro  e  >—  yo  et  ^>1  ,  tam  parvum  acci- 

^>4-.  | 

pi  co  ;  ut  e  f  ltw  **-  adeoque  - — —  ^  sit ,  ut  \r 

ior  ipsius  n  >J<ve  prodeat  ;  atque  quivis  in*fger 
^vus  valore  isto  major  ,  valorem  ipsius  <*>  mino- 

rem  dabit  ,  quum  -r  decrescat  et 


u-jr  i 

Est  autem  1 — (1  +  eo)  -r—=  — 

.  ti  1 

k 


^  — 1. 


/i 


;  ubi 


5  adeoque  h-~~k  w  est  5  e-  ^  dabiii  quovis  mi¬ 
nus  fieri  potest ,  atque  s«  termino  sequente  fit  mi- 

nus  ;  et  — ™  est  quovis  termino  sequente  minus. 

h 

6to.  At  pro  4-=l  ,  si  e'  (denotans  oppositum 
ipsius  e)  sit  <Ci  ;  erit  formula /Hi  factoris  — 

—  i  +  ;  ubi  /— \  o  C^um  p  00  )  , 


V 


P 


adeoque  factor 


1 5  sed  est  semper  ^  1 ,  quia 
e'— 1 

e'—  i  hh  est,  fit  autem  - —  crescente  p  minus, 

p 

adeoque  factor  major;  et  superius  ar,f6'fc'  -  -  -  pro 

1— e'  1 — p'  1 — e'  _  _ 

hoc  casu  erit  ==—  +  ‘  ‘  -  — 

(l-*0  (“~+-|l+j^2--05  quod  A^cc.;  «on- 

sequ.  pro  hoc  casu  factum  A-*~\  o.  (297) 

Itaque  complementum  seriei  ipsius  y.1+1)**  ^e' 
<rt>  binomrali  evolutae  continebitur  inter  factum  di 


(  302  ) 

clum  ,  (quantitatem  quae  omni  dabili  minor  red¬ 
di  potest)  per  (l  + 1  ye~n (quae  item  dabili  quovis 
minor  fit)  multiplicatum,  et  idem  factum  dictum 
per  (Ifo)  multiplicatum. 

Idem  patet  de  e  >{<vo,  sive  1  sive  =1  sive 

^  '■  f  |  ~^j| 

<(l  sit;  nempe  formula  factoris  /;ti  est—  - 


/  T-  | 

y  *^I  ,  quod  accipiendo  fit  1 
Cium  (  pxius)  a~ 


iJ 


v 

;  et  fa° 


o. 


7mo.  Q*od  vero  series  ipsius  (lfl;  pro  e  ^ 
et  y  1  divergav;  subsidio  criterii  elegantis,  seriei 
convergentis  receptius  ab  Oliviero  detecti  (nuper 
mihi  communicati  >  facife  patet:  nempe  si  u*n  sit 
terminus  generalis  M?riei  ,  cujus  omnes  termini 
>^vi  vel  omnes  h- vi  sini  atque  nM*n  o  dum 
n  00,  tum  series  convergit,  et  si  prius  non 

est ,  series  di  vergit,  (pro  terminis  decrescentibus). 

*► 

Construatur  series  accipiendo  summas  parium 
oppositorum  se  invicem  excipientium;  nempe  in 

(  1  +  1  )e  pro  e  hvo.  evolutae  ,  erit  terminus  prf- 
mus  1  ,  sequens  erit  w ,  et  tum  +*,  item»*,  >{< 
summa  primi  et  sequentis  >J<Yi  ,  ac  summa  se«- 
quentis  Kvi  et  *  vi,  et  ita  porro  dabunt  seriem, 

cujus  terminus  quivis  “tus  exprimi  per 


(  e+1)  e(e — 1 )  -  -  -  (V-  ??,') 


3*-  -  (//+1)  («  +  2 J 


poterit  ;  nam 


2  termini  proximi  per 


-  (e — tt)  (  e* 


e(e — !)--«  C&—n) 


e(e—l)  . . 

2  .  3  ~ 


2.3--* ( n +  1 ) 
?n» —  1 ) 


et 


<9+iy^+2j -  «xprimf  possunt;  et 

Iioruni  summa  es*  f0(»^2f  e--n—i) 


a.  3 


[«+ 1)  («  +  2) 


■*  s v 
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—  JL y  *  “J-Cf — !i2_Lfii2  -  erit  autem  ter  mimis 
2.3  -  --  (  /z+1  J  0+2) 

iste  novae  serici  -7—' “tus  ;  et  substituendo  ipsi 
n  in  n.u^n  et  valorem  dictum  ipsius  n^n;  erit 

( ^4*1 )  ( ?/+  2)  c(  c —  0  "  -  -  C  e — 11  )  _  1 

2  (u  +  2j  2-3 .--(/*+ 1)  *  4 

(O+J) 


2 


est  constans, 


/z+2 


1  5  et 


o— '  00  (p.  299). 


A-*-\  00 ,  quia 

i  r' 

e(e—  1  >  -  --  Ce — n) 

2.3  -  -  -  0+1  ) 

JVempe  2  terminis  proximis  constructis,  fit  ex- 

ponens  seriei  -  ’  I111  Pr0  e  <  2 

erit  <1,  adeoque  termini  decrescent.  Pro  — 2  au¬ 
tem  est  constans ,  et  pro  2  fit  )>  1,  et  termini 
crescent. 

Consequ.  serie-  binomiali  rite  exprimi¬ 

tur,  excepto  si  et  non  <J  sit,  quo  in  casu  non 
aJiter,  nisi  complemento  addito  valet.  Nimirum 

1 

8yo.  Si  —1  fuerit-,  erit  (  1H)"1  fietque  qui¬ 


libet  Jactor  jnus 


•p\  1 


P 


plementum  continetur  inter  tOO .  +  o) 

v-1-71-  v  ±  I 


'  9 

/  » 

X  ;  atque  coin- 

mm‘‘\rmTb  —  c  «4—*  i 

^ —  JJ  l 


,  quod  o  ;  nempe 

-1-2 


et  £-i.  ( i+i) 

(Itl)"'1  — 1  —  I  +  (tompl.  inter  l(l  +  o) 
lfl  +  1)”3,  nempe  inter  1  et-~~j )  ;  ita  (1+1)- 


—  1  +  1+  (compl.  inter— 1,  et*-^  ).  Quod  igituc 

,  r  V-  i  '  1 

nullius  valoris  est. 

9no.  Superius  (pag.  2!2j  in  (  1+*  J"1 , 
ponendum  est;  si  ex  gr.  — l=w  ,  pro  co  +  vo  ut- 
yis  parvo  valebit  formula,  atque  integrate  erit 


(  304  ) 


^  I  Zj 

7T-  -t  -3- 
3  0 


-  - ;  at  si  w 


o 


(  1 - co  3 


*  , 


(  ! — M  )3 


to 


A— “V  1  Crc.».;  consequ.  C p.  154)  dum 
o  ,  adeoque  £  /*— \  1  ,  tum  1  — 


3  0-5 

-4- — 


1  1 

atque  1- — — -f  "  —  -  simul  cum  arcu  ipsi  «s  ibi- 
o  a 


dem  respondente  ad  limitem  communem  tendunt. 

NemPe  i  _  -i-+ -j-  _  -L . . .  ~  2(_L  + 

11 

— -  +  ~‘ - )  ;  et  seriei  parenthesi  inclusae  ter- 

».t  ti.ii 

*  ... 

nmius  wtus  per  — — - .  ■  --7 - -4  exprimi  potest; 

1  (4// — 3^(4^ — i;  r  1 

nimirum  quivis  denominator  est  factum  e  duobus 
imparibus,  quorum  prior  est  numerus  impar 
(2w — 1  )tus  ,  cujus  valor  est  4//— 3.  Per  criterium. 
seriei  convergentis  'Qlivier ianum  autem  , 

o.  Consequ.  series  dicta  con- 


n 


C  4/* — 3  )  C  4w- 


vergit. 


IOmo.  Quod  (  i— -1  )e  attinet;  non  pro  e  $<vo 

solum  valet  fOrnmia  binomialis  ,  sed  certo  sensu 
etiam  pro  t  -\o  valet,  e  sive  sive  =3  sive  y  1 

•st  (i  —  l)e  ~-~r  (pro 

J _ 

(1—  X)b' 

A — \  CO  dum  x  ,r^^\  1;  fietque  etiam 

,  serie  binomiali  expressum  omni  dabili  majus  ,  ut 
stat i m  paieim. 

Kst  nimirum  pro  (1— l)Q=oe  —  o 


i  l 

sit;  nempe  pro  e^yo,  est  Ci— l)e  ~  — , 

oe 

• e )5  quod  —00  ;  nempe  (pro  x  >{<yo), 


e 


e(e—l) 


»  — 


e(e— — u\\) 


o  •  3  •  ■*  *  // 


addito 


2 
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,  .  e(  l )  - 

complemento,  quod  est  inter - — 


-( 


e~—n 


C  l+o  ) 


e-n 


et 


t( e — o  -  -  -  c  n  y 


-  i  n  4*  I ) 
1 

\)e'n 


o 


n-t 


] 


2.3 - (^+1  ) 

adeoque  inter  quantitatem  ,  quae  quovis  d  ab  ili  mi» 
nor  fit  ,  atque  eandem  per  C©  multiplicatam.  At¬ 
que  hujus  complementi  fines  inter  quos  contine/ 
tlir  semper  amplius  removentur  ,  quamvis  series 
,c  nvergat ,  et  complementum  /> — v  o:  interim  ta- 
i  I1|Cn  complemenium  inter  fines  illos  continetur 
hic  quoque,  etsi  ad  illud  aestimandum  nihil  va¬ 
leat  ,  possitque  aliter  facile  aestimari. 

Quod  autem  (1—1  )e  per  seriem  binomialcm 

rite  exprimatur  pro  e  0  ,  patet  sic  :  (1— x)e 
juo  x  (l  rite  exprimitur;  si  x 

—ex 


1  ,  tum  et  x1 , 


X 


1  ;  itaque  et 


— l)x~  <J( 

2  :  2 


•1) 


1,- 

— t/ 

1 1  atque  quivis  terminus 


t 

seriei  ipsius  ( 1 — xf  per  ei  respondentem  termi¬ 
num  seriei  ipsius  (1— L)e  divisus  a — >1;  si  igitur 
demonstretur  seriem  ipsius  (i — l)e  convergere; 
constabit  f per  154)  seriem  ipsius  (1—  x)e  et  se¬ 
riem  ipsius  (1 — l)e  ad  limitem  eundem  tendere, 
dum  x  l;  nempe  series  ipsius  v  1 — 1  )e 


o  ,  quia  (1 — x  )' 


o 


dum 


x 


1.  Con¬ 


vergit  autem  series  ipsius  (1—1  )e  ,  Nam  (  142  ) 
signa  eonsque  alternant,  donec  ex  e  ipso  majus 
subtrahatur,  atque  postea  omnes  termini  simul 
vi  aut  simul  vi  fiunt ;  fiat  hoc  ad  terminum 

mtnm  ab  ^^—^incipiendo;  summa  eousque  finita  est, 

adeoque  abinde  tantum  quaestio  fit,  et  responsio 
( per  302)  facilis  est  ;  namque  termini  seriei  ahiu- 
de  decrescent  ,  quia  ubi  subtractione  ex  e  pruna) 

P  P 


(  306  ) 


.  .  n—rn 

ubi  - —  A — n  1  , 

«T  1 


vice  prodit  fractio  vera  wva,  etsi  id  per  quod  di*, 
viditur,  1  esset,  quotus  <^I  esset;  atque  in  posterum 
exponens  coeffieientiuin ,  quum  numeratori  deno- 
minatorique  idem  addatur  ,  ^  X  manet  ;  terminus 

(« — tftjtus  autem  hujus  seriei  erit  — tttt' - ~ [ 

2.3 - «(/rpl) 

quod  per  n — m  multiplicando  ,  fit 
// — >m  3 - J 

1.2.3  -  -  ’ 

atque  factor  alter  discerpi  in  2  factores  potest,  quo¬ 
rum  posterior  o  ,  prior  vero  finitus  est ,  ac¬ 

ceptus  tam  in  numeratore  quam  in  denominatore 

eousque  donec  ex  e  subtrahatur  i  >  — ,  nam 

2  5 

tunc  1  erit ;  sit  enim  t=.e~ ,  erit  €~-  * 

co.  e+w  e— -&? 

—  “  5  un(*e  pro  quovis  >{<vo  l 


erit 


2 

e — i — l 


m 


<  I  ;  si  vero  e<l ,  tum  jam  e—~  <  l 


est,  Atque  hinc  ,  quum  - — -  ^  1  et  a^-n— *1:  factor 

posterior  A— \  o  (per  297).  Consequenter  totum  fa-, 
ctum  / — v  o  ,  atque  series  convergit.  (302) 

Pro  e»*  vo  (elsi  <1)  estfll1  >  1  ,  atque  hinc 

f - 

—  y  1 ;  suntqiie  termini  seriei  ipsius  (1 — l)c 

omnes  >J<vi ,  et  factum  superius  non  a^—n  o  pro  m—o* 
liaque  series  divergif,  et  summa  / — ^  GO  ,  uti  debet; 

:L  3 

nempe  (I  1J2  =  1:o2  =  GC  .  Complen  cntum 

pei  lojinulaiji  autem  esi  inter  omni  dabili  majus  ; 

et  idem  per  — ~  muifinl 'ca^im. 

o  ' 
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Exgr.  (1 — l)*1  =  l  +  l  +  l  +  l-  --*' 

(1— I)"2  =  1  +  2+3  +  4--** 

(1 — l)"s  -=  1  +  3  +  6+10-  -  «  - 
(1— i)-*  =2  1  +  4+10+20  - 

Quod  cmuinuando  ,  pro  (1 — l)~m  arithmetica  series 
(m — J  )ti  ordinis  (  133  )  prodibit ,  1+1+1  -  -  -  serie 
oti  ordinis  dicta:  nempe  ex  (I  — lj“2  prodit  se¬ 
ries  primi  ordinis;  et  de  quovis  exponente  — •  m 
ad  uno  altiorera  concludere  licet ,  multiplicando 

(1 — xYm  per  (vl — jJ"1,  x  scribendo  pro  1.  Prodeant 
nimirum  ex  (l— termini  1+  A  x  +  B#a  +  Cx3  , 

et  ex  (l — x)*1  totidem  termini  1  f  xf  xt  f  #3  ; 
et  patet  in  facto  eoeificientem  ipsius  x  esse 
IfA  ,  ipsius  x1  autem  1+AfB  ,  et  ljfA+B+C  ipsius 
xd  Hinc  mus  terminus  seriei  ord.  m ti  exprimitur. 

limo.  Sit  adhuc  unUm  exemplum  pro  facto  e 

factoribus  innumerabilibus.  Sint  1  "i  1 +T  ? 

2  4 


Pro  signo  superiore  erit  a?  +  6'+c'-** 


=i-i-  +  -~ — f  -  -  - ,  pro  signo  —  prodit  idem  (p. 

297);  utrum  que  1;  itaque  factum  utrum* 

que  tendit  ad  limitem  certum  finitum  (non  et 
prius  ad  majus^  posterius  ad  minus  unitate). 

12mo.  Ut  vero  dignosci  possit ,  ad  qualemnam 
tendat  limitem  a>Jcb'\c’  -  - -;  partim  comparantur  ter¬ 
mini  cum  terminis  seriei  ,  de  qua  jam  constat  ad 
quem  limitem  tendat,  ut  etiam  (  pag.  299)  factum 
est;  partim  alia  etiam  (praeter  Superius  dicta)  cri- 
teria  serierum  Convergentium  di  vergentiumque  dan¬ 
tur;  quae  quamvis  nOsse  maxime  intersit,  brevi¬ 
tas  llecessaria  nonnisi  supra  laudatum  Olivien anum 


P  P  * 
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prouti  mihi  nuper  communicatum  est  (vix  praefer 
signa  mutatum)  addere  permittit. 

De  serie  tali  sermo  est,  cujus  termini  on  nes 
simili  vi  aut  simul  vi  sunt  ,  atque  termini  sem- 
per  porro  minores  fiunt.  Designemur  termini  per 
1  m r2  -*  -  ra*r  u*[  H*1 )  r\'± )  -  -  -  n^lr  - 

nempe  terminus  ratus  per  ra*ra  ;  atque  ra*(rjj)  -f 
ra*(/d-2)  -  -  -  +  ra^2r  dicatur  R.  Si  series  con  vergens 
fuerit  ,  manifesto  R/ — \  o  dum  >  qq  :  atque 

si  R o,  series  convergit.  Est  autem  ra*2r  < 
quovis  praecedentium  ,  (adeoque  et  quovis  ad  lae¬ 
vam  usque  ad  inclusive,  et  it%r  y  quovis  se* 
quentiiim  (  per  hyp.)  ,  (adeoque  et  quovis  abinde 
ad  dextram  usque  ad  ra*2r  inclusive)  ;  atque  hinc 
<(  R  <[  r.u^r ,  nempe  R  est  summa  r  rerrni- 
norum  ab  t/^r  usque  ad  ra*2r. 

Unde  quum  si  series  convergat,  adeoque 
R  o  ,  atque  2R  v  o  ;  tum  et  2 r  tt^rlr  (quod 
2R  est)  o  ;  conseqa.  n  ponendo  pro  2  r,  erit 
n.u^n  As-^n  o. 

Conversim  quoque  si  ra.ra^ra  A^\o  ;  series  con* 
vergit.  Nam  sit  ra=r.;  erit  r.ra^r  /^— \  o,  sed 

)>  R  ;  itaque  R  v,  o  ;  consequenter  series 
convergit. 


Ex  gr. 


Series 


1 

■v  S 


+ 


ra.  I 

nam  —  non  o  ;  nempe  terminus  ratus  ra*ra  est 

i:  9t 

1 

— -  et  ra,ra*ra=l. 

n 


13tio.  Sit  denique  adhuc  exemplum  ad  ( p.294 ) 

Denotet  (a,t)T  arcum  tangentis  T  (id  est  arcum 
cujus  tangens  T  esi)  ,  ita  (a,i)  (Tfr/)  significet  ar¬ 
cum  cujus  tangens  T+f/  est  ,  atque  (kjg  denotet  i- 
tlem  quod  (a,t)  (T-f  c/ j  significabat.  Erit. 

fk)?=(k>  +  ?•/(/■),  +.  (C 
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+ 


.3J\*)o  -  --  +  <7V'1 


2.3 


Jv'l  (k>  + 


2.3  •-  <v— 1) 

^  (  k  w  *  • 

J  ’  ubi  u  quantitatem  quampiam 


a  o 


2.3  -  -- 

usque  q  denotat,  (k)o  autem  a=(a,t)  (T,ko)~(a,t)T, 
et  significat  id  quod  fit  si  in  derivata  ipsius 

(k  )q  id  est  in  pro  q  ubique  o  pona- 

( quod  =  J(a,tJT,  si  pro  T  variabili  posi« 


tur 


ta  acciperetur  derivata)  ;  eritque  complementum  in¬ 


ter  -7 


JV  (a,t)(Tf 9) 


2  3-  -  -  V 


ei 


V 


JL.  4  «  —  -  V 


Jv(a,t)T 


Sit  x  arcus  tangentis  T  ,  et  a?fa  —  quadranti  ; 
accipianturque  derivatae  quoad  tang  o;  id  est  cota. 
Dividatur  quivis  arcus  de  quo  sermo  erit  (nempe 

ita  pa)  per  11  denoteturque  ™  per  x,  et 

n  r  1  n 


per  i  , 


p- 

• —  per  pz. 

n 


Erit  (k)o~x  ,  et  J(k  o=J#,  ^c. ;  atque  Jx 
(quoad  cot  a)==  sin  a2  ,  nempe  (p.  254)  est  d.r 
cos  x2  d  lang  x  ,  boc  autem  est  zzr  sin  a2  dcota, 
quia  cosazzrsina  ,  et  tangar  =a  cota  ;  Jzx  autem  = 
2sina.Jsina  (quoad  cota  intelligendo  utrumque.). 

Est  atitem  Jsin  a  (quoad  cot  a  J  cos  a.sin  a2 
(p.  253  2  ita  Jsin  a  (quoad  cotpa)  est  =: 

— cos  pa.(sin  pa)  2  ;  at  quoad  cot  a  erit  — p  cos  pa 
sina2;  nam  d  sin  pa  ~  —  cos  pa.Csin  pa  ) 2  deo  t  pa, 

‘sed  d  cot  p*  =  (252),  et  d  cot  * 

7-77772-  5  adeoque  i  §  —sina*  d  cot  *  ;  itaque 

d 

Cper  197 J  substituendo,  7—^^  ipsi  deotu-s, 

(SUI  p^i j  3 

et  tiiin  —sin  a 2  d  cot  a  ipsi  i,  -  erit 
1 — cos  pa.(sin  pa)2  d  cot  pa  g  p  z  cos  pa  — 
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— p  cos  fts.sin  s3dcot  zx  consequ.  Jsin  p?(qiioad  Cot  %) 
est  ^  —  p  cos  \xz  sin  z2. 

Unde  jam  derivatae  ipsius  z  (^quoad  coi  z)  fa¬ 
cile  reperiuimir,  Nempe  ®/.r~  sin  £2  ,  er  aJ*v  z=z 
2  sin  s  J  sin  zzz* — 2  sin  sacos  s.sin  z2~  — s in  z9  .sin  2 
(nempe  sin  z  cos  s-f  sin  z  cos  £:=z:  sin  2 z). 

Ita  *' 3.e— — 2  sin  2  Jsin  3.  sin  2^fa/  sin  2zr.( — sinz*) 
—2  sie-  2$. cos  z  sin  s3  f  2  cos  2s .  sin  3  4  =? 

U2  sin  z,3  .  sin  ‘3z  ;  nam  sin2is  .cos 3  t  cos  2z.  sin 3=5 
sin  3z. 

Si  vero  dv  a  zr:  +T1 . 2  -  -  -  (  y^l )  sin  zv  sin  vz  , 


tum  Jv+Ur  (quoad  cot  z)  est  t“  1.2 - - 

sin  sin  (vf  1  )^.  Nam  differcntiando  quoad  cot  z9 
erit  ipsius  Jv 'x  derivata  z^;  J^1  x  (quoad  cot  z) 

^  j  .  2  -  -  v  sin  zv~*.  cos  £.sin  z2  sin  vz  J.1,2  -  -  (v — 1) 


sin  %V.v  cos  vs.sin  s  2  =  4!  1.2 - v  (sin  vs.cos  3  + 

cos  vz  .  sin  $  )  sin  .2  -  -  v  sin  *v+l.sin  (v*H  )s, 

nam  sinvjs.cos#  t  cosv^.sin*  =  sin  (vf  |)*. 

Itaque  (k)^=  (a,t)  (Tf<7)  *=  C  k)o  +</J  (k  )  0  + 
0>>*  (  k  )  0+  c/3J3(  k>  *•  -  +  r/V  JV(k>/  ^  T 


2 


2.3 


,3  -  -  -  v 


1 

'f*  q  sin  —2  q"  sin  z 2*  sin  2^ 

2. 

mento  ,  quod  continetur  inter 
1,2. -.p,— IV  Jv(a,t)  T  ,  et 
2.3  -  *  •  v 


.  -  addito 


comple* 


U2j.  ■  - «  (  v — 1)  gJ  JvCa5t)(Tt^). 

2.3 - v 

Decrescat  T,  et  fiat  demum  0  ,  fiet  s  3s  qua* 
dranti,  et  sin^=l,  sin  2z~o  ,  siu  3^— — l  , 
sin  J&Ssso  ;  sitque  <7— 1  ^  langenti  dimidii  qua¬ 
drantis  pro  radio  I  ;  erit  (a,t)T=o,  fietque  arctis 
tangentis  dimidii  quadrantis  (pro  radiol),  nempe 
(  k).y  zz:  (  Hjt  )  {T^q)  ==  (Spro  lioc  caiii)  (  a5t)  (o  +  </) 
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1  1  1 

fiet— o+i  £-+—  y 

complementum  est  inter  o  et 
1.2  -  *  -  (v — 1  '  ?vsin  zv  sin  v% 
Ll.2-^Tv 


dum  v  ^ 
ter  factor 


qq  ,  quum  nullus 
i_ _ 

V 


-  C  ut  303  )  ; 

,  quod  a-^n 
sinus  ^  1  sit , 


atque 


o  . 

j 

et  ai* 


Unde  tota  peripheria  est  octuplum  hujus 
seriei,  et  peripheria  per  quartam  radii  (id  «st 

per  -i-)  multiplicata  praebet  aream  duplo  hujus  se¬ 
riei  aequalem  pro  radio  1. 

14to.  Nec  silentio  praeteriri  potest,  quomodo 
Taylorianum  ad  piures  variabiles  aplicetur ;  atque 
inde  diferentiale  functionis  piures  variabiles  invol¬ 
ventis  ,  sit  summa  differentialium  partialium  quoad 
singulas  variabiles  seorsim  (reliquis  constantibus 
suppositis)  acceptarum. 

Considerentur  prius  duae  tantum  variabiles  ; 
atque  (F ){x,y)  dicatur  (u),  et  functio  eadem  , 
si  variabili  x  addatur  u?  ips0  y  constante  posito  , 
dicatur  (U)  ,  atque  si  in  (U)z=*(F>)  (x+  w,  y)  ipso 
a;  constante  posito  ,  addatur  X  ipsi  y,  functio  (U) 
ita  mutata  dicatur  (v);  et  pro  .v,  y  utroque  varia¬ 
bili,  atque  addito  o>  ipsi  x ,  et  X  ipsi  y,  functio 
CF)  (x^ -co,  y+X)  dicatur  V.  Quaeritur  Y  ex  fu)  , 
atque  dV  et  JV  quaeritur. 

Est  (  295  )  (F)  y )  id  est  (U)  =  (u  )  + 

w3  2-,x  3rx:  2‘y 

(u) -j-  7T^r(u)  ^ 1  C v)=(L )  -f  X  ([))  + 


X 


Q 


2.J  \3  3,/ 

( Li )  +  p-  (  c  ) - =  C  F)  ( .riw,  y  +  X  ) . 


Substituatur  cuivis  termino  seriei 
valor  e  serie  priore;  nempe  pro 


posterioris, 
ponat  u r 


/ 
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IjX  jjj  fi  2?#  1,^ 

00  +  w  (u)  i*  —  (u)  -  -  T  ,  pro  X(li)  venit 

1  CC 

.\*/[Cu)fco  (u)  +■ 


2  2,x 


ft)  *  -5'/'  3  2')/  1  8. 

00- -3'  (u)  venit— ^  - 


l,* 


Jr(u)+W(u)  ^  (u) - ]  ,  derivatas  quoad  y  ac¬ 

cipiendo.  Unde  porro  continuando  ,  si  derivata 

vta  quoad  %  derivatae  ptae  ipsius  ( u)  quoad  x  ac* 

v,y 

ceptae  per  (u)  denotetur  ,  est 

1  X  2  x 

(F)  ,  ^fAl—  (u)  +  w  (u)f~  2  (u) - 


2,x 


+  ^  C(w)  +a?  (u)  -f. 


hr 

(u)  +. 


„  -7/  q  l,r 

co  ~  z' \  I 


1?A7 


2,y  2,-r 


2  2, a*  2.3  3,* 

K3  V 


fu)  -  - 


+  4r>)+“  (u)+^-  (“)■+—  («0 

lj  x  2,x  ^  ^  3,a; 


\3  3,^  3,y 

+£-,&«>;  +«(»)+  Vu)+4Cu 

1?#  2  2,^  3, 


q  3  ,y 

W  /”  «T>  ^ 


Quibus  rite  ordinatis,  fiet  (F)  (#fo> ,  ^fA) 


l.x 


hr 


(u)  +  w  fu)  +  A(u)  4-  (u)  +  ”(u)f  coA  O) 

v  2  2  l,ar 


2  -*> 


2,x 


x*  2*r 


Uj 


3,x 


+  ^3  Cu;  +  i?3lUj  +  ¥  S  +  T  00 


X3  3>T 


xe«  f,y» 


2yX 


UX 


Nempe  terminus  generalis  est 

&#  Xv 

772T7|T1IT^v  Ol) ■?  ita  ut  omnes  possibiles  ima. 

P>* 

gines  literai  tim,  inter  quas  nonnisi  w  ,  A  sint  ,  nu- 
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cop 


p,.r 


mero  pfv  positarum  compareant,  at  — - - ~(u) 

1.3  -  -  - 

\v  v  ,y 

si  A,  desit ,  et  si  u  desit  u)  Pona*Ur‘ 

Nimirum  si  ce^  sit  sine  X ,  tum  nonnisi  e  Ii- 
nea  superiore  accipitur  terminus,  eritqtie 

wfi  J*’* 

2.3  .  -  .p '  ( u  J  ^  s*ne  <0  5  tum  Xv  extra  pa- 


renthesim  erit  in  factore 


,  et  factor  socius 


2  3  -  -  -  v 

fejus,  ut  sine  co  sit,  nonnisi  terminus  primus  ejus- 

VylJ 

dem  lineae  horizontalis  erit ,  nempe  (u).  Si  vero 
o?^  Xv  sit;  tum  Xv  nonnisi  in  columna  verticali  ex- 

tra  parenthesi!»  reperitur  ,  in  factore  ~  at. 

que  factor  socius  ejus  complectens  ,  nonnisi  in 

00^ 


linea  horizontali  eadem  erit 


&3--p'  ^U-)' 

r  Hi* 


1  'i  * 

•Vi- 


denter  vero  quilibet  terminus  constat, aut  e  factoribus 

n  v  v  'Y 


co1 


1.2  -  -  p 


et  (u)  aut  ex 


X' 


1.2  -  -  -v 


et.  (u)  ,  aut  ex 


co^  <xv 

ra-.. -v  00  et  r> — 

Manifesto  autem  suppositum  est ,  ! 'Tayloriaiitnn 
tam  pro  co  in  serie  prima  ,  quam  pro  X  iri  serie 
2cia  ita  valere,  ut  complementum  a — \  o  ;  (alio- 
qitin  autem  complementum  et  bic  exprimi  posse.)* 
Lt  differ  enti  ale  prodeat  »  substituatur- — *  x  ipsi  w, 

ct  y  ipsi  X  ;  nempe  etsi  y  independens  sit  ab  x 
quitm  in  quovis  casu  simul  cum  x  et  certa  *quam 

Q  Q 
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litato  ponatur,  dependentia  in  omni  casu  simulta- 
nea  est  (192)  ;  quapropter  y  dici  fp)//jx  potest, 

e  t  y ■  =  (  p  )«x — (  p  )  ( m —  Cx  ;  atque  (F)  (x,y)-(\i) 
diei  (A  )mx  potest.  Quibus  positis  erit 
(A  }mx‘ — (A  )  (m — J)x  ,  nempe  differ  enti  ale  verum 
ipsius  ( FJ  (v;y)  aequale  ei  quod  remanet,  sub¬ 
tracta  ex  fu)  tota  serie  quae  ultimo  prodiit,  ipsi  oo 

ubique  — x  ,  et  — y  ipsi  X  prius  suffecto  ;  nempe 
dum  in  (F)(a?,y)  ponitur  (m — id  est  «x — x  5 
pro  y  ponitur  — l)x  ,  id  est 

( p  )///x — £(p)»*x* — (p)fm — l)x,  id  est  y — y.  Atque 
boe  pacto  differentiale  verum  ipsius  (F jfx^y)  erit 


(u)—  [(u 


l,x  .  hy  £2  2rr 

x  (u)  —  y  (u)  +  —  (u)  ~F 


* 


2 


00--] 


X,x  _  l 
x  (u)  +  y  (u) 


2,X 


(u)  -  -  -  ;  et  facile  patet 


quod  duorum  priorum  terminorum  summa  per  to* 
tum  differentiale  verum  divisa  /— 1  (dum 
« 00  ); ‘atque  summa  differenlialium  partiali¬ 
um  quoad  singulas  variabiles,  sit  differentiale  sen¬ 
su  stricto  ,  et  derivata  quoque  sit  summa  deriva¬ 
tarum  quoad  singulas  variabiles  acceptarum. 


Unde  de  duabus  variabilibus  ad  3tiam  z ,  et 
semper  porro  ad  una  plores  progredi  Jicet:  nem¬ 
pe  (F)  (# ,  y)  dicatur  X  ,  et  (F^(^,y,&)  dicatur 
(ff)(X,*);  erit  d(f)fS,2)  (quoad  X) 

td(r)(X,sO  (quoad  z ) );  sed  d(f)(X,*)  (quoad  X) 
=  dfFJ  )  ,  si  differentiale  ita  accipiatur,  ut 

%  constans  supponatur;  et  d(f)(X,  &)  ((quoad  &), 
—  dfF )(a\y.z)  pro  x,jy  constantibus  positis.  Est 
outem  d(f)  (X,&J  (pro  z  constante)  differentiale 
functionis  duarum  variabilium  .r,  y ;  quod  igitur 
summa  differenlialium  functionis  (F.)  quo« 

ad  x  et  y  seorsim  acceptaium  est,  cui  accedit  et¬ 
iam  differentiale  functionis  ejusdem  quoad  z  ac* 
ceptum. 


(  315  ) 


De  lege  generali,  qua  functio  quotvis  variabi¬ 
lium  evolvitur*,  videatur  ha  Grange  Theorie  des 
fonctions  1813.  p.  130. 

Exemplo  tamen  facili  evolutionem  functionis 
duarum  variabilium  illustrare  libet. 

Sit  (F)  a\bxy ;  erit  (F)t#+w,  ym F^) 

a+  b  (xfco )  (^fX)=:  aJfr  buy  f  bXx  +  boA  ;  quod 

si  — x  substituatur  ipsi  w  ,  et  —y  ipsi  X,  fit  = 
a+bxy—xby — ybx\xyb  ;  et  hoc  si  ex  a-\-bxy  sub» 
trahatur  ,  diffelentia  est  xby+  ybx — iyb  5  quod  § 
xbyi-ybv.  Prodit  etiam  manifesto  idem  ,  sive  ipsis 
.v^y  simul  substituatur  ,  ^-fX,  sive  prius 

tantum  ipsi  x  substituatur  xfco  ,  et  tum  in  hoc  sub* 
sti tuatur  y\X  ipsi  y  ;  nam  si  tantum  ipsi  x  substi¬ 
tuatur  x-bco  manente  y  sine  addito  X?  functio  non® 
nisi  in  eo  differet  ab  (F)  (tf-pco ,  gf+X)  .  quod  pro 
y  +  \  solum  y  sit;  quod  si  addatur,  nihil  differet. 

X.  Superius  (  281  )  mentio  maximi  minimi - 
que  fuit  ;  nec  superfluum  est  Theorematis  Taylo- 
lirini  api  i  catio  nes  quasdam  ,  ad  casus  saltem  sim¬ 
pliciores  ostendere. 

Imo.  Si  functio  (F)x  talis  sit,  ut  pro  x— a  et 
03  dabili  quovis  minore  ,  sit  (F )  (xifwj  <C  (^F)x  , 
aut  sit  >(F)x  ;  tum  (F)a  in  casu  priore  maximum 
in  posteriore  minimum  est. 

0)2J2fF>X _ 

Nimirum  (F)  (a-f  io)=(F)oof<0  J(F)af-— 

co2J2f  F  "|Cfc 

et  (F)  (a — co)=(F)a— 03ol(P)at  •— 

jL 


ubi  pro  cd  o  ,  quivis  terminus  fit  major  sum¬ 
ma  sequentium  ,  (si  is  non  sit  ;=  o,  nec  ullus  fiat 
00  ).  Hinc  in  omni  tali  casu  ,  J(FV  pro  #=a,  (pro 
casu  maximi  vel  minimi)  necessario  =o  esse  de¬ 
bet  :  quum  series  superior  ostendat  pro  incre¬ 
mentum  d-wJ(F)a,  inferior  autem  — o:JCF)a  ,  et 
terminus  uterque  major  summa  sequentium  fiat,  dum 
«  S— >  o  ;  adeoque  si  ex  gr.  tam  w  quam  (F)a 

QQ  * 
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si r  ,  et  pro  a  +  «  incrementum  ipsius  (F)a,  quan¬ 
tumvis  exiguum,  sit  pro  w/ - v  o,  >f«vum  ,  pro  a — co 

eriji  **  vum ;  si  w  m  sit ,  erit  prius  incrementum 
vum  ,  posterius 

At  conversim  si  J(Fm  (pro  x=a)  sit  =0,  non 
sequitur  maximum  vel  minimum  esse  :  potest  enim 
etiam  terminus  sequens  ~o  esse,  iiYio  etiam  po¬ 
stea  sequentes  usque  ad  ptam  derivatam  ;  suntque 
■ermini  pro  paribus  potentiis  ipsius  w  in  utraque 
serie  aequales, pro  imparibus  quilibet  terminus  est  ei 
respondentis  oppositus;  itaque  possunt  si  p  nume¬ 
rus  par  sit  ,  derivatae  eousque  singulae  z=r»  o  sine 
maximo  vel  minimo  esse  ,  quum  in  serie  superiore 
sequens  terminus  (major  summa  sequentium)  op¬ 
positus  termini  illius  sit  qui  in  serie  inferiore  ei 
respondet.  Unde  pro  statu  maximi  vel  minimi,  de¬ 
rivatas  omnes  usque  ad  ptam  pro  p  impari ,  singu¬ 
las  —  o  esse  debere  patet,  et  quidem  ut  sequens  deri¬ 
vata  non  o  sit;^va  dat  maximum  ,  >}<va  minimum. 

Num  vero  maximum  vel  minimum  sit;  substi¬ 
tuendo  co  ut  vis  parvum  tentari  etiam  potest,  eruto 
prius  valore  ipsius  a  ex  Jf  ¥  )x posito  ;  imo  ut 
supra  dictum  est  ,  quum  etiam  pro  J(Fhi?  GC  , 
maximum  vel  minimum  fieri  possit ,  etiam  ex 

,  id  est  =  o  quaeri  a  po¬ 

test;  quamvis  (ut  plane  monitum  est)  conversim 
non  sequatur  maximum  vel  minimum  esse. 


2do.  EXEMPLA  FACILIORA. 

1  Dividatur  x  in  2  partes  a  et  x  *—  a  tales  , 
u*  x(  a~-x)  maximum  sit:  ponatur  «  — x)J~o; 

131 ‘l  J( ax—x2)  =  a—lx  —  o  ,  et  hinc  W— 2x  ,  eA 

x 

azz.  -  r  . 

2 


2.  Sit  in  dimidium 
et  angulum  inscribendum. 


circulum ,  max  mum  re- 
Erit  area  (Fig  49)  rectan- 
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i  i 

guli  =2aO*t  ~  x2)  2  ,  et  liujus  derivata  2 (r* — tf2)2 


-i 


— 2xfl(ra— -#a)  2  ;  et  hinc  rt  —  x*  ~x 2 ;  atque 

/r» 

ri=z.2x*  ,  et  #  = 


1^2’ 


3.  Sit  recta  a  in  3  ejusmodi  partes  6,  x  et 
a — b — x  dividenda,  ut  ex  iis  fiat  maximum. 
Plani rnetria  docet  esse  aream  Ali  = 

s(s — a)  {s — b){s—€)  ,  si  bt  c  latera  Ali  sint, 

et  8  ~  perimetro  sit-  Itaque  pro  s  =~^—  ,  erit 


■(.«■— 6— 


r  a  a  .  .  _  a  x  * 
area  =\  ~  (  — - - x)  ( ~ 

l_  l  £  1_ 

— —  a2  (a — 2b)2  ( a — 2x)2  (25  +  2#— a)2  \  Cujus  de- 
4 

rivata  (si  constans  omittatur,  utpote  quae  ad  ma¬ 
ximum  minimum  ve  nihil  confert,  quum  usque  ad 
finem  maneat  ,  et  demum  aequatio  per  eam  divi- 

-1  i_ 

datur)  erit  —  (oc— 2x~)  2  .  (2&  +  2X-— ct)2  + 

l  a  a 

C <r- — 2x)2  .  (2$  +  2x — a)  2  zzz  o  ;  et  per  (a — 2# J2 

A 

(  2^f2^^— -  a)2  multiplicando  ,  fit  26*p2tf — a=* — 2x  ; 
et  hinc  &x~2cl — 2 b  ,  atque  x  Nempe 

pro  arca  maxima  aequierurum  erit.  Maximum  es¬ 
se  patet,  quum  derivata  2da  sit. 

4.  i$i  /\>li  aequi  cruri  (Fig  50  V  basis  £  quae¬ 
ratur  pro  area  maxima  ;  sit  a  summa  laterum;  erit 
,  i 

r  2  1  *  vT*  ,  « - Z 

y  —  Q#  — *r-~SK  J2  ,  et  —  ,  atque  area  ~ 

-  -4-.  s L  t( «— *)!  — i-* :  i 'l  . 


—«(.i.-2- — —  **;2 


4 
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—  —  (a—z)>—zlt  ]2  =-*-s(«('— 2o«)2  ;  cujus 

i  1  4 

1 

derivata  (factore  —  constante  omisso)  est  = 

4 

1  -1 

(a*—i2a%)ri  —az  («®~— 2«&)  2  5  quo=o  posito ,  inul¬ 
is 

tiplieando  per  (©2 — 2a^>)2  ,  fit  flr — -2&s — az  =  0«> 
et  hinc  a — 3&=  o  ,  atque  ;  nempe  pro  a- 


rea  maxima  Aii  aequicruri ,  A  aequilaterum  est. 


3 tio.  Interim  (ut  dictum  est),  derivata  prima 
00  esse  potest  ,  statu  maximi  vel  minimi  per  id 
haud  sublato :  est  nempe  id  momentaneum  ,  pro 
certo  puncto  ipsius  x  ,  intra  et  ultra  quod  termi¬ 
nato  a-  illi co  derivata  finita  fiet.  Ex  gr.  (p«  281) 


erat  pro  6  i^x$  zzy  ,  derivata  00  ta  pro  x^  o  ,  et 
simul  maximum  pro  signo  — ,  minimum  pro  +.  At 
hic  quoque  valor  ipsius  x ,  pro  quo  hoc  fit ,  repe- 

2  -J  J* _ 

ritur  modo  sequente  ;  x  3  1  , 


3 


i 

3^3 


quod  o  esse  nequit;  at  si  ponatur 
I _  i_ 

1  :ir  i  3x3  rro  ;  prodibit  x  =  o  pro 

3^3“  1 


hac  aequatione  ,  (et  derivata  =00  );  atque  quum  ne¬ 
que  ex  ,  nec  ex  J=GO  sequatur  maximum  vel 
minimum  esse  9  tentari  potest,  num  pro  illo  valore 
ipsms  x  ita  sit,  et  si  fuerit,  quodnam  sit. 

y  ix  monendum  est,  maxima  aut  minima  pro 
pluribus  etiam  valoribus  ipsius  x  dari  posse,  uti 
etiam  maximorum  vel  minimorum  maximum  vel 
minimum  posse  in  certis  casibus  dari. 

XI.  Sit  fas  aplicationetn  Tayloriani  etiam  ad 
varios  tactus  ordines,  et  radium  curvaturae ,  e 
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quo  etiam  conceptus  evolutae  et  evolventis  nasci¬ 
tur  ,  breviter  addere. 

Imo.  Lineam  l  dicitur  tactus  ordine  pto  tangere 
Jinea  L,  si  ordinata  Y  ipsius  L  sit  F>  ,  et  or¬ 
dinata  v  ipsius  l  sit  atque  pro  sit 

(F)a==;(f)a,  i/(F>=J(f)a  ,  J5(F)a—  J2(f>  u* 

sque  ad  JH(F)a==  f>;  et  non  sit 


=  JW(f)a. 

Patebit  rectam  nonnisi  ordine  tactus  primo 
tangere;  circulum  vero  dari,  qui  ordine  tactus  pri¬ 
mo  ,  dari  qui  etiam  2do  tactus  ordine  tangat  cur¬ 
vam  ;  nec  inter  lrnnc  et  curvam  e  puncto  tactus 
ullum  alium  circulum  duci  posse  ,  (uti  nulla  re¬ 
cta  inter  tangentem  et  curvam  duci  potest).  Ra¬ 
dius  illius  circuli  vocatur  radius  osculi  vel  curva - 
turae ,  et  circulus  ipse  osculator  audit;  nempe 
quum  de  quantitate  curvedinis  ad  aliquod  punctum 
p  sermo  est,  circulus  iste  intelligitur. 


2do.  Ponatur  tam  in  (F)ot,  quam  in  (f)a  ,  a|x 
pro  a;  erit  (F)(a4“x)=^(F)a4*  x«/(F)a  4* 

A*J*CP>+  iS(F)a....  et  (fjf.+  x)  - 

2  2.3  v  v 


(f>  +  xJ(0«  +  d2(f>+-X^(0®  -  -  •  Siique  li- 

nea  3tia  A,  cujus  ordinata  z/=(k).r  ,  et  sit  (F).v  — 
(f)-#  ===  (k)#  (pro  ,  atque  J(F)#  =*/(  f  )x  ,  sed 

non  =r.  k  )x,  sintque  (F>x,  (f)#  ,  (  k)#  >J*va;  et 
dicatur  terminorum  (seriei  ipsius  (f)(:r+x)  per 
Taylorianum  evolutae)  post  J(f)#  sequentium  sum¬ 
ina  S,  et  terminorum  (seriei  ipsius  (k)f x-fx)  item 
per  Taylorianum  evolutae)  post  e/(k)^  sequentium 
dicatur  s\  ac  brevitatis  gratia  xj(f)#1  dicatur  J,  et 
x*'(k)#  dicatur 

Erit  J,  J'  aut  utrumque  )}<  y  aut  utrum  que  en  , 
aut  unum  ^  ,  alterum  . 

].  Sit  prius  u.tiun.quc  >J>  ,  .et  pro  w  )j<vo  sit 
k.  Pro  ulvis  nicigno  poterit  x  tam  par- 
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4' 

vum  accipi,  ut  S-<— sit,  et  simul  etiam  s<— 

sit  :  atque  tum  et  >  )fi(  ~);  nam  et#i  S  « 

esset,  ipso  —  minus  destrueret  ex  J;  item 
J'fs  et<  s  r,.  .  J/+J' 

•Jf  X  Hinc  poni  ^ — •«, 

/>f  <7 ,  J  +  S=«-fp  ,  J'f^r=r  b  potest  {  pro  a,p,b,q, 
>I<vis  );  et  patet  ( afp) — b  k  a — esse  (sensu  p.3l). 


Itaque  J 4’ S — 4  (^-f-5^)  ^ 


J — J  - — C*/v+ J ( 

Tv  U 


)  ;  adeo- 


que  si  probetur  posterius  ^vum  et  non  o  esse,  prius 
majus  )J<vum  erit. 

f  $ 

n  *  *| 

&st  Vero  -  — j  — .  - 

j%  L  N  N 

f  2/4-60  (jV— 1>— 2J'  i-  * 

—  — ,  quod  ^  est:  nam 


W 


M'  ~~  W 
co^zzx [«J(f)x — <J(k }rj  ,  quod  =r:x  (h)x  poni  potest; 
( N  —  I  )w — 14' _ .  p(N — l)  (h)x — 24(k  )a?- 

._x  L  —  N 


itaque 


■  J ; 


ubi  in  numeratore  IV  — 1 ,  (h)#,  J(k)^  >{<va  sunt,  et 

(N — 1)  (l*)r  ■>  £i(M)x  est ,  simulae  ( N — 1)  > 

2Jfk)#  ... 

— — : —  accipiatur. 

(  U)x 

Itaque  in  hoc  casu  (f)f:rfx);>  (k)  (^r+x) ,  ei 
linea  3tia  A  infra  lineam  l  e  puncto  communi  p 
cursum  incipit;  et  quum  idem  ad'  Y~(F)^  aplice- 
tur.  A,  infra  L  et  l  cursum  ex  p  incipiet. 

2.  Si  vero  J  et  J'  utrumque^  ]sit ,  et  4^>Jf ; 
pro  serie  ipsius  (f)f^4*xj  majus  w  vum  prodibit. 
jSam  si  n-  va  ^ve  et  >J<Va  ve  acciperentur,  majus 
ijvum  prodiret  ;  atque  hujus  modo  oppositum  pro¬ 
dire  debet:  itaque  linea  A  e  puncto  communi  p 
enisum  supra  lineas  L  et  l  incipit,  quum  eadeiu 
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(per  ,  et  J(F)a:  =  ad  L  aphV 

centur. 

3.  Si  autem  unum  alterum nh  sit,-  ex  gr.  <J(  ** 
et  J  sii  *.  tum  etsi  totum  S  i-«  esset  ,  ipsum  «i 
destruere  non  poterit,  itaque  necessario  pfe  e- 

rit ;  s  vero  etsi  totum  esset,  J'4-s  ++  erit;  ita¬ 
que  (f)#  ipsum  ^¥um  ,  addito  x«J(f)#iS  nancisce- 
tur  incrementum  ifivmn  ,  (k).v  autem  pariter 
addito  xJ(k)#-Fs  imminuetur;  adeoque  X  cursum 
e  puncto  communi  infra  L  et  /  incipit. 

Idem  ad  reliquor  casus  aplicari  evidens  est ; 
atque  simul  idem  etiam  porro  donec  libuerit  con¬ 
tinuari  posse:  si  nempe  (pro  #r=<x)  sit 

j^i(f;»=jh-i(o*1  =  et 

[T)x—(.k)x,  J(f>=  J0O*,  Jj£f)*  =  J=(k)*--- 


J?'1  (t)x  =  J^Ck)*  ,  sed  non  =3  J^(k>  , 

tum  linea  X  per  (.k.)#  generata  e  puncto  tactus  cur¬ 
sum  aut  supra  L  et  i  utramque  aut  infra  utramque 
incipiet. 


3tio.  Sit  L  linea  recta:  poterit  haec  ubivis  fue¬ 
rit  in  eodem  plano  cum  /,  per  C/3  +  x)b  (pro  |3 ,  b 
certis  constantibus)  exprimi,  nisi  Liis  ad  x  veL 
ipsi  parallela  fuerit;  pro  quo  casu  linea  abscissa¬ 
rum  x  ita  mutari  poterit,  ut  L  per  ( j3  +  x)6  expri¬ 
matur.  Ponatur  ( F)*  =  (f>  ,  et  j(F)*==J(f}*  (pro 

x~* );  erit  (fifa)b  s=  (  f)a,  et  S=J(  fja;  atque  quum 


fib  +  abzz( f)a  sit,  est  p  =  — 

o  - 


a/j 

6 


££2 

sliljcc. 


■a 


atque  bine  ordinata  rectae  L,  [  quae  (pro  x—a)  == 
ordinatae  y  lineae  /,  et  quarum  etiam  derivatae 

primae  sunt  aequales]  ,  est  —  [4“- - -fit+a?]  J(f> 

-i±  ( f)a  +  (x — -a  Jd(f)a.  Neque  vero  recta  ulla  alia, 
cujus  ordinata  Y x}c  datur  ,  quae  e  fine  ipsi¬ 
us  y  inter  L  et  /  duci  possit :  n  a  i  n  *PLiffl*flffro 


IUI 
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debet  (  yfa  1  c={  F)a  ,  et  a)c=J(  F|a  esse;  alio- 

cjitin  recta  nova  supra  vel  infra  L  et  /  cursum  in¬ 
cipiet;  e  dictis  aequationibus  autem  ,  y— 13  ,  et  c^6y 
atque  Y'~  Y ,  adeoqtie  recta  prior  L  prodibit. 

i 

Ex  gr.  Sit  y—oc1  (ut  in  parabola  pro  parame* 
tro  =  1  j  ,  erit  pro  x~cl  recta  tangens,  quae  per 

t—t—  —  azzza  ,  et  6  ss-r-~ —  determinatur. 

*4/  a  ’  2^  a 

Patet  vero  derivatam  2dam  ipsius  Y  esse  — 
adeoque  quum  derivata  2 da  pro  nulla  linea 
praeter  rectam  ,  ©  sit 5  rectam  tactus  ordinis  2(^ 
incapacem  esse* 

4to.  Sit  L  circulus  :  quicunque  circulos  radii  r 
sit  iu  eodem  plano  cnm  /,  ordinata  ejus  poterit 
pro  quavis  abscissarum  linea  T  ,  et  quovis  abscis¬ 
sarum  t  initio  %  ,  atque  pro  certis  constantibus 
b  et  a  ,  per-  Sfg^(rs—  ( t— a)2)  exprimi.  Sit  enim 
diametri  ipsi  T  parallelae  distantia  l  a  T,sitque  z 
ordinata  pro  abscissis  e  centro  in  diametro  acce¬ 
ptas;  sitque  ex  gr.  t  uti  (iis  Fig.  51  )  est;  erit 

a)2)  •  donec  vero  t  ab  *  inci¬ 
piendo  in  tantum  excrescat  ,  ut  t  —  a  aliquamdiu 
non  sit r ,  eousqne  (r 9 — (t — &)2)  semper  ima¬ 

ginarium  est.  Beli  qui  casus  quoque  patent. 

At  si  x  ponatur  pro  #,  atque  Y  sit—fFJ*, 
et  simul  J(F)*=  J(f>  ,  atque  etiam  J2(f)x 

(pro  certo  valore  cs  ipsius  # ) ;  r  ©periantur  que  ex 
his  aequationibus  r,  ©,  b  circulum  illum  determi¬ 
nantia,  pro  quo  dicta  locum  habent :  tum  inter  hunc 
circulum  L  et  curvam  /  nullus  alius  circulus  duci 
poterit.  Nam  sit  circulus,  cujus  (pro  x~ »)  .ordinata 
~=(k)x—  ( f)xz^(F)x;  nisi  etiam  «J(k)^rr  Jff)*  = 
•(  I’  kv  9  et  simul  J®(k)x=J2(f)^=rJa(^F]A;  sit;  circu¬ 
lus  novWs  aut  infra  lineam  utramque  L  et/,  aut  su¬ 
pra  utran^que  0cursum  e  puncto  communi  incipiet  ; 
si  vero  hae  n aquationes  locum  habeant,  tres  con- 
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stantes  dictae  eaedem  prodibunt,  modo  stati nfc  fnum. 
6to )  dicendo. 

5to  Extendi  hoc  ad  quemvis  tactus  ordinem 
posse  clarum  est.  Si  nempe  (F)#  —  (f)#,  et  derivata 
(pro  L  et  D  Ima  Imae,  2da  2dae  ptae  aequales 
sint  (pro  valore  certo  &  ipsius  x atque  "aequatio 
ipsius  L  contineat  constantes  munero  (pfl)  :  iae 
e  totidem  aequationibus  dictis  determinantur  ; 
ulla  linea  inter  L  et  /  duci  poterit,  pro  qua  deri¬ 
vatae  usque  ad  ptam  aequales  non  sunt  ;  si  vero 
aequales  fuerint ,  eaedem  constantes  Cet  idem  h) 
prodibunt. 

6to.  Reperiuntur  (in  num.  4to  )  dicta  r  ,  b 
modo  sequente. 

1.  Est  Y=6-f^[r2~ (*— «)2]  =(0*=y- 

2.  Hinc  Jy=^£re_^_0)*j~  5  et 

-2  ;  et  hinc  valor  ipsius  x—a  repe- 


I  a _ _  (x - <7  )  2 


1  —  (# — -«) 


ritur;  nempe  rzJy® — ( x — «)2J#2“~(# — ’^)1 j  adeoque 

rB  Jy2  =  (x — a)*(l  +  ^  2)5  et  (.v — «)2  = 


attamen 


#  _  gjff  . 

*  °  ®  1/  (l+V,>  ’ 

adhuc  expressio  ipsius  «  ipsum  r  involvit  nondum 
determinatum. 

3.  Est  porro  J*y  =  -R  jsp  “ 

| 

-  „  -  ; — -  — — quod  si  ad  deno  minatorem  prio- 

rem  reducatur  ,  multiplicando  posterioris  tam  nu* 
inerat  orem  quam  denominatorem  per  r2 — (v~~a)  e, 
— (x—  a— #•*■}■(#  —  flO2  _  —r® 

fiet  =  ^  [r  ^  ^  K[r#— Ga?— a;8}* 

RR  * 
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V 

4.  Erat  vero  (in  2)  4y 


(x-~  g )  - 
r* — (x — a)2  ’ 


est 


,  n  rJf/ 

cjue  (x—a)  ;  e  priore 

-■=?j/r [_r* — (.r — a)2]  ,  e  posteriore  est  jpL 

*  FTW);  itaque  ^  tf  W >  41  =P%t3^  •> 

5.  Valore  hoc  ipsius  ^[rs— (x — a)2]  in  va» 

_  2 

Jore  ipsius  J*y  =  (ad  fillem 

numeri  3  reperto)  substituto;  erit  J2y  = 


2  r 3 _ _ 

~r  !i^cit^5)3 

3 

{ 1  iJi/  =)a 


l^(l-iV)3 


.r 


;  et  hinc  r  sz 


■V*y 


;  quae  igitur  expressio  radii  osculi  est. 


p.  Constantes  reliquae  «,  £  quoque  reperiun- 
tur  :  nempe  (in  2)  erat  atque 

{ex  1)  est  b=y— j/[r=—  (v—a)'-]  ;  atque  hinc  (in 
valore  ipsius  «  substituendo  valorem  ipsius 

,  erit  «= 


3 


x - 


■fy  ,,  (it^-  )* 

£? Uiffi) '  j 


7^  et  ic: 


o 

— - - —  n  i  (l+h')2  __ 

(IfJy2)  J+K.Ll*‘ Jy^J-y  ~y  +  4-y  * 

7«o.  Notandum  nempe  est,  expressionis  ,  quae 
m  exponentis  deno  minatore  numerum  parem  ha¬ 
bet  ,  valorem  enndem  esse  sive  +  sive  —  ante  ex¬ 
pressionem  ponatur,:  nempe  si  dicatur  2= —j/ 4  , 


4£ikA,-i» 


f 

\ 


325  ) 


g  A 

est  2  alicujus  valoris  ipsius  J^4  oppositum  (107), 

i/ f i+Jm' 

Ita  f  numero  5)  r  potest  dici  - — • 

$vo,  EXEMPLA. 


I,  Est  (Fig  42?  p.  272)  y2=zsv~^j^;  unde 

subnormalis  v—yJy. 

Est  porro'  (normali  N  dicta)  N3  =-  v(s-fv)  z— 
yJ 5  et  N=yj/(1  +  j^2  )  ;  atque  hoc  io 
valore  ipsius  r  posito  ,  fit 


(H-42)2  — x3 

—  y  yd^y 


Atque  hinc  si  yzzx^  (i\t  iji  parabola  pro  pa* 

N3 

rametro  =:1)  ,  est  radius  osculi  — --j  nam  y*!2  y 

”4 

1  J  X  I? 

— - —  ;  nempe  ^8=^2  '5  et  J^=  — a' £  atque  *2y~ 

4  2 

I  -  X  -  —  1 

^ — j-  x  2  > et  y3Ji  y~  — 3- x2  x  2  —  — 4_- 

Ita  ex  aequatione  generali  sectionis  conicae 
cujusvis  facile  prodit,  esse  y3Jy^=; - (pro  pa- 


rametro  p)  ;  a  deoque  radium  osculi  esse 


2.  Si  (Fig  52)  recia  A  parallela  ad  rectam 
B  sit;  et  6az=2,  Lm  ad  A  sit  diameter  circuli;  f$- 
raturque  6  in  B  (prius  ad  laevam),  simul  eum  cir¬ 
culo  :  atque  cogitetur  e  quovis  loco  b 1  ipsius  6  ac¬ 
cipi  ad  laevam  arcus  hr#br,zz  ,  usque  quo  extremi- 


4 
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fas  arcus  aecepu  prima  vice  in  A  cadat  ;  et  idem 
fiat  ad  dextram  :  complexus  omnium  extremitatum, 
ia  quibus  arcus  accepti  desinunt,  dicitur  Cyclois  , 
et  circulus  dictus  genitor  audit.  Facile  patet  vi¬ 
am  puncti  rotae  per  rectam  devolutae  ,  huic  apro- 
ximari 

Est  autem  manifesto  ordinata  y  pro  abscissa 
e  (sinuverso  arcus  rzl^{2v — c1 )  -f 

f  per  (a,w)u  arcum  cujus  v  sinus  versui 
est,  intelligendoj;  nam  [_fca,  et  b^C=b#*6,/,  ita 
que  x  ss  b'b  =  &"*b'=6*c:s(  a, n)v, 

Estque  Jy^z( ,  et  J2y~v~%( 2v~^ — d)3 
Wam  dy  (quoad  v  accipiendo  derivatas)  = 

zi  1 

Jl^(2v— v2  )-M*=(l— v)(2v— «r  )  2+- —  ;  nam 

S1U 

z=  arcui,  cujus  v  sinus  versus  est,  et  arcus  x  de¬ 
rivata  quoad  @inum  versum  est  t —  ;  hoc  autem 
1  sin  x 


-i 


est  — 


^  .  Itaque  Jy  (quoad 


=\/  (  2v—vz  ) 

-l  ^ 

v)  est  =  (1—  v)  (2v^vz  )  2  +  (2v — vz  )  2  = 


2— (2— v)(2^—t’2)2 

<*>-*  > 2  a£=;*-- 

(2-«K" - i 

- =  (  2»-*— l)2  • 


2—» 


-1 


Unde  •J2y=i«r2(2trf— 1  )  2  ;  atque 
3_  *2_ 

ri.-  n+V>  ,  ( if2t)"i — i)2 

L  -  —  j?— ]  = - i 

t>-2  (2®- '—1)2 
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3-3  _t_  i_  a 

22  1)  2  2  2  t^Tir—Q 

«?”2  *  1  "~"" 

€?  2* 


i 

2  2  |/{2 — v)  ;  quod  pro  puncto  6,  ubi  v~o  est  , 

3  3_ 

fit  2  2  j/2  ==22  .  2  2  =2 2  ~4 ;  nempe  radius  cur¬ 
vaturae  ibidem  est  quadruplus  ffadii  tirculi  geni¬ 
toris.  • 

Quod  vero  dx  fquoad  v)  si6  patet  sic. 


Dicatur  v  sin.  vers.  mi  —  sin.vers.  (m — l)x  (nem¬ 
pe  differentiate  verum  sinus  versus  x)  ;  et  dicatur 
(  ut  250)  ^  5  est  t?  =  1—  cos  q  5  et  y  =:!*-—  cos  q 
— (l — 5  COS  (</— x)  =  l“”“  COS  q— (1—  eos  q  COS  X  — ' 
sin  q  sin  x)  =  cos</(cosx — l)4”siu  q  sin  x  ;  hoc  au* 

tem  per  sin  q  sin  x  divisum  /— **\  1  ;  nam 
.  • 

•"N  GO  ;  nam  cos  x^ri—  u  sin  x3(pag 


sin  y.sin  x 


cos  (/(cos  x- — 1) 

250)  (denotante  u  quantitatem  aliquam  inter  o  et 

1 )  ;  'cos  x — 1  itaque  = — u  sii?  x2;  adeo  que  (  - — ^  = 

cos  q 


tang^)per 


wsin  x 


multiplicata  >  oc  ;  atque(251  ) 


sin  q  sin  x  differentiale  ipsius  (0  =Csin  vers.  x)  est  ; 

nempe  v  2  sin  q  sin  x  ;  hinG  autem  sin  x  —  ■  , 

r  —  sin  q  7 

et  quum  sin  x  ~  x  ,  sequitur  x  §  $  nempe 

differentiale  arcus  est  ~  differentiali  sinus  versus 
per  sinum  arcus  diviso  ;  atque  derivata  arcus  quoad 
sinum  versum  est  =1  diviso  per  sinum  arcus  (omni¬ 
no  omnibus  pro  radio  1  intellectis)* 

JL 

Quum  vero  rzz 2  2  |/ (2 — v J  — 2j/2(2 — v)  sit; 
est  (b’ig  53)  r—2 q  (per  q  cordam  arcus  a  circuli 


genitoris  cycloidis  dimidiae  6fa  inteliigendo  ) ; 
nam  2(2— v  >  ,  adeoque  q-=l/  2(2—  v).  Si  itaque 
ex  t  ducatur  ad  q  parallela  a\b  =2 q  ;  terminabitur 
Jia®c  in  cycloide  ,  cujus  summum  punctum  a 
esc  et  circulus  genitor  priori  (adeoque  et  ipsa  infe¬ 
riori  btQ)  aequalis  est.  Nam  a^q  ,  adeoque  'bz=z  q  ; 
sed  utrumque  q  (nempe  cordae  arcuum  a  utri  us¬ 
que  circuli  genitoris.)  et  b~q  sunt  parallela  ;  ita¬ 
que  et  a"  est  parallela  et  ==a',  et  a Hy  L*i s  ad  dia¬ 
metrum  circuli  genitoris  (utriusque^.  Est  vero 

et  quium  est  a'=ta.  Erit  igitur  y-fa" 

ordinata  =  y + ot  ^  itaque  k  punctum  cycloidis  in¬ 
feriori  aequalis  erit. 

Est  autem  a-\-b  plane  normalis  ad  punctura  t. 


Nam  subtangens  s  =ar 

& 


4 -y 


rfz^y ) 


(zfy) 


y  {2v~  l—i) 

ItaqUe  y :  v—y+t 


\/  {2v— v2 )~~Z  7  - - ' - 4  1  ~  :s  3  adeo2uc* 

corda  arcus  6c  est  ad  tangentem  tt  parallela  ;  atque 
lunc  quum  a  et  q  sint  parallela  ,  et  j\  ad  c  in  se¬ 
micirculo  rectus  sit  ,  est  a  L 

Hinc  autem  manifesto  pro  quovis  arcu  z  cir¬ 
culi  genitoris  inferioris,  normalis  ordinatae  respon¬ 
dens  i,  radio  osculi  eidem  respondenti  aequalis  fa¬ 
cta,  atque  ordinata  superius  ipsi  n — z  respondens 
in  eodem  puncto  terminantur.  Itaque  complexus  ex¬ 
tremitatum  normalium  omnium  cycloidis  «inferio* 
iis  ,  radiis  osculi  respondentibus  aequalium  ,  est 
cyclois  superior.  Est  igitur  cycloidis  evoluta  quo¬ 
que  cy  clo  is  priori  evolventi  aequalis. 

Nimirum  si  E  complexus  omnis  puncti  sit,  in 
quo  normalis  aliqua  formae  F  ,  radio  osculi  eidem 
normali  respoiufenli  aequalis  accepta  terminatur  : 
dicitur  E  evoluta  ipsius  F,  atque  F  evolvens  ipsim¬ 
us  E. 

* 

^  1 

autem  fp,  273)  taiig  p —  ==* 


I : 


v 


1)^=1  : i/ 


-v 


V 


i/ i 


V 


% 


Si  vtfro  z 


in  inferiore  circulo  genitore  fiat  —  a,  (a  b  incipien¬ 
do),  ut  fiat  Y  ex  v  ;  erit  tangens  anguli  quem  tan- 
gens  cum  ordinata  facit,  rrl  : (2V- 4 — 1) 

— -  ;  nam  Y  — v.  Est  vero  — -  cotan- 

v  ® 

gens  anguli  illius  ,  cujus  tangens  1/'^-  est;  nam 

2— v 

l  .  .  _ sin  cos  , 

- .  =  cot  (nempe  tang - et  cot  - —  ;.  Ita- 

taisg  cos  sin 

i  •  .  ^ - 0 

que  angulus,  cujus  - tangens  est  ,  angulum 

priorem  p  ad  rectum  complet ,  adeoque  est  =u  , 
et  o-f  b  tangens  cycloadis  superioris  est.  Extendi 
hoc  ad  alias  evolutas  quoque  potest  ,  quum  u=z 
suo  alterno  sit. 

Ingeniose  hinc  Hugenius ,  (qui  primus  pendtf- 
lum  ad  horologiis  motum  aequabiliorem  concilian¬ 
dum  aplicavit),  laminam  et  ad  dextram  ipsi  pa¬ 
rem  posuit,  ut  filo  de  laminis  cycloidalibus  in 
tangente  tenso,  centrum  oscillationis  cycloidem 
describeret:  quum  enim  demonstretur  ad  descen¬ 
sum  de  cyctoidis  afb  (pro  blj>  verticali}  puncto  quo¬ 
vis  Usque  ad  infinum  b,  tempus  aequale  requiri  ; 
sive  ad  majorem  sive  ad  minorem  arcum  ob  in¬ 
aequalitatem  dentium  excurrat  pendulum  ,  isoebro- 
num  in  theoria  manet  ;  tempus  descensus  autem 
per  arcus  circuli  inaequales  inaequale  est. 

Ultro  itaque  suboritur  quaestio :  quomodo  e 
data  forma  F  ,  ejus  evoluta  E  ,  atque  ex  E  ejus 
evolvens  F  reperiatur.  Sed  hoc  tantum  commemo- 
grasse  sufficiat. 

XII.  Quum  superius  (  ISO  )  quaestio  suborta 
fuerit:  quaenam  sit  e  functionum  certarum  genere, 
illa ,  cujus  functio  certa  determinata,  sub  certa 
quapiam  conditione  certa  quadam  qualitate  gaudeat: 
hujus  etiam  (  Calculi  variationum  dicti  )  idea  Ca- 
sibUs  simplicioribus  exponenda  est. 
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Sit.  .?•  variabilis  absoluta  per  n  divisa;  et  sit 
yz=( k).r  (  cujus  derivatae  quoad  vT  accipiantur);  atque 
functionum  sub  genere  certo  contentarum  ,  deri¬ 
vatae  formula  generalis  sit  ex  gr.  /Ky^Atya'  *  -  -  -f- 

B  J/  +B'«Jp'--+  C  yc  Jsd  fC  Y'iyd'...  =X  ; 
nempe  sit  casus,  ubi  in  nullo  termino  factor  alius 
sit,  praeter  potentiam  aliquam  ipsius  y,  potentiam 
aliquam  ipsius  Jy ,  functionem  aliquam  ipsius  x  ? 
et  constantem  :  quaeritur  lalis  functio  y  ipsius  x  , 
quae  si  Y  dicatur  ;  integrale  derivatae  dictae,  sub¬ 
stituto  Y  ipsi  y  ,  maximum  vel  minimum  sit  ,  in¬ 
ter  omnia  derivatae  hujus  integralia,  quae  pro  a- 
I  io  y  sumerentur» 

Ponatur  Yzt  co  pro  Y  (denotante  co  functio¬ 
nem  ipsius  quae  dato  quovis  minor  fieri  pos¬ 
sit  debeatque,  (et  variatio  functionis  Y  dicitur): 

prodibit  pro  JY  tum  JcYfw)— jY-f  Jw,  et  pro  JYV 

erit  (J Y  -f  Joo)v  ;  atque  pro  casu  integraiis  maxi¬ 
mi  minimive  ,  incrementum  totius  derivatae,  tam 
pro  -{-co  quam  pro  —  co  ,  oportet  esse  aut  simul 
vum ,  aut  simul  H^um.  Hoc  autem  aliter  fieri  ne¬ 
quit,  (ut  statim  demonstrabitur)  ,  nisi  summa  co- 
rff  ici  entium  ipsius  co  (in  terminis  ubi  co  tantum  ad 
1  elevatur  ,  nec  derivata  ejus  adest)  N  dicta  , 
et  sumina  coefficientium  ipsius  Jco  (in  terminis,  ubi 
nec  co  5  nec  derivatae  ejus  Jjna  altiores  adsunt,  et 
Jw  in  Ima  tantum  potentia  occurrit)  P  dicta  ,  sit 
Nco-b PJw=o;  N  et  P  autem  prodibunt,  quum  sta- 
tim  pateat  in  derivata  derivatae  datae  esse  N  coef- 
ficientem  ipsius  Jy  ,  et  P  co  eff  i  cientem  ipsius  J 2y 
(tam  j  y  quam  J(jy)  quoad  x  accepto). 

Imo  tunc  etiam  patebit,  esse  N — JP— o  (pro 
statu  maximi  minimive:  atque  ex  hoc  et  data  con- 
unione  eruitur  A  ;  quamvis  eonversim  non  seq na¬ 
tur  ,  maximum  vel  minimum  esse,  (ut  supra  326) 
Inferius  quidem  brevius  ostendetur,  quomodo  N,P  ex 
exohitione  functionis  plurium  variabilium  Taylu- 
jiana  (3J2)  reperiantnr. 
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Demonstrandum  idcirco  venit  luio.  quod  in 
derivata  derivatae  datae  prodeat  NJ//+ ;  si  pro 
Y  ponendo  Y  +  w,  coefficientium  ipsius  co  summa 
8it  N  et  coefficientium  ipsius  Jw  summa  sit  P;'2do 
quod  nisi  Nw+PJw—o  sit,  maximum  vel  minimum 
esse  nequeat.  Sunt  2  variabiles  y  et  4y  \  et  J'(Jy) 
(quoad  x)  est~j2^;  adeoque  (per242et  249)  JX= 

[a\ya~*  +  «'Ay";-1  -  -  -  *  J  Jy  + 

f4B  2yh~l  +  6,B'Jyl’’~t - jJ2y  + 

{cCy°~l  Jycl  +  c'C 'yc'*1Jyrf  -  -  *]  h  + 

\^dCycJyd'1  +  d'Q,’yc'  4yd'~l  ••-i'*2!/  — 

Un(le  N=aA.y  a‘l  - - f-  cVtf1  lyd -  + 

et  P=£B  jy1"1 - +  dCycJyd~l  •  -  - 


Ponatur  jam  y-\-®  pro  y ;  fiet  functio  nova  , 
per  theor  binomiale  evolvenda 
=A(y  t  ®)cb  +A'(^tw)a  -~tB(Jyfa»)6  +B'(^tJw)^  -  - 

"fcc^t00)6  fjy+j®  y*  +  ■---  ^ 

Aya  4-  A 'ya'-  -  *4~  B Jy^  4“  B 'ejy^  -  -  C yc  Jyc^  %  + 

f  aAy a'L  4-  a' My^1  ---•]  «>  + 

[•4B dyb'1  4-  ^'B'*b/^~l  --«-JJte  -f 


(YG yc"lJy^  4-  c'Vyc'  L&yd' •  -  -J  ®  + 

ldCyc  Jyd~l  4-  d,£,yc,Jyd,'1—-‘V,x>  4*  [s  =  sum» 


mae  terminorum,  quorum  quivis  ipsorum  \<o  , 
tanquam  factorem  aut  utrumque  aut  aliquem  «plu¬ 
ries  continet Nam  in  termino  siib  formula 


A  f^4-<*0 

sequitur 


a 


contento  ,  evoluloquc  '  post  aAy  ® 


a{  a — 1 ) 
% 


ua~ 2  co; 


et  postea  scmper  ere* 


scunt  exponentes  ipsius  w; 
to  post  bBjy^Jw  sequis nr 


ita  in 

H,  f} —  1  )  n  j  h- 2 

~2  J 


evoJu- 

J&z  5  et 


ss  * 
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dein  semper  crescunt  exponentes  ipsius  Jw  5-  atque 
si  evolvatur  C{yfca)c  ;  erit  = 

[  Cyc  +  cCy0"1  io  ^C"2  -  -*  3 

[  +  dJy^.Jai-  ubi  non- 

nisi  duo  priores  termini  in  factore  utroque  consi¬ 
derandi  veniunt,  quum  reliqui  potentiam  ipsius 
Jca  aut  ipsius  co  prima  altiorem  contineant;  est  ve¬ 
ro  [Qyc  +  cCyc~l  co]  lJyd  +  diyd"1  Ja>~]  = 
£yCSyd  +  c£yc~l  J yft.  w  +  dCyc  Jy^1  Jw 

+  cd  Cyc~l  Jyd~l  .  ^Jco  ;  ubi  terminus  primus  ad  X 
pertinet,  de  posteriore  qui  co Jco  continet,  quaestio 
non  est,  et  reliqui  duo  suis  locis  adsunt;  patet- 
que  valores  ipsorum  N0  F  esse  qui  dicebantur. 

%  Potest  vero  «>  tam  parvum  accipi ,  ut  in¬ 
crementum  functionis  dictae  dato  quovis  minus 
liat.  Sit  quippe  co zzziv  ,  pro  i  constante  aliqua, 
et  v  functione  quapiam  ipsius  x  ,  quam  prouti 
libuerit,  imminuere  Jicebit  i  iii  terminis  ubi  J<p,  Jco3 

ut  factores  continentur  ,  quoque  aderit  ubique 
constans  i imo  ubi  or  aut  Jw*  y  ud#  £rc  sunt,  ad 
minimum  2da  potentia  ipsius  i  aderit.  Itaque  in 
j  (N^4-P aderit  i  in  prima  potentia,  in  inte- 
grali  partis  reliquae  autem  ad  minimum  in  2da ,  cum 
factore  socio  aliquo  omnino  finito  ( omnibus  lieic 
finitis  suppositis).  Consequ.  pro  dato  quovis  valo- 
re  posterioris  Jicebit  i  tam  parvum  accipere  ,  ut 
a  priore,  (nisi  hoc  ===a  sit) ,  supeietur. 

Pro  statu  m axi oi i  mmimive  igitur  oportet 
_/■(*«>+ pj*  )  —  o  esse  :  nam  secus  accepto  una  vice 
4^,  alteravice — prodibit  una  vice  id  quo  ab  integ- 
rali  isto  reliquum  exceditur,  >f<ve  et  alteravice  ve, 
adeoqtie  nec  maximum  nec  minimum  locuto  habe¬ 
bit. 
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Est  autcin  )  formae  «  +  j3u)  fpro  » 

constante)  :  nam  J( af/3u? 13 Jo?  +  tu  Jj3  ;  ubi  N=Ji 3  , 
et  P^=j3  ,  atque  IrinC  WP— Jp  et  i\ — JP  =  «Jj3 — Jp 
=  0. 

Pariter  si  adessent  QJ*«?  +  lW3c0,  (nempe  si  in 
expressione  superiore  ipsius  derivatae  datae,  deri¬ 
vatae  altiores  ipsius  y  occurrerent)  ;  patet 

(N  +  esse  formae  a-pj3u>4“/J‘2? 

-p  ;  nam  hujus  derivata  est  /Wu?-PiWj3-pyJ2u>  p 
Jw.Jy  -p  dJ3u>+  J2iv.JS  ;  ubi  esset  N=J(3  ,  P~ , 
Q— y  +  JS  ,  H  =  <5  ;  atque  hinc  ff— JppJaQ — = 
Jp — jp— «I  -p  J  2yfJ3d—(J96=  o . 

EXEMPLA* 

Quaeratur  aequatio  ordinatae  ^  pro  abscissa  inde¬ 
finita  t ,  aream  datam  longitudine  minima  clau¬ 
dens.  Concipiantur  y,  aly  quoad  /r  expressa  ac¬ 
ceptaque  ;  et  consideretur  res  prius  in  pla&o.  . 

&  0 

Dividatur  x  per  n  ,  denoteturque  *—  per  x,  at® 

u 

que  fwto  x  respondens  pars  abscissae  sit  (ui  193  ) 
t*mx — l)x  ,  dicaturque  t  ,  (atque  t  et  x  si- 
inultanea  sibi  invicem  respondentia  intelligantur. 
Erit  x  ~  V*-  C  265  )  ;  longitudinis  lineae  vero  diffe- 
rentiale  (ipso  Ay  quoad  x  expresso)  esi  (262) 

JL  1 

(t5+d^2)2  =( i  3  +  ^2.x2)2  ,  quod  si  y't  Vubstitua- 

i  _  . 

lur  ipsi  x,  fit  i(lfy2%2)2  ='~(lf^2J^®)2  ;  «t 

iJ 


“yOfyty*)2  dicatur  V. 

Cujus  si  (ut  dictum  est)  derivata  accipiatur  ; 


er 


it  JV: 


ydyJ2y 


K'  ( ify^y^j  y2t/  * 


nam 


(I9S  ef249)  V’sub  formam 


u 

v 


venit  fpro  v=y  5  et 


(l  +  y2Jy2  ;2ij  adeoque 


«J  ft—uJv 


v 


accipiendum  e» 
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-i 


erit.  Est  autem  Jit  =  — ■ 2  J(  lfya  d^3),  et 

^4 


249)  est 


quod  (per 

y*J(Jyp  +  —  2yaJy.  JV  +  2yJy.J.y\  Con- 

sequ.  si  breviter  ^  dicatur  ,  erit  JV  = 


-i 


-i 


yyJy-Jy1-^2  +yy*Jy-J*y  k  2  — ^2  — 

*Jy*Jy*  t  yjjt^y  Ju\/  & 

y 3 

posterior,  ad  denominatorem  prioris  reducatur  , 
erit  k  —(  Efy  2  Jy  2  Vy  __  —Jy—f/’J?j2  -Jf/ 


y ‘ 

yjL-tl.lL, .  .  yMjU_  rxr,. ;  et  si  terminus 
r  y3 


V 


quod  priori  termino  additum  fit  — Trr^r- ’ 

y  J+y  Jy®} 

y  })/.«■ 


~  y‘t/k 

h, 


et  terminus  qui  superest  ,  est 


Est  igitur  N= 

y^!j 


— i 


(  l+y2.ty*) 


,  et  P  - 


5  P10  max,mo  roinimove  autem  est 

N — sJP^o  ,  adeoque  N^Jp;  atque  quum 
sfV=NJ^-f  PJ2^  ,  est  etiam  JP0d#-f  PJ2//~JV.  Con® 
sequ.  J  (JP.Jy  +  PJ^O=.V+  const  r=  PJ y  +  coiist , 
(nam  J(PJy)z^JP.Ji/+ Pd~^). 

Est  igitur  V  f  const  =  PJy  +  const ;  nempe 

y 


"1“  consl. 


tJnde  fper  yl^(lfy2JyQ)  multiplicando)  fit 

+  eoust .  ;  atque  hinc 


const 


adeolue 


const 


3^CllysJ/) ;  quo  &  dicto  ,  erit  6  : 
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atque  i2 — y%~y*^yz  *>  ct  t/  3 — if  ) — u*iy  >  a€*e0" 

que  Jty-~ - - — — ls 


y 


Krat  vero  j y  derivata  ipsius  y  quoad  %  aece* 

,  ,  ch/  di/ 

£  t  y  ;  adeoque  (^yzz-^-j  :  r~~  1. 


pta ,  atque  x 

d/, 

Atque  hinc  —  *  — - — ~^r "" 

1  1 y  y 


y<\y 


15  adeoque 


x 

i  5  §en 
r^(45— /) 


y&ij 


1 »  et 


t  :r- 


v^-rJ 

.  _  ^  ?/dy 

j"  t— J  ^  ^  o 2- 


1,  Cousequ. 


=  #  rr  |/  ( &2  —  y2)  ;  namque 


?/<% 


U11- 


hujus  differentia]®  quoad  y  est 

['i^zb  a—y~  ;  quae  aequatio  circuli  pro  radio  b 
et  abscissis  t  e  centro  acceptis  est. 

vero  non  supponatur  lineam  in  plano  esse: 
derivata  (quoad  x)  longitudinis  lineae  in  spatio 
+  1 268)  ;  cujus  clifferentiale  (314) 


est 

est 


-l 


-1 


-1  -1 

CX+Jy5+J«3J  ^  (1+J/+J*5)  x  J».  J 2x-i  ; 

-1 

patet  que  ut  prius,  quod  si  tam  4»  2  dy  J  y 


-1 


quam  (If  J >f  +J%)  2  J*  •  J3«  ,  =  o  sit';  tum  maxi- 

muni  ininimumve  possibile  esse  ;  (  si  nempe  tam 
pro  u>  quam  pro  — P  utvis  parvo,  incrementum  re* 
liquum  simul  >fc  aut  simul  —  sit);  non  superatur 
enim  a  prioribus  istis  terminis. 

Dicatur  P  ut  supra  factor  per  quem  J2y  mul¬ 
tiplicatur  ,  et  N  dicatur  faetor  ,  per  quem  Jy  mul- 
multiplicatur,  (sed  in  quo  ut  factor  J2y  non  ad* 
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est);  ita  coefficiens  ipsius  J3z  dicatur  P'  5  et  N' 
coeficiens  ipsius  J *. 

-j. 

Erit  hic  N— o  ^  et  P~(l  +  J%2  J  2  Jy  ;  ita 

-i 

N'=r©  ,  ct  P'==(lfdys+JzsJ  ~  Jz* 

Erat  autem  N=:JP  ,  ita  N— JP' ;  ctuisequ.  JP 
~o=z=d P';  adeoque  P  est  constans 2  sit  =«  ;  Ita  P' 


rv 

A' 


constans  est  ,  sit  ==:£.  Atque  hinc  -p-  s 

OfJ|T±iill^ J*  =_L=Ji.  adcoque 
zJL  q  4y  & 

OiJr-bJz2)  2Jy 

et  —J~  j~  .  nempe  £ — ^ ,  const*  Unde  patet 

lineam  quaesitam  iu  plano  esse  s  concipiatur  nem* 
pe  planum  p'  secare  in  recta  se  planum  p  in  quo 
ordinatae  y  accipiuntur;  sintque  Y  et  y  in  p 
ad  a?  e  punctis  $  ,  Lres  ,  respondeatque  Z  ipsi 
Yj  ct  Z  ipsi  y%  erit  pro  constante  e&  ,  Z  ~  aY  „  et 

Y 

z=xy ;  et  pro  Y=^ky  ,  erigatur  e  fine  ipsius  — - 

Ya  .  Yot 

j  ad  /j  [ _ iis  =1— ;  erit  <j  et  finis  ipsius  — 

cum  fine  ipsius  Z  in  recta>  atque  g,  et  fines  ipso- 

Ya 

rum---  et  z  erunt  apices  rectanguli.  Ita  si  3tiuin 

ii 

punctum  91'  accipiatur  ,  patet  rectam  ex  g"  per  fi¬ 
nem  respondentis  z  ductam  ,  esse  prioribus  paral¬ 
lelam  ,  et  cum  plano  p  angulum  eundem  efficere. 

b  b 

Potest  etiam  s=  ita  esse  *>  ut  *“ 


ss  o 


a 


sit,  adeoque  Z  in  p  cadat;  atque  potest  in  inte¬ 
gratione  constans  arbitraria  c  addi  ut  sit  z — o.yfc^ 
adeoque  planum  ad  distantiam  c  ipsi  p  parallelum. 


(  337  j 

2do.  Linea  Brachzstochrona  ;  seu  linea  per 
quam  grave  ex  A  ad  C  (puuctura  in  alia  vertica¬ 
li  cadens  brevissimo  tempore  descendit;  reperitur 
hoc  modo.  (Fig  54).  Dividatur  x  per  n  ,  ducan- 
turque  per  fines  ipsorum  x  ,  horizonti  parallelae  ; 
sit  tempus  descensus  t ,  et  respondeat  t  ipsi  x  , 
nempe  si  de  mto  x  sermo  sit,  per  i  intelligatur 
tempus  ,  quo  de  parallela  per  mti  x  finem  superio» 
rem,  ad  parallelam  per  finem  /mi  x,  pervenit  grave» 

Spatium  sub  t  percursum  exprimi  per  tj/" gx 
poterit ;  nempe  faciie  demonstratur  in  mechanica, 
velocitatem  esse  pro  quavis  linea  curva  eandem  , 
quae  ad  imum  abscissae  verticalis  x  esset ;  atque 
superius  (217  et  sequ.)  erat  €>t  =  £. 

Consideretur  et  hic  res  prius  ad  planum  re¬ 
stricta.  Est  longitudinis  i  ineae  differentia!©  ■= 

x(  «  Erit  igitur  sj  atium  prius,  huic  aequi- 

i .  r  l^goo 

pollens  ;  nempe  1  >  adeoque 


xfltV)a 

gx 


1  ;  adeoque  si  pro  dato  #,  mi- 


nimum  ipsius  J~  £7™ — “  reperiatur  ,  (minimum 

i  erit. 


i 

u*»  -,T 

Accipiatur  itaque  — —  pro  certo  valo- 

re  ipsius  x  ,  fidem  a  certo  valore  ex  gr.  o  usque 
ad  2 r3  ad  quemvis  aplicari  patebit)  :  erit  derivata! 

-i 

quaesita  Cquoad  x  adepta) f  2  ncm 

i/ 

pe  quoad  »r,  est  J  et  g-x  pro  certo  x  sumitur. 

T? 
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Itaque  N~o  .  P  — 


-l 

di- jy" )  IJ// 

gx 


.  Seil  N==JP 

adeo.que  JP~o,  el  P=  const.  Ilaque-r^-— ' - - - 

—  const  ,  sit  =ra;  atque  I» i nc  Jy  = 

al/  ( ,  et  Jy2  -=  a^x^a  ~gx4y2,  et  hinc 

.  4  **gx  Bx 

Jy  2  —  - — —  =-•  ■  (pro  CL  2«-=  /3 L 

‘  1  —  K~gX  1 — ’fix  1  h 

-Erat  autem  (  326  )  pro  cjcloide  Jy2 
(2®  ’— 1J.  pio  circuli  genitoris  radio  =  1  ,  t!s„,uc 
j  ,==2r«-1—  1  pro  radio  r;  liic  autem  est  czz2r—&. 


(fuo  substituto  in  2r®~' — 1,  erit-—  _ j 


2r 


2  r — x 


x 

“  *  ~~  ^ '~x  5  *iuod  item  tam  numeratorem  per 


2r  dividendo  ,  fit  =■ 


2r 


.  5,* 


2r 


,x 


l—~a2gx 


,  si  cc *g-. 


‘2ry 


accipiatur. 


Est  igitur  ,  quum  hoc  pro  quovis  valore  ipsius 
x  ita  prodeat ,  cjclois  linea,  pro  qua  quaesitum 
locum  habere  potest. 

Atque  etiamsi  non  restringatur  ad  planum,  fa¬ 
cile  (ut  antea,)  prodit  ,  eam  in  plano  et  quidem 
verticali  esse  debere.  Nempe  si  derivata  quoad  x 


ipsius 


i/Yl  +  J;/  -fjs?2)  .  .  , 

- -r-j. — '  accipiatur;  erit  item 

I /  g  x  1 


JP  =  o=JP#,  quia  N— o=N';  itaque  P  et  P'  con¬ 
stantes  erunt,  (uti  antea),  et  <*=y. const.  Erit  igi¬ 
tur  linea  in  plano  et  quidem  verticali  ,  quum  x 
verticalis  sit. 

3iio.  Interim  tamen  e  dictis  ncutiquam  maximum 
mini»*  umve  adesse  constat  ;  quum  nonnisi  condi- 
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noni,  sine  qua  maximum  minimumve  Heri  neque¬ 
at,  satisfactum  sit  :  constat  quidem,  in  casti  pniuo 
circulum,  in  posteriore  cycloidem  esse  lineam  quae¬ 
sitam  ,  si  maximum  minimumve  detur  ;  sed  etiam¬ 
si  detur ,  quodnam  sit  ,  indecisum  adhuc  est.  At 
responsio  quoad  casum  praesentem  facilis  esu 

i 

Nempe  sit  (l  +  J//*)  2=(OJ,y  /pro  variabili 
«?//) ;  erit  (per  289)  (f}(  Jybi'»)  t 

«!tu2J2(f)J y  ••  (derivatis  quoad  Jy  acceptis) 


(1-f )  2  4  1  4 )  2  4y  4 

*?o/®  l5—  '  "L 

)  2  *Jy2 4  ( l“Nb/~)  2  J  ubi  coeffici- 

ens  ipsius  Jtu  est  id  quod  supra  P  erat;  ettermi  ms 
Ju>2 

sequens  = - — — — ;  nam  parenthesi  clausum  — 

2  ( 1 4  *!  ?/ 3 )  2 


- JjT .  _ \ _ _ _  1  4  J //  '■ Jy2  __  l 

l  J5  " 

(14«/^)  2  C'l4jy*)“3  (14«/.y2  )TT  (iUyV 

Potest  autein  tu  tam  parvum  accipi,  ut 
JurJa(f)J^  majus  fiat  summa  sequentium:  itaque 
2 


in  hoc  casu  incrementum  derivatae,  (yfou  ponendo 

,  .  -  Jx2Ja(f)Jv 

pro  y)  erit  ij<vuin  ;  nam  — —  J  pro  hoc  casu 

2 

— 3~  >  quod  >|<est,  namque  Jiu 3  #§< 


est 


Ju>3 


l 


est,  et  (lf Jy2  )  2  quoque  hic  ^ve  accipitur,  adeo- 
cjue  et  denominator  )j<  est.  Unde  in  casu  tali 
etiam  integraie  pro  tu  ulvis  parvo  ,  >J<ve  crescit  ,• 
c  o  1 1  s  e  q  u .  i  n  casu  relato  minimum  est, 

'p  p  ^ 


(  340  ) 


4to.  Possunt  quidem  etiamsi  pJures  adfuerint  vn„ 
Habiles,  omnia  dicta  ex  evolutione  functionis  plu¬ 
rium  variabilium  (312)  deduci  :  at  Tyromun  captui 
aptius  videbatur  ,  modo  relato  incipere. 

Nempe  si  functio  superior  (333)  dicatur 
*  ^ ){!/•>  J^)~(u)  (pag  311)  ;  ®rat  ibidem 

l,y  ljy 

fF)(y+«  ,  JyfJiv)=:  (u)f^(u)f  Juo.  (u)  si  lieic 
j/  sit  quod  ibi  x  erat,  et  quod  ibi  y  erat  heic  Jy 
sit,  atque  ipsius  X  vicem  eta  subeat;  prodibitque 
co efficiens  tam  ipsius  u> ,  quam  ipsius  «Ju>  ,  plane 

i,y 

is  qui  (331)  prodiit  :  nimirum  (u),  nempe  deriva¬ 
ta  ipsius  (u)  quoad  y  accepta  est  — 

&&  *  -  ^\cQ/yCrl  Jyd  -  -  -  ;  nam  termini  ubi  tan¬ 

tum  altera  variabilis  Jy  reperitur ,  (quae  dum  de¬ 
rivata  quoad  aliam  accipitnr,  constans  supponitur), 
derivata  quoad  J y  est  o . 

hJy 

Ita  (u)  — -  SRjy  -  -  -  f'ICy  0  Jy  ;  nam  termi¬ 

norum  ubi  tantum  altera  variebilis  ^('dum  deriva¬ 
ta  quoad  aliam  nempe  Jy  accipitur  ,  constans  sup¬ 
posita)  adest,  derivata  quoad  y  est  o. 

1?y 

Itaque  superius  N~(u) ,  et  P  =  (u)  ,  per  (u) 
ipsum  (FX^,  intclligendo. 

Erat  exgr.  in  exemplo  prius  allato,  ubi  are¬ 
am  datam  claudeas  linea  brevissima  quaerebatur* 
derivata  quoad  x  (  denotante  o;  aream  datam) 


i 


i 


i 


-1( 

y(  f  f  v*Jy%)  a 


i 


(uti  333  ) ,  et 


i 


(  24  i  ) 


i 


hoc  est  ^ 


® _ 

'y  V^TtrJjr)' 


ri+;/W  )  2 
y* 


quod  item 


— 1 


(ad  denom,  eundem  reductum)  est 


r-~  coefficieeti  ipsius  cd  atque  superiori  N. 

.  l4/  „(!VV  )~2~,  (i-\y<tJfyry2jy 
ita  (u)=j[  - — - i= — - 


,  ■^7^,— T7-—  (quum  lieic  y  sit  constans,  et  de. 
^  (l+y  <>y  ) 


nivata  quoad  Jy  accipiatur)  ;  quod  igitur  coefficiens 
ipsius  est  ,  et  superiori  I5  aequalis. 

idem  ad  evolutionem  plurium  variabilium  apli- 
cari  v  atque  pro  statu  maximi  minimive  Nu>fP^u> 
+  QJa& —  o  esse  debere,  et  superius  dicta  se¬ 


qui  patet. 

5 to.  Notandum  tamen  est,  et  hic  (ut  316)  termi¬ 
nos  ulterius  quoque^o  esse  posse;  at  si  integrale  par¬ 
tis  reliquae  (pro  «?  utvis  exiguo  sive**  ve  sive  >§*ve 
accipiatur),  »Jr  sit,  minimum  ,  et  si  **  sit,  maximum 
esse.  Quod  si  plure»  adfuerint  variabiles,  (uti  in 
exemplis  allatis  Jz  erat);  necesse  sit  pro  casn  ma¬ 
ximi  minimive  esse  seorsim  quoque  N— JP=o,  et 
N' — JP'zzo;  si  seorsim  quaeratur  conditio  pro  sta¬ 
tu  maximi  minimive  ,  pro  una  variabili ,  reliquis 
constantibus  positis  ;  et  tum  pro  altera  variabili  , 
prioribus  constantibus  positis  ;  perspici  potest. 

At  quum  instituti  ratio  pluribus  vacare  haud 
permittat;  sufficiat  re  vix  attacta,  monstrare  ,  undo 
plura  accipi  possint:  magnus  Lagrctnge  est,  qui 
lucem  huic  disquisitionum  generi  quoque  primus 
affudit  ;  legatur  Theorie  de  fonctions ,  opus  sae¬ 
pius  citatum,  nunquam  satis  laudandum  ;  quamvis 
giganteo  plerumque  passu  per  alpes  gradiens,  am¬ 
bulantes  in  vallibus  relinquat.  Inter  plurima  alia, 
ibidem  criteria  etiam  generalia  exponuntur,  e  qui¬ 
bus  dignosci  queat  ,  num  partis  reliquae  integrale 
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»f<  vel  adooque  maximum  vel  minimum  ,  aut 
\  <*ro  nullum  sit  ;  imo  etiam  ad  casum  ,  ubi  id 
quod  o  erat,GO  fit  (ut  supra)  extenditur. 

§•  38.  Ramorum  in  quos  arbor  (pag.  179)  <fj, 
vidiiur  ,  is  etiam  quadamtenus  explicandus  est, 
ubi  pro  dato  valore  ot  functionis,  valor  variabilis 
in  ea  quis  sit  ,  quaeritur:  vocatur  liaec  theoria 

aequationum. 

Si  ex  gr.  quaeratur,  quodnam  a  sit  ipsi  »  sub¬ 
stituendum  ,  ut 

(f>  =  xm  +  pxm~ 1  +  qxm~*  --  =  o  sit. 

1.  Si  m  integer  *J<vus  sit,  ct  in  quovis  ter¬ 
mino  sequente  exponens  ipsius  x  unitate  decre* 
scat  ,  usque  ad  xQ—i  ,  atque  q  -  -•  constantes 
sint ;  dicitur  aequatio  gradus  mii  ;  atque  si  (f)x  ad 
formam  xm  f  px  -  -  -  f  x°t  reductum  sit ,  aequa¬ 
tio  ordinata  vocatur  ;  a  vero  dicitur  radix  aequa¬ 
tionis .  Nempe  coefficientium  q  -  -  -  possunt  esse 
quilibet,  imo  omnes  ;  adeoque  pro  xm  ac  © 
m  m 

erit  x  ~ly^ qxzq  ,  et  pro  xm  \  t-=2oye rit  xzzz  —  t\ 
atque  nomen  radicis  ad  alios  casus  quoque  hinc  ex¬ 
tenditur  ,  (quamvis  proprie  pro  his  tautum  casibus 
reipsa  locum  habeat). 

2.  Dicitur  etiam  aequatio  superior  determi¬ 
nata  ;  quum  mox  pateat,  ipsius  x  (si  coefficienti- 
um  nullus  sit  signo  radicali  affectus  ,  aut  cujusvis 
unus  certus  valor  accipiatur)  valores  plane  nume¬ 
ro  m  dari  ,  (inter  quos  tamen  certi  imo  etiam  o- 
mnes  aequales  esse  possunt) ,  qui  functionem  o 
reddant,  quilibet  eorum  substituatur  ipsi  x.  Imo 
si  etiam  plures  aequationes  totidemque  variabiles 
( incognitae  dictae  ,  et  literis  pariter  alphabeti  ul¬ 
timis  designatae V  fuerint?  determinata  aequatio 
dicitur  ;  nempe  cuilibet  incognitae  valores  dunta- 
xat  numero  certo  substitui  possunt,  qui  aequatio- 
ilibus  satisfaciant. 
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Si  vero  pauciores  sint  aequationes  ,  quam  in¬ 
cognitae  ;  ' aequatio  indeterminata  dicitur.  Ex  gr. 
pro  £\y^=.o  ,  est  x=z — y ,  et  innumeri  valores  ipsi 
x  substitui  possunt ,  qui  functionem  ad  o  redigant. 
Possunt  tamen  etiam  in  aequationibus  indetermi¬ 
natis  (ut  infra  patebit)  valores  incognitae  certis 
conditionibus  ira  restringi,  ut  valores  aut  certo 
lautum  numero  dentur,  aut  nullus  plane  sit. 

Potest  etiam  aequatio  plus  quam  determinata 
dicta  dari  ;  si  nempe  plures  aequationes  quam  in- 
cognitae  sint  :  et  tum  proprie  conditioni  impos¬ 
sibili  satisfieri  nequit.  Nempe  hic  si  dicatur  aequa* 
tione»  numero  n  dari  ;  tales  i ntel ligantur,  quarum 
nulia  per  reliquas  ponitur  ,  ex  gr.  hoc  sensu 

'i* 

el  11  o 21  duae  aequationes  sunt,  sed  unica 

a 

est;  duae  tanium  sunt  identicae  dictae.  Exgr.  Si 
detur  a: — a~o  ,%t  sc —  ~-j~  =  o  ,  quidcunque  sit  a 

praeter  o  ,  conditio  impossibilis  est. 

3.  Notandum  vero  est,  aequationem  aut  aliun¬ 
de  dari  ,  ut  resolvatur  ,  (id  est  radix  ejus  reperi- 
atur)  ;  aut  certa  tantum  data  exhiberi  ,  e  quibus 
sagacitas  aequationem  condat;  cujus  regulae  non 
dantur,  nisi  quod  perspiciatur,  quid  sit  quaerendum, 
et  incognitarum  numerus  ad  minimum  redigatur, 
atque  illae  literis  ultimis  denominentur,  et  aequa* 
tio  e  datis  statuta,  ordinetur;  ac  tum  per  regulas 
dicendas  radix  ejus  quaeratur. 

4.  Notandum  etiam  est ,  non  quamvis  a  e  (pia¬ 

tionis  radicem  petito  satisfacere  :  nempe  ex  gr.  si 
puella  dixerit,  ejus  aetatem  talem  ar  esse,  quae  per 
matris,  quae  illam  40mo  aetatis  siiae  an  no  peperit, 
aetatem  multiplicata,  Methusalemi  aetatem  exae¬ 
quet;  minime  dixit,  aetatem  suam  ctlilibet  .r  ae¬ 
qualem  esse,  quod  tale  esr  ,  ut  —969;  nem¬ 

pe  aequationis  hujus  etiam  — 57  radix  est;  sed  ae^ 
tas  pueiiae  est  talis  ut  alicui  radicum  hujus  aequa- 
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tionis  sit  aequalis  (p.107)  ;  tunc  tanlum  est  incogni¬ 
ta  quaesita  cuilibet  radici  aequationis  certo  aequa¬ 
lis,  quum  unica  tantum  radix  datur,  uti  in  aequa¬ 
tione  gradus  Imi  . 

5.  Quod  ordinationem  aequationis  attinet :  si 
x  nullo  signo  radicali  subsit:  prius  per  quemvis 
divisorem,  in  quo  x  adest,  aequatio  multiplicetur, 
id  est  tam  functio  ipsius  a: ,  quam  o  ad  dextram  ; 
et  tum  colligantur  e  tota  functione  ipsius  x  ,  quae 
=o  ponitur  ,  omnes  termini ,  in  quibus  a?  ad  eun¬ 
dem  exponentem  elevatum  est ,  et  summa  coeffici- 
entium  tanquam  coefficiens  potentiae  illius,  ipsi 
praefigatur;  atque  si  potentia  summa  ipsius  a;  coef- 
ficiente  gaudeat,  per  hunc  dividatur  aequatio:  et  ma¬ 
nifesto  reducetur  aequatio  ad  formam  superiorem  ; 
atque  si  huic  aequationi  satisfiat  per  x=za  ,  idem 
a  et  functionem  priorem  ad  o  rediget,  (p.  7  et  8) 

Si  vero  a?  signo  radicali  subsit;  casus  simpli¬ 
ciores  sunt  sequentes. 

Si  exponens  aliquis  aut  ,pl  ures  fracti  sint  ;  re¬ 
ducantur  potentiae  omnes  ipsius  x  ad  denomina- 
torem  Cbmmunem  ,  sit  is  n ;  et  fiet  pro  potentia 

JL 

priore  ipsius  x  in  quovis  termino,  x  n  elevatum 
ad  exponentem  numeratori  exponentis  novi  aequa* 
-  s  i  i 

lem.  Ex  gr.  x  3  -f  px  3  4*  x°q  ==  ( pro  x  &  «  y)  , 
t  i  i 

{x  6  )4+p(a?  6  )3  +  (a?  6  ^  y4  +  pyB+q->  et  si 

vaior  a  reperiatur ,  quo  ipsi  y  substituto  functio 

posterior  ad  o  redigatur,  erit  propter 
\  6 

x  ,  adeoque7^6=^  ,  vaior  a6  in  functione  pri¬ 
ore  ipsi  x  substituendus  ,  fut  functio  ad  o  rediga* 

6  S  3- 

tur  ;  nam  y*i=( xY^=x  6  =■  x  3  ,  et  ita  de  reli¬ 
quis  terminis  patet. 

At  si  potentia  ipsius  x  per  constantem  multi¬ 
plicata  ,  et  addita  quantitati  alicui  ,  sit  simul  si- 
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gno  radicali  subjectae,  casus  tantum  simplicjOris5  e- 
xempla  ostendere  sufficiat. 

Si  tantum  in  uno  termino  sit  hoc,  et  reliquum 

n 

dicatur  X,  adeoqite  functio  sit  ex  gr.  X+t/':(af6.vi 


n 


erit  X=r — \S Xa+bx2  J  ,  et  Xwzz — fa-fbx2)  si  n 

3 

impar  sit ,  «t  a+bx2  si  n  par  sit*,  ex  gr.  ~(/8 


=  — 2,  et  (— j/8)3=(—  2)3-— 8*  at  ( 

=  4.  Aut  potest  poni  (—  X) n^=a\bx2. 

3 

Sit  (/  ( «f  bx3)  +  j/  (cf  r) — fX  (d\cx  2);  hoc  bre~ 

3 

vius  ad  formam  j/a-fP^ j3^=:|/ A  reduci  potest,  et 
elevando  ad  3  fit 
ocP^  a+3aP^ j3-f3j3 P^ a-fPj/  /3  ===  A 
(a-i-3j3)P^ <x-j- (3a-fj3;  j/ p  ,  quod  per  pP^a-f  <$X"p 
exprimendo  ,  fit  A2=  yd*  f  ^3p  f  2}$P^ap  ,  quod  ad 
formam  B=2/<5jXap  reducendo  ,  fi  c  B2— 4^52af3;  et 
valoribus  substitutis,  functio  a  signo  radicali  libe¬ 
ra  prodibit  ,  (seu  ut  dici  solet  ,  rationalis  redde* 
lur)  ,  atque  modo  supra  dicio  ordinari  poterit. 

Sit  ^ \y/  c  <t—x3) fl^Cx—e)i 

multiplicetur  aequatio  (supponendo  functionis  va- 
jorem  =o  essej  per  J^(frhr)3;  patet  aequationem 
formae  sequentis  inde  emanare,  P^ocfp^p =zl^yfi/$ 
unde  a+p+2P^ap  ==  y+af2|/>«,  et  bine  aequatio  for¬ 
mae  sequentis  prodit  A—P^B  +  P^  C  ;  unde 

*A2=B  +  Ci2i^BC,  et  (A3— B— C)3=4fiC. 

Calculo  saepe  operoso  e  functione  primo  ob¬ 
tutu  simplici,  aequationem  ex  ingenti  literarum  ntl- 
inero  demum  ordinari  perspici  potest. 

6.  Si  vero  aequatio  e  datis  constructa,  et  ordi¬ 
nata  fueiit  :  tum  si  aequationis  gradiis  ejitsdom  re¬ 
solutio  generalis  dettir  ;  nonnisi  fii  formula  gene- 
Jali  ipsius  x  functionem  ad  o  redigentis  ,  substi¬ 
ti  V 
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tuenda  substitui  debent.  Nempe  x*+a=r=  o  est  for¬ 
ma  aequationis  gradus  lini  ,  et  quaecunque  aequa¬ 
tio  reducatur  ad  hanc  formam,  erit  xz=z — a,  quum' 

— a-\-  a^o  sit:  ita  quaecunque  aequatio  reducatur 

n 

ad  formam  xn  ^  a—o  ,  erit  x quum 

71 

— a)n+  a=  •—  a^ca^o  sit.  Dicitur  ejusmodi  ae¬ 
quatio  gradus  //ti  jjura  f  si  vero  adhuc  in  aliquo 
termino  potentia  iipsfiis  x  exponentis  zero^  ahioris 
ad  si  t ,  affecta  au  d  i  t. 

7.  Quadraticae  aequationis  formula  est  x2  *f- 
pxiqzzo  ;  quae  si  p  non  affecta  est  :  quum  mo¬ 

dus  puram  resolvendi  in  aperto  sit*,  nitro  succur¬ 
rit  de  modo  quo  affecta  pura  reddatur  ,  cogitare; 
et  quum  tale  quaeratur  ,  quod  ipsi  .t  substituendo 
totam  functionem  rro  reddat,  via  aperitur  quae¬ 
rendi  ,  quidnam  ipsi  x  substitui  posset ,  quod  ter¬ 
minum  px~o  efficeret  ?  Sit  id  xny^rk  ;  erit 
x2  -\-px-\-  qz^(y\k  )  2-jr  +  k)  -f  q  = 

y  2  +  "2ky  -f-  h s  ~h py  -^pk^rq  =  y~^X %k  i mp)y^ck  2Jrpl d"  q  * 
ubi  i  1 1  ico  patet,  k  ita  aecipi  posse  ,  ut  2k+p—o , 
adeoque  ( '2k^p)y~=o  sit  ,  et  aequatio  pura  redda¬ 
tur  ,  e  qua  prodeunti  y  addito  k  prodeat  x. 


Est  nempe  - f— ,  et  — dr -~pk>~-q)~ ± 

2t 

adeoque  x~  — q)  — .  Itaque  si  cubi  fun¬ 

ctio  ad  formam  x2\px^q  reducta  fuerit ,  -differ en - 
tia  dimidii  coeff  icientis  (imi  ,  id  est  coeff.  ipsius 
x  )  a  radice  quadrata  e  differentia  coeffici- 
entis  2di  vper  quem  multiplicatur),  a  quadrato 
dimidii  coeff  icientis  primi ,  est  talis  quantitas, 
quae  si  ipsi  x  substituatur,  aequationem  ad  o  re¬ 
diget;  uti  et  id  ipsum  per  aequationem  generalem 
Tyrones  lentare  quoque  possunt. 


Sunt  autem  manifesto  duo  valores  ipsius  #  nec 
p luces  ;  nam  signum  \s''  duos  valores  sibi  invicem 
oppositos  (alioquin  aequales)  parit ,  reliquae  ope¬ 
rationes  autem  unici  resultati  sunt  ,  posito  nempe 
cujusvis  coefficien tis  unicum  vaiorem  esse  ;  nani 
si  in  x\a  per  a  denotetur  j/l ,  erit  Est 

vero  saepe  valor  uterque  imaginarius ;  adeoqne  si 
realis  quaeratur,  petito  satisfieri  non  posse  in  tali 
casu  patet.  Ex  gr.  si  quantitas  x  quaeratur  ,  cujus 
quadratum  sit  — 2  ;  erit  x-  v-j-2=s.o  ,  et 


x 


2)  ,  quod  satisfacit  quidem 


ae 


quationi  ^  sed  imaginarium  est,  quia 


8.  Videatur  id  etiam  quod  (pag.  115)  de 
\/  ^a\\y  b)  dictum  est. 

Eacile  interim  patet  ,  modum  ,  quo  terminus 
aequationis  ordinatae  2dus  dispareat,  ad  quemvis 
gradum  m  ap  lieni  posse;. si  nempe  +  et  (ut 

in  aequatione  gradus  2  erat  ^  - — -  ),  fiat /£—  — 


Nam 

(y  +  k)m  =  :y^+mym-H  +  m^p^ym^k2  -  •  - 


p(y  - 


ubi  summa  coefficientium  ipsius  ym'%  est  mk+p  ; 
adeoqne  si  h  =  — ^  accipiatur,  aequationis  novae 

ejusdem  gradus  m  terminus  2dus  disparebit. 

Pariter  disparebit  3tius  ,  si  pro  co efficientium, 
ipsius  ym“z  summa,  nempe 

m{m— 1)  H ■  +  p(m—  o,  valor  ipsius  k  quae* 
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ratur  ,  sed  ad  terminum  3tium  resolutio  aequationis 
2di  gradus  requiritur  ,  uti  facile  patet  resolutionem 
aequa' ionis  IJti  gradus  requiri  ,  ut  terminus 
mus  dispareat;  quum  in  serie  superiore  exponentes 
ipsius  k  in  quovis  termino  ulteriore  unitate  cre¬ 
scant  ,  verticaJiter  infrorsum  decrescant.  Inteiim 
non  sequitur  Valores  ipsius  k  e  duabus  aequatio¬ 
nibus  prodeuntes  aequales  esse  ,  ut  simul  plures 
termini  dispareant. 

9.  Notandum  autem  est,  substitutionem  dictam 
novae  incognitae,  viam  ad  transformationes  aequa« 
tionum  alias  quoque  aperuisse  ;  fde  quibus  infe¬ 
rius  ). 

Sublato  tamen  termino  2do  via  ad  resolutio¬ 
nem  aequationis  cubicae  patefit.  Nempe  aequatio 
generalis  3tii  gradus,  x3+px*  +qv+r  =  o,  sublato 
termino  2do  sub  formam  X3+»X-f  venit, (pro 

x~X  +  k  et  k=z  — );pro  qua  aequatione  si  X— 0, 

«rit  (B»+o]3  +  4  =  o  ,  et  *  erit  =p— ~  Itaque  X 
quaeritur. 

Sit  X~yfz  ;  quo  valore  substituto  ,  erit 
X8  +  «X+6  — 

Si  jam  ipsorum  y  et  z  tales  valores  reperiantur  , 
ut  y3-\-z3-\-bz^.o  ,  et  simul  o  sit  ;  tum  et 

(Syz+aXy+z^—o  erit,adeoqiie  y3t*3t(3y«;t a)(y^z) 
™  °  erit,  et  summa  iliorum  y  it  i  z  ipsi  X  substi- 
tuta,  functionem  X^ +  o  reddet. 

Pro  3 yzJra^zo  autem  est  y= — et  hoc 

3z  5 

valore  in  ^3f~3^  substituto,  fit  *3— —  +  6=30; 

nempe  datur  tale  z  quod  functionem  istam  zero 
aequalem  reddat;  multiplicando  enim  per  &3  ,  fjt 


«3 
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z6  4*  £*3 — —  =w5  +  bu, — ( si  z$  =  «  ponatur/,  e 

qua  aequatione  quadratica  u  reperitur  ==. 

4--^-) - — .  cujus  z  radix  cubica  est. 

Dato  z  vero ,  et  y  reperitur  ;  substituto  enim 
valore  ipsius  z  in  +  ^  =  erit 


y~\/{— *3— i)  — 

+  27 

atque  %~z+y  z=z 

9  -  i.  +  t/r—  +  J- 

2  ^  ^  ^  4  T  27 


^  +  ^(~T  +  ^  (lxf2 7^ 


P 


^afori  huic 


et  demum  x  prodit  ,  addendo 

ipsius  X,  qui  functionem  X2f«Xt6  eero  aequalem 
reddit;  et  pro  X — ^~1=:x  func^°  proposita 

jc3+/?^2-f^4*r  =  o  fit. 

Notandum  tamen  est  regulam  istam  Cardam, 
quamvis  semper  satisfaciat  algebraice  ,  pro  casu 

-.3  /2 

ubi 


—  ^  et> —  est,  radices  reales  forma  ima» 

2.1  4 

ginarii  exhibere  ;  demonstrari  enim  facile  potest , 
aequationis  cubicae  semper  unam  radicem  realem 
esse;  atque  si  haec  c  sit,  aequationem  esse  pro» 
ductum  ex  X- — c  et  aequatione  quadratica,  et  hu« 
jus  plane  pro  dicto  casu  radicem  utramque  realem 
esse. 

10.  Ex  hoc  resolutio  aequationis  gr  adus  4ti  mo¬ 
do  sequente  deducitur  :  potest  haec  sublato  termi¬ 
no  2do  ,  ad  formam  A*3  +  B*-|-  C  reduci  ;  quod 
Ostendi  potest,  esse  =  (#~4-fir1r"{~  bj(  ^s-— -  ax"bc^  ~ 
,r4+  (  b\c~~ a'  )^2  f  («c— ab)x*bc. 
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Nam  valores  ipsorum  a^h%c  prodeant  ex 
b\c — a:zz, A  ,  ac — «faK  ,  et  bc~ C  positis;  nempe 

b\c  ~Af®3 ,  c — b= — ;  unde  aequationem  posteri- 

a? 


orem  addendo  priori,  fit  2£==;  A  + ®8+— ;  subtra- 

a 

B 


hendo  vero  patrius  e  priore,  est  2b^z\ \az 

A  +  ®2  ,  B  A®*f®3+B 
atque  hinc  c  =  — - +  9^  =  *“ inr » 


&.  5 


2  a 


et 


.  A®f®3 — B.  ,  -n  Aa-f^ — R 

b  =? —  ' - *  atque  0 — —  * - - - — 

2®  ’  ^  2®  2® 


2® 

®6  -f  2  A  ® 4  -f  A2  ® 2  — B  2 
4®2 


;  et  hinc  si  u^za*  ponatur  , 


erit 


«3f2A« 3  i*  A2 ®- 


4® 


C,  et 


H-2A®24*  A2®— B2 


— 4C®  =  o  —  ®3-f-2A®2+f  A3 — 4C,)®— B2  ;  quae  cum 
aequatio  cubica  sit  ,  reperitur  u  ,  adeoque  et  azz 
\/  ?/,  et  tum  dato  ®,  ex  6±c — ®2  =A,  erit  6=A+®/ — c  , 
quo  vajore  substi  u  o  ipsi  b  in  ac  ■ —  ab  —  B  ,  erit 


®c 


■ —  ®A  -f  ®£N 


et  c 


B+® Af®5 


2® 


quo  item 


in  valore  ipsius  £  substituto  ipsi  c,  repertis  ®, 
resolvi  poterunt  aequationes  quadraticae  ^3  f 
t  t  x2  —  «x  +  c  ,  e  quarum  facto  conflata  functio 
x4~b  A**-+0+C  est  ;  atque  tam  quaevis  radix  cu¬ 
jus  vis  illarum  aequationum  quadraticarum  erit  ra¬ 
dix  aequationis  posterioris  ;  nam 
{x~\ax\b){x7^ax^c)zzo  erit,  si  x  tale  sit  in  uno 
factore,  quod  eum  ~o  reddat;  quia  factum  quo¬ 
que  ex  hoc  et  factore  altero ,  o  erit. 

Manifesto  autem  et  hoc  priori  operosius  dif¬ 
ficultati  eidem  obnoxium  est;  ad  alia  igitur  me¬ 
dia,  quibus  radix  aequationis  gradus  cujusvis  repe¬ 
ritur  aut  saltem  aproximatur  ,  confugiendum  est ; 
eo  magis  quod  quamvis  innumerae  aequationes  ai- 
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tiores  resolubiles  dentur;  formula  generalis  per  coef 
ficientes  p^  q---  determinata,  nempe  functio  alge- 
braica  (  pag.  ISO),  (ut  in  2di  3tii  et  4ti  gradu»  aequa- 
tfonibus)  dari  nequeat;  quod  jam  in  opere  (  p .180 ) 
citato  monitum  erat ;  quamvis  iri  eodem  pluribus 
aequationibus  altioribus  ita  resolutis,  ut  radjx  o- 
per (itionum  ( additionis  multiplicationis  et  extra¬ 
ctionis  radicis  quadratae)  certo  numero  ,  exhtbea 
tur;  (prorsus  mira  summi  ingenii  sagacitate,  et 
profundissimo  acumine)  talia  praestita  sint  ,  quae 
antea  Geometria  per  annorum  millia  impossibilia 
videbantur  :  uti  peripheriae  divisio  per  n  ,  con¬ 
structione  geometrica  perficitur ,  si  quidem  n  nu¬ 
merus  primus  formae  2^4*1,  aut  productum  fue¬ 
rit  e  primis  hujus  formae,  ita  ut  nullus  (eXcepto 
2;  pluries  quam  semel  ut  factor  occurrat;  et  qui¬ 
dem  cum  illa  restrictione,  ut  id  per  milium  alium 
integrum  n  fieri  queat:  nimirum  etsi  opus  primo 
aspectu  heterogeneum  sit,  extpag.  109)  nexus  in- 
teiiigi  potest;  nam  si  ex  gr.  aequatio  x 17 — l~o 
tiumero  certo  operationum  dictarum  resolvatur  ,  co- 
sinus  1 7  tuae  partis  peripheriae,  adeoque  polygonum 
regulare  17  laterum  ,  geometrice  construitur  ,  quum 
17  requisita  qualitate  gaudeat;  et  plane  stupendum 
est,  opus  istud  giganteum  ab  adolescente  17  annos 
vix  excedente,  perfectum  fuisse* 


EXEMPLA. 

1.  E  datis  aetatis  puellae  (  313  )  est  x{  40+a) 

s=969  ,  adeoque  — 969— o,  quod  sub  formam 

—  • 

-  „  y  q)  - 

x^^px^q  cadit;  itaque  x~  C'i - d)  ~ 


— 20  i"  ( 400f969 )  ,  cujus  valores  sunt 

— 20^37  —  17  ,  et- —  20 — 37— —5-7  ;  quorum  duo¬ 
rum  valoruiri  uni  (nempe  ipsi  17)  est  puellae  aetas 
aequalis. 

2.  Notum  est  gravitates  specificas  esse  uti 
pondera  absoluta  divisa  per  volumnia,  adeoque 
uti  pondera  absoluta ,  si  volumina  fuerint  aequa- 
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lia;  notum  etiam  est,  corpus  fluido  totum  immer¬ 
sum,  e  pondere  suo  tantum  amittere  ,  quantum 
pondus  fiuidi  illius  est,  cujus  locum  occupat  :  hinc 
si  corporis  dicti  pondus  P,  gravitas  specifica  G  sit, 
et  fluidus*  sit  aqua,  cujus  (pro  certa  temperatura 
sub  altitudine  certa  barometri)  gravitas  specifica 
sit  1  ;  erit  si  pondus  amissum  p  sit,  hoc  p  pondus 
aquae  sub  volumine  ,  corporis  volumini  aequali. 

4  p 

Itaque  erit  G  :  1=P  : p  5  adeoque  G— - ,  et  p  = 

p  r 

P 

7 r-.  Hinc  problematis  Archimedei  resolutio:  sit 


corona  ponderis  P, summa  auri  »  et  argenti  P — at,  (de¬ 
notante  x  quoque  pondus )  ;  atque  volumen  misce- 
lae  sit^summae  mixtorum,  (quamvis  ex  gr.  spi¬ 
ritus  vini  voluminis  v  et  aqua  voluminis  v  com¬ 
mixta  volumen  minus  quam  2v  nanciscantur).  Sit 
auri  gravitas  spec.  G  ,  et  argenti  sit  g ;  atque  P 

amittat  in  aqua  pondus  A  ;  erit  -f  zr  4: 

G  g 

nempe  pondus  absolutum  divisum  per  gravitatem 
spue,  dat  pondus  amissum  7  id  est  pondus  volumi¬ 
nis  aquae  ejusdem;  et  summa  ponderis  amissi  par¬ 
tis  aureae,  et  argenteae  >  ponitur  ==  ponderi  amis¬ 
so  coronae* 


Hinc  ordinando  fit  ~  4 - A 

(jr  g  g 

11  p 

seu  *(  T7™  — -J  f  — — A — o,  adeoque 
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)  — 0  5  quod  sub  formam 
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g  ^  g 

o  venitj  adeoque  •— 0,  seu  pro  casu  hoc  est 
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3,  Si  quaeratur  quanti  ponderis  x  suber  sit 
quiescat:  sit  (i  gravitas  sp< 


C5l  quaeraiur  qimmi  v 

ferro  ponderis  P  addendus  ,  ut  in  aqua  quoeunque 
immersum  quiescat:  sit  G  gravitas  spec.  ferri  , 


x 


g  suberis;  erit  pondus  aquae  depulsa*;  "£T+ 

(prius  ferro  posterius  suberi  respondens  j  :  aique 

^ —  —  Pfr  tunc  enim  requiescet,  quum  sum- 
i*  g 

ma  ponderum  tantum  premit  deorsum  ,  quantum 
aqua  sustinet.  Itaque 

*c4 — o+-s — p==o » ut  r  +  ( o — pA  (' 


i> 


g 


S 


•pju-A-o 


o  ;  adeoque  x  — — (  q 

(P — PG  )g 
W  1—gJ 

4.  Si  quaeratnr  quantaenam  diametri  x  quo¬ 
ad  pedem  expressae  sit  sphaera  ,  cujus  involucri 
( cujus  modo  crassities  negligatur)  pes  quadratus 
ponderet  q\  nt  in  aere  cujus  pedis  cubici  pondus 
sit  a,  requiescat,  si  ipsa  tali  aere  repleatur  ,  cujus 
pedis  cubici  pondus  p  est:  erit  sphaerae  volumen 

3 

,  superficies  autem  a 2 7T;  5  atque  pondus  sphae- 


xh 


rae  cum  involucro  erit 


x3nj> 
0 


fx*i \q  ,  quod  ponde¬ 


ri  aeris  externi  ejusdem  voluminis  =  esse  debet; 

itaque  -3jr(3  f  .v=(to  =  AA;  adeoque  dividendo  per 
*  1  (3  o 

_jr|3 

,  et  ordinando,  fit  £  -rq— 

~o  ,  atque  x 


*ra 

~6 


an  o 


13“ — a  ,  j3 
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5. 


Si  pondus  pedis  cubici  ferri  sit  qy  et  quae¬ 
ratur  ,  quantanam  sit  diameter  x  globi  tormentarii 

3 

ponderis  P  ,  quoad  pedem  expressa  ?  Erit 


P  s  adeoque  — P  =z  o  ,  vt  a;3— P  s  =o 


3  6P 

at  que  x—ls' - 

1  ^  1S(J 

6?  Si  quaeratur  ferrum  ponderis  P  quantum* 
nam  pedis  cubici  sit  ?  Sit  x ,  et  sit  pondus  pedis 
cubici  aquae  a,  gravitas  spee.  ferri  sit  y,  sitque 

— — y  ;  erit  nempe  quo  major  ^gravitas 

specifica  ,  volumen  pro  eodem  pondere  eo  minus 

P 

erit  ;  itaque  xzz — -  . 

«y 


7.  Motus  soni  (ut  lucis)  aequabilis  est;  per* 
currat  sonus  in  certo  aere  (certae  temperaturae) 
sub  I"  id  est  minuto  secundo  spatium  s  ;  quaeri  in¬ 
certus  obex,  rupes  aut  murus  exstruendus,  ad  quam 
distantiam  minimam  esse  debeat,  ut  certum  hexa¬ 
metrum  reddat  ?  Distantia  haec  manifesto  tanta  x 
est  ,  ut  si  ad  versum  pronmicianduxn  n"  requiran¬ 
tur  ,  prima  syllaba  pronunciatione  finita  redeat, 
ad  eo  que  baec  viam  ns  percurrat- ;  quae  quum  diu 

91 S 

pia  sit  distantiae  obicis  ,  erit  #===—- 

S.  Si  lapis  in  puteum  demittatur,  et  efflu¬ 
xerint  n  minuta  secunda  a  dimissione  lapidis  usque- 
quq  sonus  ejus  aquam  attingentis  in  aurem  perve- 
niat  ;  quaeritur,  quanta  sit  profunditas  usque  ad 
aquae  superficiem? 


Sit  oa  =^x  ; 
scensum  lapidis 


temporis  effluxi  pars  prior  ad  dc- 

•  .  „  .  x 

J  i  q  nuebatur  .  quae  —  - --  ,  et 

P> 
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altera  ad  ascensum  soni,  quae  est 


x 


e 


n  adeoque 

gs  $ 

,t  1  ,  2w.r  t  x  cc  , 

drando  est  n - - - -= —  ;  unde  — 

9  s  g 

_ <y„  l 

x(  - *—  ^  )t  ,  et  #4*J*a?(- 

^  o 


1*9 


,et  qua- 


+ 


s 

■2us 


g 


)t 


n2s2=o  )  quod  sub  formam  r  vemens 

resolvitur  (346). 

9.  Tn  tliermometro  est  ad  punctum  regelatio- 
onis  glaciei  aqueae  o  Reanmur ,  atque  Farenheit  32 
gradibus  suis  inferius  posuit  zerum  ;  ad  punctum 
ebullitionis  aquae  (sub  altitudine  ba»om.  normali 
)  sunt  80R  et  212F;  itaque  SOR-— 18QF.  et  IR  — 
9F  _4R 

— j,  et  1F—  -  .  Si  igitur  quaeratur,  /?R  quot  P 


facit  ?  Sit  xF  ,  et  n  >fq  erit  ^R 


9//F 


t  32F—w, 


9//F 


ita  — n IU — —  -j-  32  F  —  $  ,  nam  e  numero  gradu* 

um  Farenlieitianorum  ,  quos  Reaiimuriani  infra  oR 
efficerent,  32  sunt  Farenhcitio  i^vi  ;  consequ  x - — * 
9//  . 

32  ,  m  n  generaliter  numerum  graduum  R 
sive  >J<  sive  —  denotet.  Unde  si  quaeratur  atF  quot 

4 

R  facit  ;  erit  — (.r— -32). 

9 

10.  Si  quaeratur,  index  miriufarius  ,  quando 
assequetur  horarium  ,  si  hic  ad  XII  et  is  ad  XI 
sit  ?  Sit  unitas  temporis  hora,  et  unitas  spatii 
\ 

ta  pars  periplieriae  ,  in  qua  tanquam  puncta  di- 

rectione  eadem  cirduiari  moveri  indices  concipian¬ 
tur  ;  unitates  hae  arbitrarie  ponuntur,  sed  celeri-' 

X  X  * 
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tatis  unitas  tum  determinata,  nempe  illa  est,  qua 


mobile 


tempore  horae  , 


JL 

12 


tam 


peripheriae  descri¬ 


bit.  Erit  igitur  1  celeritas  horarii  ,  et  12  minuta- 
rii  ,  et  720  celeritas  secundarii,  qui  nempe  sub  hora 
60ies  percurrit  peripheriam,  quae  =12.  Dicatur  * 
tempus  ad  cujus  finem  horarius  minutari usque 
in  conjunctionem  veniant.  Spatium  est  in  motu  ae¬ 
quabili  —  celeritati  per  tempus  multiplicatae  ,  et 
via  a  mimitario  percurrenda  e§t  major  via  horarii, 
illi  nempe  id  quoque  quo  retro  est,  decurrendum 
est,  sit  hoc  «  ;  erit  igitur  12*— afx  ,  unde  11* — 

«— o ,  et  a-—  ~~~ ,  quod  pro  casu  dicto  est  =£ 


tae  unius  horae,  nam  si  minutarius  ad  XI  sit, 


«=  1  est.  Si  vero  «z— o  sit,  tum  per 


a 


11 


nonnisi 


id  exprimitur,  quod  abinde  usqiie  ad  conjunctio¬ 
nem  nullum  tempus  sit;  sed  proxima  sequens  con¬ 
junctio  ita  exhibetur,  si  a  ponatur  —12,  nempe 
stalim  post  illud  temporis  punctum  ,  quantumvis 
exiguum  tempus  sit ,  spatium  tniftuiarii  12ifes  ma¬ 
jus  erit,  arieoque  simili  esse  non  poterunt,  prius¬ 
quam  minutarius  totum  circulum  percurrendo  eo¬ 
dem  perveniat,  tihi  in  conjunctione  erat ,  et  prae¬ 
terea  etiam  spatium  horarii  sub  eo  tempore  per¬ 
cursum  et  postea  usque  ad  Conjunctionem  percur¬ 
rendum  ,  exaequet  ;  est  autem  (tempore  a  conjun¬ 
ctione  priore  ad  proximam  usque  x  dicto)  spatium 
horarii  x  ,  minutarii  autem  12*  ,  itaque 


12  1 

esse  debet  y  unde  —  =1  horae  +yytae  unius  ho* 

11  11 


rae. 


sit ; 
estu 


Tfa  si  secundarius  ah  horario  distantia  b  retro 
erit  ( tempore  quod  usque  ad  conjunctionem 


V  dicto)  ~(2X\y  —  }Ay,  et  ,  eV  si 


o 


12 

sit  (ut  antea)  ,  erit  ,  quod  a  conjunctione 

secundarii  cum  horario  usque  ad  proximam  est. 

11.  Si  autem  quaeratur;  quanctonam  minuta¬ 
lius  secundar  iusque  cum  horario  sirnul  in  conjun¬ 
ctionem  veniant  :  si  tam  a  quam  b  sit  o,  tum  ma¬ 
nifesto  tam  x  quam  y  numero  certo  effluxisse  o- 
poriet,  ut  ires  indices  sirnul  sint;  nam  si  tres  si¬ 
mul  sini  .  tum  et  m in utari us  et  secundarius  in  con- 

y 

junctione  cum  horario  est;  itaque  nx~my  (pro  ?iju 

,  ,  ,  n.  12  m  12 

integris)  esse  debet;  acieoque 


12 

TT 


seu 


I !  m  .  ^  , 

n  z:—  ,  cujus  quum  11  non 

/ 1  y 


719  ’ 

metiatur  numerum 


710,  valor  minimus  integer  est  pro  m==7 19,  et 
tum  11  erit;  id  est  llics  evenire  novam  ininu- 
tarii  cum  horario  conjunctionem  oportet,  sive 
7  19ies  conjunctionem  secundarii  cum  horario;  idest 
conjunctio  trium  proxima  fiet  ad  finem  12  hora¬ 
rium.  Ita  si  pltires  sint,  cujusVis  conjunctio  cum 
tardissima  prius  quaerenda  est. 

12.  Notandum  velo  est ,  posse  hos  indices  quo¬ 
que  ita  locari  ,  ut  mlnqtiam  in  conjunctionem  ve¬ 
nire  queant  Sit  ex  gr.  secundarius  cum  horario  iii 
conjunctione,  et  distantia  minutarii  ,  qtia  retro  est, 

11 

sit  a  ~  ^  ,  nempe  Contra  structuram  horologii 

2.719  1 

ponatur  ita,  immotis  CeteHs  :  erit  templis,  quod 
usque  ad  proximam  minutarii  cum  horario  conjun¬ 
ctionem  requiritur,  (p.  358)  atque  (Tpro  ?i.,m 

i  JL  J 


iiitCgris  )  deberet  esse  r-J—  f/i.v 
°  2.719 


my ,  iit  tanl 


minutatius  quam  secundarius  cum  horario  in  con- 
juncti011(>  i(atf  itaque 


ct  hinc 


5 
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(reducendo  ad  denoni.  eundem  ,  et  utrinquo  per 

11  7  I Q 

11.  719  multiplicando)  —— 1-  =  12.11//?— 719.12'«  ; 

Jmi 

cjuod  absurdum  est,  nam  membrum  ad  dextram  nu¬ 
merus  integer  est  ,  ad  laevam  autem  est  =£ 

11.(359  +  ~J=11.359t5f4-. 


13.  Attentionem  meretur  etiam  acuta  Zeno¬ 
nis  objectio,  in  qua  germen  primum  progressionis 
geometricae  .  et  seriei  infinitae  convergentis,  limi¬ 
tisque  v  motus  retardati,  imo  etiam  dependentiae 
unius  variabilis  ab  alia,  atque  problematis  pro¬ 
ximi  resolutio  reperitur. 

Sit  sub  Imo  t  ;  2do  £,  3tio  t ,  -  -  {m — l)to  ni\.a  t 
Via  testudinis  1 

Achillis  o 

nempe  si  ea  ponatur  conditio,  ut  celeritas  Achil» 
lis  sit  celeritate  testudinis  wies  major  semper  post 
Imum  t  :  dependebit  Achillis  celeritas  in  quovis  t 
a  celeritate  testudinis,  qua  sub  illo  t  ire  libuerit; 
si  itaque  sub  quovis  sequente  t ,  testudo  celerita¬ 
te  nies  minori  moveatur ;  Achilles  sub  quovis  t 
quidem  wies  majorem  viam  describet  ,  sed  via  te¬ 
studinis  erit  usque  ad  finem  cujusvis  mti  t ,  summa 


n 


n 

n 


n 


i_ 

///-  2 

1 


u'n  3 


n 


1_ 

m-t 

1 


n 


ni  -  2 


terminorum  seriei  superioris  usque  ad 


n 


i 


in  clusi - 


ve  ,  via  Achillis  autem  est  summa  seriei  inferio¬ 
ris  eousque;  patet  vero  tab  1  incipiendo)  quem¬ 
vis  terminum  pium  unius  pto  alterius  aequalem  es¬ 
se,  sed  terminum  sub  (m — l)to  t  superioris,  mio  in« 
lioris  esse  aequalem;  adeoque  ad  finem  mti  t  viae 
testudinis  excessum  supra  viam  Achillis  esse  sem¬ 
iter  =  termino  mto  superioris.  Itaque  pro  temp o- 
iibujs  t  aequalibus,  dependentia  ista  celeritatis 
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'J 

Achillis  posita  ,  testudinem  nunqnam  assequetur  : 

1 

at  excessus  iste  nempe  /“—■"n  o;  et  si  tan¬ 

tum  ad  distantiam  1  ab  Achille  ,  motum  incipere 
testudo  ponatur ,  limes  viae  testudinis  erit  limes 

t 

summae  seriei  (cujus  exponens  -  -<1  est)  nem- 

n 

1  .  .  1  .  __  _J_  .  n—\  __  n  __  I _ ^ 

n  '  ■  n  '  n  n  {ii — 1  )n  n — 1 

et  si  testudo  (sublata  conditione  priore)  aequabi¬ 
liter  repat  ,  et  celeritas  ejus  sit  1  ,  erit  celeritas 
Achillis  n ,  ac  si  tempus  quo  eam  assequetur  ,  x 

dicatur  ,  erit  nx—.v- fi  ,  unde  ^  ,  quae  li¬ 


mes  viae  testudinis  erat. 

Pluribus  exemplis  brevitas  necessaria  super¬ 
sedere  jubet:  Tyrones  ipsi  ad  cubicam  quoque  pro¬ 
blemata  condere  possunt. 

§.  39.  Ex  (348)  ad  plures  aequationis  trans¬ 
formandae  modos  via  aperitur  :  nempe  Imo  ipsi  x 
substituendo  y\a  (ex  gr.  pro  azz  1  erit  y  1  ,  et  y — 1 
pro  — 1);  ubi  aequationis  novae  radici  addendum 
a  est  ,  ut  radix  prioris  aequationis  prodeat  ;  nam 
x  — Hr  <i* 

2do  .  Si  ponatur  my~x  ;  substituendo  prodi¬ 
bit  yn mn -*r 2J,Jn  1mn  1  +  yyn~2 mn‘2  -  -  -  sym  4- 1  zz  o  ; 
cujus  aequationis  (quae  dividendo  per  mn  ordina¬ 
tur)  radix  per  m  multiplicari  debet  ,  ut  aequatio¬ 
nis  primitivae  radix  prodeat  ;  nam  x~my . 


3tio.  Si  y  potiatur  —mx; 


substituendo 


]L 

m 


ipsi  V  ubique,  fiet  aequatio 


y  "  ,i»i 

h  » 


n  - 1 


+ 


<1'J 


n  2 


n  » 

m  - 


...  + 


m w  '  m 11  * 
hujus  aequationis  (quae  per 


primitiva 

■+ izz q  ubi  radix 
m 

mn  multiplicata  ordi- 
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natur,),  per  m  dividi  debet,  ut  radix  primitivae 

y 

prodeat;  nam  .  Si  vero  //a  — — 1  sit,  y  (nem- 

tn 

pe  radix  novae  aequationis)  per  — 1  divisa  (sive 
multiplicata)  fit  radix  aequationis  primitivae;  id 
est  radices  novae  priorum  oppositae  sunt. 


4io. 


ponatur;  atque 


—  substitu-r 

y 


c?ndo  ipsi  ar ,  aequatio  ordinetur;  per  radicem  ae¬ 
quationis  novae  unitas  dividenda  erit  ,  ut  x  nem¬ 
pe  radix  aequationis  primitivae  prodeat  ;  erit  que 
maxima  radix  (exgr.  >j<va)  aequationis  novae,  mi- 

•  ■  i  *  •  1 


mina  prioris,  nam  quo  majus  y  eo  minus 


V 


est. 


5to.  Atque  (ex  Imo)  si  per  theor.  binomiale 
evolvantur  termini  aequationis  novae,  in  quam 
prior  nempe  (f)#= o mutata  est:  erit  ^  orfy  ponen¬ 
do  pro  x)  , 

(a+y)”  =  an  +  n*n  li/  -  -  -  t  Pa3yw'5*  ay«MfyM 

/»i«t y)“-*=  p  -  -  -t 

‘A*f!/)n  a-iW'  ’t(«— 2)«"-»*---  +  yn'{% 


ffa -f-y)  —  sa,  +  sy 

/— £.  Quorum  omnium  summa  ,  collectis  coefficien- 
tibus  potentiarum  earundem  ipsius  y  e  columnis, 
verticalibus;  erit  aequatio  nova  coefficientibus 
A  ,  B  --  -  dictis) 

yw+  Ay”'1  -f  Byw’*«  -  -  +  Sy+otflf/?aw'1%aw  '  -  -fsg&tf; 

ubi  id  per  quod  potentia  o  ipsius  y  multiplicata 
est,  pro  ultimo  accipi  potest,  et  ab  (f)a?  nonnisi 
in  eo  differt  ,  quod  <x  sit  pro  x ;  unde  hoc,  substi¬ 
tuendo  ubique  a  ipsi  x  in  (f).r,  iilico  prodit;  adeo- 
que  si  a  —I  sit,  erit  1  +//  •+•  q  -  -  -  +  £  ,  et  si  a  =  — i, 
ponatur,  erit  (— l)w+^t> — 1  — l)”"3- - — 

quod  mox  dum  radix  aequ  itionis  altioris  quaeretur, 
usui  erit. 


I 


( 


) 


6to.  In  (p  359  :  3tio  )  si  aequatio  per  mn  mul¬ 
tiplicetur;  t  i  et  y  n  +  mpyn~l\  m2qyn~*.  ^mn'isy\mn':i 

et  manifesto  si  quis  coeificiens  fractus  sit  , 
denominature  m  praeditus  ,  *s  a  denominature  Ii- 
berabi  iir,  cum  quilibet  terminum  per  potentiam  in¬ 
tegratu  ipsius  m  multiplicetur.  Itaque  si  minimus 
talis  numerus  eligatur  ,  quem  coefficientis  cujusvis 
(etiam  ipsius  y°)  ad  terminos  minimos  reducti 
denominator  metitur,  atque  pro  m  is  sumatur,  qui« 
Vis  coefficiens  si  antea  quantitas  realis  et  commen* 
surabilis.  fuerit. ,  numerus  integer  evadet:  atque 
postfiiodurn  nonnisi  de  tali  casu  sermo  erit. 


Notandum  tamen  est,  uti  e  deductione  patet, 
hei<5  nullam  potentiam  ipsius  y  negligendani  esse, 
etsi  co efficiens  aliciijus  zeriis  fuerit. 

§•  39.  Posito  (quod  vix  credibile  esset  a  Geo¬ 
metris  pluribus  celebribxis  per  se  evidens  visum 
fuisse)  aequationem  cujusvis  gradus  radice  aliqua 
(si  nort  reali  ,  saltem  imaginaria)  gaudere;  facile 
«sequitur  aequationem  gradus  n ,  radices  numero  n9 
hec  plures  paucioresve  habere.  quidciidque 

sit  a  ,  est 

xn=z( x~a)(vn-ij'avn'2fa*xn~3fa3j;n,‘4«  -‘fan't.v°)±an 
fet  in  genere  |3xF=£ 

(#— a)  fj3«^-2  fj3a2xp-3  .  -f  j3«p_1#0J  pap  • 

nam  multiplicando  prius  per  x ?  tum  per  = — #  prodibit 

+  p#s*H-2..  .  Jt-$aV-1x+  pa<*  ,  et 


,  ....  —  P«V  - - -  pcf  x—  fia?  ;  qU( 

est  ,  pro  quovis  valore  ipsius  x. 

Tyrones  ,  ipsi  n  possunt  ex  gr.  5  substitueri 
ut  clafhis  perspiciaifk 

Est  vero  hinc  x»$pa.n-i  +qx> +Sx  +  t. 

(x  ®0[*B  ’t( r7\/)')x n' * 'fv/yjiv/ )xr’~3  -j- 

(  a3W  pfac/fr 

+  ,4+„  i,ti-  , 

z  z  1 


\ 
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exemplo  in  quo  etiam  u  ipsi  5  substitui  potest  . 
facile  perspicitur. 

Sit  ( f).t=:i5+yAi,4  +  +  rr  ^  n  ^  erit 

— a)(aA-t  ax8'^  u9x' a8x  ■+■  «4)+  u 5 
ps*  =  ( .v — a  )(px3-{-  apx2  +  a ~p .v +p  «  3  j  +  p a 4 
qx^  =  (x — a){  qx2  +  af/vfqa2)  +  c/t. 3 

rx 3  =  f  # — a )  (rx  +  r a)  4-  /  a 3 

sac*  =  f# — a)s-]-$a 


t 


i 


Unde  collectis  (e  columnis  verticalibus)  ejus¬ 
dem  potentiae  ipsius  x  co  effici  entibus  ,  erit  (fyA  = 

{  s—ct)  l#4f  (  afp  )  x  af(a*f#ptg  )  x  a  f  (  a8faapfaq±r)x  f 
r/4fpa8fqa2+rafs)x° J  4-  r/,5  f  f  ya 3  j  r&r  f  «a  f  /. 

Dicatur  (a)*  id  quod  intra  parentbesim  est,  et  a 
id  quod  post  parentbesim  majorem  est  ,  quod  —  o 
est,  si  a  radix  aequationis  (f);V~oest;  patet  vero, 
quod  (aV  praebeat  aequationem  [u — l)ii  gradus,  si 
UjA'  fuerit  /iti* 

Paviter  erit  f a)A=t=(*—£)  ^ b)a  +  p  ,  et  (h)x  = 

(* — e)fc)A’-fy,  et  ita  porro  donec  ad  tale  ex  gr» 
(x— d)(d>-H  deveniatur,  ut  quum  (a J*,(b)*, (ex¬ 
aequationes  gradus  in  quavis  sequente  ,  unitate  de¬ 
crescentes  praebeant,  demum  aliqua  (d)x  primi 
gradus  prodeat. 

t*Lid  autem  per  (b)*  ,  (3  ,  (c)*,  y  *  .  -  intelliga- 
,ur  lactle  ex  ipso  (a)x  et  a  perspicitur:  nempe  si 
primus  coefficiens  in  (a)*  dicatur  //,  2dus  q ' 

*rit  r  aplican do  ad  casum  proximum),  ]B=^4-| 

H*  cj'  b~  r'fj  -b  s'  (per  s'  coefficientem  ipsius  a;0  in 
(a^x  intclligendo.)  ;  unde  reliqua  patent. 

Itaque  pro  quibusvis  valoribus  ipsorum 
x,  c  -  -  -  d  ,  est  ( t‘jx  =r  (x — a )  (d)x  +  *  = 

oJ[(x  6)  (b)jr  -p  p  J  -f  a  ;  quod  est 
(**"“ •:&)(#•  6J(  h;#}  sj  pro  valore  a  ipsius  x  sit 


(  mi  ) 


£  i)vv~o  ;  et  pro  valore  6  ipsius  x  sit  (n  V ~~-<k  nam 
lUin  u—a5-\-pa*fqa3fraz+.Mift~o  ,  t*i  j3  =  64f//^3  -f 

Ita  porro  si  c  radix  ipsius  (c)x  —  & 
sit,  pro  ^  -  c  fit  y~o  ,  et  ila  porro,  ut  demum  pro 
x^d  fiat  <5=o  ,  adeoque  quodvis  ipsorum  a,]3,y  •  -  5 
=  o  sit;  itaque  (f  )x~lx—  a  )\x  b  )  (  x—c)  -  -  - 
(* — d)(d)x  sit;  atque  (  d\v=r(*-— e  >  .  1-f  f  e~e)  , 
si  Imi  gradus  ba»  (d^x^zo. 

Atque  hinc  manifesto  ,  tuivis  ex  gr.  ipso¬ 
rum  «,  4,  c  -  -  *  (L  e  ponatur  x  aequale  ,  ( fjxzzz  o  e- 
iit,  et  f)  radix  aequationis  (t‘Jx  =  o  eri t;  ac  si  n 
ex  gr.  5  fuerit,  prodeunte  * — ff,  functio  (a  )x  quar¬ 
ti  gradus  facta  est,  et  hinc  prodeunte  pro¬ 

dit  (b)x  gradus  3til ,  et  hinc  prodeunte  x—c  pro¬ 
diit  (c)x  gradus  2<H  ,  atque  liitic  prodeunte  x' — d 
evadit  ( d)a’  gradus  Imi,  et  hinc  prodeunte  *  — -  e  , 
ipsa  a,  c ,  d ,  e  pro  casu  proximo  efficient, 
quinque  radices,  nempe  radices  numero  gradus  ipsi¬ 
us  (JVv~0. 

Conscqu.  si  habuerit  aequatio  gr; - 

diis  n  unam  radicem  ;  radices  munero  n  habere 
constat,  quarum  tamen  possunt  aliquae,  inio  omnes 
ut  patebit,  esse  aequales  ;  at  quaeritur,  suito  plufes 
habere  possit?  Responsio  facilis  est:  nam  si ' ifk>£ 
nulli  dictarum  fin  casu  dicto  quinque)  radicum 
esset;  substituendo  k  ipsi  x  ,  fieret 

(f — q)( Ii—d)  ( k~c)  (k*r~d)  (ti—e)  f  quoC 
fieri  nequit,  nisi  factor  aliquis  producti  *&rus  si? , 
id  est  h  alicui  ipsorum  i,  c9  d ,  e  aequalis 


Solet  hoc  inde  deduci  ,  quod 


p(xl*  —  «**} 


•a 


sit  =:p(a?Vml  d-  ax*1"2  -  -  -  d-  axj* )  ,  mi  peracta 

divisione  C  130  )  patet  ;  atque  bine  evolutis  hoc 

/ 

snodo  terminis 


xn~—  an  px®  £-— -pa**'* 


gxn~*— (?&**“* 


■a 


x- 


°a 


---  usque  ad  — et  dentio  multiplicando  quo 


ZZ 
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fiim  per  x—a*  atque  addendo  utrinqqe  pani 
qan  ^  prodibit  plane  id  quod  supra. 

At  pro  xzzza  ?  fit  tam  dividendus  quam  divisor 
=  o  i  divisionem  ¥ero  plane  pro  aequationis  radi¬ 
ce  a~x  per  x—a  peragi  oportet:  interini  ("per  28?) 

Ut  tum  -r~~  =  (/;— 2)$q**-3-.„ 

4  ,r  ,  nempe  dura  a  ,  quotus  ad  hunc  limi- 

lem  tendit,  qqe.m  coefficicnti  priori  ipsius  f*— 
sub  st  itu  ©udo  in  eo  a  ipsi  #,  aequalem  esse  facile 
demonstrari  potest  ,  quod  Tyronibus  relinquitur  ; 
exemplo  pro  p=5  rem  illustrare  possunt. 

Tura  item  si  b  ponendo  pro  a  in  nova  aequa- 
lione,  vafor  hujus  q  fiat  ,  et  per  a—b  fiat  divi¬ 
sio  pro  ,  omnia  perinde  sequi,  patet;  se<l  me¬ 
thodus  prior  clarior  faciliorqae  est,  ' 

ii  Igitur  aequatio  gradus  n  gaudeat  una  ra¬ 
die®  0  ?  erit  ©  ittunero  n  factoribus  ejusmodi  uti 
x—m  ,  x—b  -  i?  -  soefiata ,  et  quaevis  lit erarum  in  iis 
at>  *  deversarum,  radix  erit ,  nec  ujla  alia  ab  his 
diversa  datur;  ac  couvepsim  quoque  si 
(.x*^#)  ( ®  •»  o  erit ,  quodcunque  ipsorum 
h  ponatur  pro  x\  ex  gr.  \a—a)(  a  —  bj  - .  ~0, 
aut  (■£—«)  (£-*-#)  -  C/c  ;  quaecunque  et  quot  vis 

quantitates  a,  b  -  »  -  fuerint,  (^rrra)^ x—  b)  -  -  -  sj  in 
eo  ipsi  *  ipsorum  <*,$-<■-  qqodvis  substituatur,  =q 
fiet;  poterunt  autem  <*,£--  omnes  aequales  quo¬ 
que  accipi  ,  uti  (ar— <*)  (*— « gaudet 
duabus  quidem  hoc  sensu  radicibus,  sed  quae  ae¬ 
quales  sunt. 

Si  itaque  aequatio  productum  talium  facto¬ 
rum  sit  ;  COefficientes  ipsius  *  a  radicibus  depen¬ 
dere  facile  perspicitur;  et  ultro  sequitur  in  legem 

qua  formantur,  inquirere.  Nempe  ' 

Zdo.  Erat  etiam  (pag.  137)  quaestio  de  facto 

plurium  bino  mi  orum.  Multiplicando  x—a  per  *—  £ 
laedet  .v*  +  ( - 6  }%+m6  ,  et  boc  multiplicando 

liet  ifi - v  (— a— *t  £^6 4  «6- -f-  &£.* )x — abe 
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et  idem  porro  continuando  donec  Jibuerit  ,  eou- 
sque  palet*,  quod  (si  Jiteiae  ab  diversae  eo  si¬ 
gno  accipiantur,  uti  in  factoribus  x — a,x — -  -  - 
sunt  ,  denotantes  radicum  opposita)  ,  coefficiens 
primus  sit  summa  iiterarum  dictarum,  2dus  sit  sum¬ 
ma  amborum,  3tius  summa  ternorum,  t/nus  summa 
7/Uouiun  ,  quae  e  Jit  eris  dictis  accipi  possunt,  et 
quidem  ita  ut  quaevis  inio  factum  ex  iis  iiteris  sit 
e  quibus  constat;  ex  gr.  pro  m~2 ,  si  ambo  e  li¬ 
teris  — a  et  -^b  sit,  accipiatur  ( — a)  .  f* — b)^=ab  ; 
ad  finem  vero  coefficiens  ipsius  x°  sit  facium  ex 
omnibus  literis  dictis;  quod  igitur  semel  lautum 
est, 

Si  vero  de  prodeunte  P  c  numero  n  factori¬ 
bus  ejusmodi,  valeat  lex,*  valet  etiamsi  (w+ljtus 
factor  accedat.  Nam  sit  novus  factor  t/,  et  sit 
—  «zz»',  — bzzb\  -  -  -,  —d^d'  ,  atque  sit  coefficiens 
//vtus  M,  zz  summae  77?ionum  quae  ex  ?i  iiteris  a\br- - 
accipi  possunt,  et  ('mq-l)tus  coefficiens  sit  N  zz 
summae  (#rH)j0num ,  quae  ex  iisdem  a'}  b'  — .  (ex¬ 
cluso  d')  accipi  possunt.  Multiplicato  P  per  ter¬ 
minum  priorem  ipsius  d ,  augebitur  exponens 
ipsius  x  unitate  in  quovis  termino,  adeoque  et  ae¬ 
quatio  uno  altior  prodibit  ;  factor  — d  scilicet  ex¬ 
ponentes  ipsius  *  non  mutat.  Est  autem  in  P  ter¬ 
minus  7/? tus  (haud  numerato  primo  ubi  potentia  al* 
tissima  ipsius  x  cum  coefficiente  I  est), 
et  sequens  est  — -N^^"777'1 ;  atque  multiplicando  P 
per  x — d ,  potentia  exponentis  n—m  ipsius  x  non¬ 
nisi  tx  Mxn~ m  per  —  d ,  et  per  x  multi¬ 

plicato  prodire  potest  ;  erminus  itaque  facti  ,  in 
quo  x^"m  est,  fi t  est  autem  hic 

lennmus  (m+l)ius  in  novo  facto  ab  (excluso 

hoc)  numerando  usque  ad  xn'm  \  atque  N  continet 
omnes  0/7|l)iones  quae  ex  excluso  d'  ac¬ 

cipi  possunt,  M  vero  omnes  /Diones  ex  iisdem,  quae 
singulae  per  d'  multiplicatae  exhibent  omnes 
(  tf*i*l)ioiies  ,  ex  a'*  b'  -  -  •  d\  quae  ipsum  d'  Continent, 
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Quod  ultimum  attinet;  is  dum  per  d'  multi¬ 
plicatur,  prodit  a'  b'  ~  -  d' ;  penultimus  autem  per 
d'  et  ultimus  per  *  multiplicatus,  dat  primam  po¬ 
tentiam  ipsius  x  ,  fct  sub  formula  dicta  generali 
continetur* 

3tio.  Si  aequatio  in  talem  (per  359)  transfor¬ 
mata  sit,  ut  quivis  coefficientium  numerus  integer 
sit:  tum  si  radix  quantitas  cum  unitate  commensu¬ 
rabilis  sit,  numerus  integer,  et  quidem  e  factori¬ 
bus  termini  ultimi  est.  Nam  factorem  termini  ul¬ 
timi  esse  (e  364)  patet;  si  vero  radix  non  esset  itu- 

a 

merus  integer  ,  sit  — *  pro  a  et  b  numeris  inter 


se  primis ,  quos  nullus  alius  integer  praeter  1  me- 

a 

—  ipsi  x  ,  esset 


titur.  Substituto 


qan 


-f2 


an  t  pan~l  , 

~t  «  +  +  6n-2 

multiplicando  ,  est 


.  ra  T  /« 

-  -  -  -  -r  - —  t  s~o  ,  et  per  0 
h 


an-\-  bpa12"1^  b*qan'2  --  -  -f  bn‘  Va  +  bns~o%  et  hi  ut 
~  ~  — — [ pan~^bqanm  $  6n'2ra-{~6n-ls~\  ; 

quod  absurdum  est  ,  nam  b  non  metitur  numerum 
an quia  (ut  paulo  inferius  demonstrabitur)  nu¬ 
merus  primus  b  inter  factores  ipsius  -  ades¬ 

se  deberet  ;  membrum  aequationis  ad  dextram 
autem  manens  integer  est.  Itaque  radix  realis,  si 
quantitas  commensurabilis  sit,  numerus  integer  est. 

Hinc  modo  sequente  investigari  potest,  num 
radix  aequationis  realis  commensurabilis  detur: 
nempe  factoribus  termini  ultimi  integris  ipsi  %  sub¬ 
stitutis,  videri  potest  num  valor  functionis  ad  o  re¬ 
digatur.  Geterum  si  quis  factorum  integrorum 
termini  ultimi  radix  sit  ;  ad  finem  operationis  se¬ 
quentis  prodire  zerum  ,  ex  operatione  ipsa  patet. 

Sit  ex  gr.  x3+px2  +  qx+  r—  o  ,  atque  sit  a  ra- 
'  dix  ;  erit  a3  f  pa\qa^  ;  adeoque  = 
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■r 

a 


,  u hi  —  integer  est,  dicatur  r Kst  porro 
a 


a 


et  a+p 


--&+</)  mj±9 


a  a 

ipgcr  est  ,  dicatur  </ ;  est  demum  a  — 

a_  (>'  +  ?;)_,  q’+p 

_1_  t - 

a 


pariter  in 


1  ,  seu 


ii- 


•  q'—p  i  «t 

,,  , 

- — j-  J— o,  seu  - — -  — ~  —  !• 


|  x  gr.  Sit  *3f*2 — io^+8=  o  i,  erit  substituendo 
2  ipsi  x  (  quae  radix  aequationis  estj ,  quilibet  quo- 

r'\q  & 
a 


/* 


i  erum 


a 


uliimus 


8  4—10 

1  est  ,  nempe 


numerus  integer  ,  et 

:  3  , 


z 


‘7  J  i 

— — l.  Nisi  quilibet  quotorum  integer  et  ul- 
Jl 

t  i  n.us  -----  — 1  sit,  numellis  substitutus  radix  esse  ne¬ 
quii. 

4io.  Si  aequationis  ordinatae  ( gradus  p  coni- 
pletae,  adroque  ex  pfl  terminis  constantis^  per  [f)x 
=o  designaiae'!  coefiicientes  omnes,  abstrahendo 
a  signo  praeposito,  ^vi  ,  atque  radices  omnes  rea- 
les  sint:  tot  transitus  ( ex  f  in  —  vel  vice  versa) 
erunt,  quot  radices  vae  ,  et  tot.  (nem¬ 

pe  -f-  ■+•  aut  —  — )  quot  radices  ^  vae  .  Successio¬ 
nes  signorum  aequalium  dicuntur  breviter  succes - 
sion  es ,  uti  successiones  signorum  inaequalium  trct/i * 
situs  dicuntur. 


Nam  per  aj) - >j<va  intelligendo ,  aequatio 

formae  aut  formae  x\b  ,  simplex  dicitur,  et 

quidem  prior  t^va  ,  posterior  ^  va  ;  quum  aequa¬ 
tionis  e  talibus  factoribus  conflatae  prior  ,  radicem 
^vam  a,  posterior  nvam  ■ — 4  procuret. 

Prodibit  autem  aequatio  eadem  >  quocunque  or¬ 
dine  multiplicentur  aequationes  simplices  *  adeoque 
etsi  prius  tantum  >J<vae  mult i plicentur $  et  factum 
I  per  aliquam  aequ.  simplicem  ^  vam.  4  et  quod  pro- 
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dit  per  novam  *— *  vam ,  et  hoc  item  per  novam  (si 
adfuerit)  multiplicentur,  donec  nulla  supersit;  aut 
inverse  factum  /  e  >-ms  per  ^vas  simplices  modii 
dicto  mititipl  icetur. 


Si  jam  numerus  aequationum  simplicium  (a« 
deoque  radicum)  Avarum  sit  n ,  et  numerus  >— varuni 
adeoque  numerus  radicum  Avarum  sit  m\  as  que  de¬ 
monstretur  Imo  /  per  aequ.  simplicem  >Jry*4a  mul¬ 
tiplicatam  tinum  transitum  novum  acquirere  ^  et 
quodvis  factum  ita  prodiens  per  aequ.  simplicent 
>fvam  multiplicatum  ,  unum  transitum  novum  nan¬ 
cisci  ;  milltiplicatione  per  ortines  aequationes  sim¬ 
plices  consummata,  patebit,  in  (l)x  ad  mini  »  uni 
n  transitus  dari.  Ita  si  demonstretur  2do  F  per  ae¬ 
quationem  simplicem  ^  Vam  multiplicatum  unam 
successionem  acquirere;  patebit ,  in  ( f)*  ad  mini¬ 
mum  m  successiones  adesse.  Atqiie  quum  numerus 
omnium  successionum,  (sive  aequalium  sive  inae¬ 
qualium  )  in  (f)x  sit  ,  quum  p-pl  termini 

sint  ;  plures  transitus  quam  n  dari  nequeunt  ^  nam 
tum  m  nempe  numerus  successionum  imminueretur^ 
quem  dari  constat  ;  n  transitus  vero  certo  adsunt; 
ita  m  successiones  adsunt,  nec  plures  esse  possunt, 
quia  tum  //numeriis  tratisituUm  imminueretur.  Con- 
squ.  plane  n  transitus  (nempe  quot)  radices  >J<vae  )* 
et  m  Sucfeessiones  erunt ,  (nempe  tpiot  radices 


'■—Vae  'i* 

Itaque  nonnisi  Jmuni  et  2duiti  demonstranda  Ve- 
hiUhtt 


QtiOad  Imum*  Sint  multiplicandi  signat  qiiocun- 
qiie  Ordine  ,  et  multiplicator  sit  aequatio  simplex 
>£<va*  ex  gr.  x — a  (prd  a  ijivd  J;  erit  si  tantum  si¬ 
gna  cdefficientiunri  scribantur  ,  et  in  facto  coeffici- 


entes  potentiae  cujus  Vis  ipsius  x  addantur  ,  sche¬ 
ma  seqtteiu ;  notando,  quod  Coefficiens  termini 
liui  in  utroque  factore  sit  1  ,  attjue  terminus  imus 
facti  sit  l.i,  coelficiens  uno  allioris  potentiae  i- 
psius  ;  postea  verb  sigha  plane  multiplicandi  iii 
linea  lacti  super  ore  describantur  ,  quii  ni  multipli- 
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x:atio  per  x  omnia  signa  immutata  relinquat;  mul¬ 
tiplicando  per  — a  autem  ,  eadem  signa  in  contra¬ 
ria  mutata,  sub  2do  superioris  incipiendo,  uno  ulteri¬ 
us  terminentur  ;  atque  quod  vis  vtum  seriei  superioris 
et  (v — 1  )tmn  inferioris  simul  coefficientein  poten¬ 
tiae  exponentis  g, — v+2  ipsius  x  efficiant;  quum  nem¬ 
pe  potentiae  ipsius  x  in  multiplicando  ,  quovis  ter¬ 
mino  ulterius  ad  dextram  unitate  decrescant ,  adeo- 
que  si  Imus  terminus  sit  xP,  in  termino  vto  est  po» 
tentia  ipsius  x  exponentis  p— v4-l;et  idem  ter¬ 
minus  per  priorem  multiplicatoris  terminum  dat. 

xPmV  +2  ,  ac  potentia  eadem  ipsius  x  duntaxat  e  mul¬ 
tiplicatione  termini  (v — 1  )ti  multiplicandi  per  ter¬ 
minum  2dum  multiplicatoris  prodeat. 

Quibus  praemissis  patet  in  schemate  sequente 

4*  —  — .  ~\~  —  4-  4-  «=» 

4-  — 

■+■  —  —  4-  —  4-  4-  •— 

— -  4-  4*  —  +  — -  — •  4"  qualis  vis  fuerit  signo¬ 

rum  ordo  in  multiplicando,  quemvis  transitum,  qni 
in  multiplicando  est,  transitum  in  facto  parere,  et 
praeterea  unum  transitum  accedere.  Nam  si  iu  mul¬ 
tiplicando  fuerit  4-  —  aut  —  4-,  fiet  e  primo,  Zl 
e  posteriore  4-  +;  atque  ubi  in  multiplicando  pri¬ 
ma  vice  occurrit  *  ,  adeoque  primus  transitus  est, 

fiet  in  multiplicando  +  —  et  £  in  facto,  adeoque 
terminus  hivus,  qui  cum  termino  primo  transitum 
efficiet;  ita  postea  veniens  primus  t^vus  in  multi¬ 
plicando  ,  producet  2dum  transitum  in  multiplican¬ 
do ,  et  2dnm  in  facto,  quum  in  multiplicando  uini 

—  +  efficiat  in  facto  ;  et  ita  porro  quivis  no¬ 
vus  transitus  iu  multiplicando  pariet  novum  in  fa¬ 
cto  ;  nam  si  ex  gr.  prodeat  in  facto  ~  ,  sed  ari- 

I  ? 

te  quam  prodierit  ,  jam  terminus  tfvus  prodiret  ^ 
transitus  evenit. 
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v 

/ 


Consoqu.  quivis  transitus  multiplicandi  ,  tran- 
fsiluiii  in  lacto  parit.  8ed  praeterea  adhuc  unus 
transitus  in  facto  accedit :  nam  si  in  facto  alicubi 

_  i 

tale  _  occurrat  ,  post  quod  nullum  \  est  ;  tum 

+ 

in  multiplicando  post  illud  d — -  per  quod  illud  Z 
productum  est,  usque  ad  ultimum,  terminum  quem¬ 
vis  ■-<  vmn  esse  oportet;  nam  secus  — -  4*  produce¬ 
ret  ^  ;  si  vero  in  facto  tale  ^  sit  post  quod  nul¬ 
lum  —  est  ,  tum  in  multiplicando  abinde  termini 
usque  ad  ultimum  .sunt  ,  secus  d - produce¬ 

ret  Z  ?  et  post  ^  esset  “  contra  hyp.  Itaque  quum 

terminus  ultimus  seriei  superioris  et  inferioris  ,  e 
termino  eodem  (nempe  ultimo  multiplicandi)  pro¬ 
deant,  nempe  superior  per  4*  r,  inferior  per  — 

multiplicando  ;  in  utroque  casu  ,  sive  3  sive 


■ 

4- 


occurrat  in  facto  ultima  vice  ,  a  termino  seriei  su¬ 
perioris  ad' ultimum  inferioris  unus  transitus  erit; 
in  casu  primo  a  *-<  vb  ad  ^vum  in  altero  casu  a  ^v<> 
ad  Hvum  Consequ.  seinper  ubi  per  aequationem 
simplicem  ^vam  multiplicatur  ,  factum  ad  minimum 
unum  transitum  acquirit. 

Quod  2dum  attinet ;  qual iacunque  signa  multi*- 
plicandi  se  invicem  excipiant;  multiplicando  per 
aequationem  simplicem  ^  vam  gr.  a"f2=o  ,  erunt 
-signa  multiplicatoris  4-  4-  ,  ad  eo  que  ex  gr.  sche- 
ma  sequens  erit. 

t 

4“  * —  —  4  4-  — 

4  4- 

-  4-  4  — 


4-  —  — 
+  — 


ftenspe  series  signorum  multiplicandi  ipsa  est 
series  lacti  tam  superior  quain  inferior,  terminis 
luijus  uno  ad  d  exuam  protrusis. 
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Ubi  in  facio  _  aut  est,  in  casu  primo- co- 

4- 

afficiens  *— <  in  altero  4-  est  ,  ita  termini  ultimi  in¬ 
ferioris  ,  qui  solus  coefficsens  ipsius  x^  est,  signum 

quod  ibidem  est  manet;  ubi  autem  _p  aut  est,  a 

magnitudine  coefficHentium  pendet  ,  quodnam  si¬ 
gnum  terminus  is  nanciscatur. 


Sed  (uti  Segner  ingeniose  animadvertit)  ,  si¬ 
gnum  in  facto -manet  id  ^  quod  in  serie  superiore 

_  "  _L 

est  ,  donec  post  tale  4~  aut  post  J  tale  «  ,  aut 

rs..  4“  ~ 


post  4-  tale  +  aut  post  talo  -b  sequatur;  ut  si 
pro  casu  Imo  in  jf,  pro  2do  in  4",  pro  3tio  in  +  , 


pro  4to  in  _p  ,  coefficiens  inferior  sit  major  superi¬ 
ore,  atque  pro  casu  3tio  in  4*  quod  ante  4-  est,  et 
pro  casu  4to  in  quod  ante  fp  est,  coefficiens  su¬ 
perior  sit  major  inferiore  ;  manifesto  enim  in  bis 
solis  casibus  fit  descensus  a  signo  seriei  superioris 
ad  sequentem  inferioris;  uti  schemata  haec  exhibent. 

4*  -b  v.  ——  — —  4~  +  — 

\  V  x. 

—  N-~  4-  '4-  4-  N~~  —  ''-b 

Patet  vero  in  omnibus  Ius  casibus  descensum 
successionem  parere  ,  a  —  ad  —  vel  a  +  ad  4~ 
eundo. 

Post  signum  amem  ad  quod  descensum  est  , 
series  signorum  inferius  plane  illa  sequitur  ,  quae 
superius  post  signum  a  quo  descensum  est;  adhuc- 
dum  itaque  numerus  successionum  uno  auctus  est  ;> 
manet  vero  in  facto  signum  seriei  inferioris  abin- 

de,  donec  post  |=j  tale  4-  aut  post  ^  tale  T,  aut 

post-p  tale  +  vel  inverse  sequatur,  ut  pro  casu  Imo  in 
+,pro  2doin  4*  pro  3tio  in  +  ,  pro  4to  in  coegi- 


JJ  * 
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cieps  superior  major  sit  inferiore,  etquidem  itant 
pro  casu  3tio  in  _j_  pro  4to  in  +  coelficiens  inferi¬ 
or  sit  major  superiore;  in  his  enim  casibus  fiet 
tiscensi/s  a  Segtiero  dictus,  nempe  a  signo  seriei 
infViioris  ad  signum  superioris  ascendendum  erit; 
mi  schemata  haec  exhibent. 


—  ~p 


v~ 
+x  + 


~/l  l/~ 


-f  /  —  - — x  -f~ 

Ubi  item  patet  in  duobus  casibus  prioribus  11« 
nam  successionem  ,  quae  in  inferiore  (adeoque  in 
multiplicando  quoque  est)  destrui;  quum  in  casu 
primo  pro  —  —  fiat  —4-,  in  2do  pro  +  +  ve¬ 
niat  +  ~  ;  in  2  posterioribus  vero  transitum  mu¬ 
lari  in  successionem. 


Itaque  si  prius  accesserit  una  successio,  hic 
una  quae  in  multiplicando  adfuit,  destrui  potest, 
usque  ad  signum  5  ad  quod  ascensum  est. 

Post  ascensum  eadem  signorum  series ,  quae 
in  multiplicando  a  signo  respondente  est,  sequitur; 
afque  dicta  dentio  repetuntur;  patetque  quotvis  de¬ 
scensus  luerint  ,  totidem  successiones  oriri  tales 
quae  in  multiplicando  non  erant,  afc  vero  per  quem¬ 
vis  ascensum  posse  successionem  aliquam  quae 
in  multiplicando  adest,  destrui. 

Interim  descensuum  numerus  in  omni  casu  nu¬ 
merum  ascensuum  uno  superat;  nam  aut  ascensus 
nullus  est ,  aut,  datur  ultimus  ;  si  nullus  sit  ,  tum 
si  alius  descensus  non  detur,  saltem  ab  ultimo  si¬ 
gno  superioris  ad  ultimum  inferioris  illi  aequale 
descendendo  una  successio  nova  producitur,  quae 
in  multiplicando  non  fuit;  si  detur  ascensus,  sive 
unus  sive  plures  fuerint,  erit  ultimus,  nempe  ultra 
quem  alius  non  datur;  atque  tum  is  aut  ad  signum 
ultimum  seriei  superioris  ascendet,  aut  ad  aliquem 
ante  ultimum  ;  in  casu  posteriore  manebunt  signa 
senei  superioris  sequentia  usque  ad  ultimum  ,  et 
'n  ,,<r  q,ie  chui  accedet  nova  successio  ,  descenden- 
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il o  ab  ultimo  signo  superioris  ad  ultimum  inferio¬ 
ris  illi  aequale. 

Unde  si  in  multiplicando  fuerint  successiones 
numero  N  ,  et  in  facto  descensuum  numerus  sit  j3, 
ascensuum  numerus  erit  J3 — 1  ;  atque  etsi  quovis 
ascensu  N  uno  minor  fieret  .  adeoque  ex  N  fieret 
j\ — (|3 — 1),  idem  per  numerum  descensuum  fieret 
N — ( j3 — ’0f  |3— Nfl.  Itaque  semper  ubi  nova  radix 
MVa  infertur  ,  multiplicatione  per  aequationem  sim¬ 
plicem  Hvam,  factum  ad  minimum  unam  successi¬ 
onem  accquirit. 

Atque  hinc  per  superius  dicta  assertum  patet. 

% 

Exgr  x3  •f  x2 — lQ#  +  8  unam  successionem  et 
2  transitus,  atque  2  radices  dE*vas  1  et  2  ac  unam 
vam  — 4  habet :  y3 — y2 — 10 y — 8  vero  uno  transi¬ 
tu  et  2  successionibus  gaudetis  ,  unam  t^vam  radi¬ 
cem  4  et  duas  *-■  vas — 1  et  — 2  habet.  Nempe  ra¬ 
dices  posterioris  sunt,  radicibus  prioris  plane  oppo¬ 
sitae  ;  quum  substituto  (360)  — y  ipsi  #  ,  fiat  —y3 
•J  o  ,  et  dividendo  per  — J  ,  (ut  poten» 

tia  suprema  a  signo  —  liberetur)  ;  erit  y3 — y2 — 10 y 
. — 8=  o  ,  cujus  radix  y  est  opposita  radici  prioris, 
nempe  y  ~ — x.  Si  exponens  potentiae  supremae  par 
sit ,  tusu  termini  ad  exponentes  pares  manifesto 
manent,  et  tantum  termini  in  quibus  exponentes 
impares  sunt,  mutantur  in  opposita  ;  obi  vero  ex¬ 
ponens  supremus  impar  est ,  tantum  termini  in  qui¬ 
bus  exponens  par  est  (haud  excepto  zero)  mutan¬ 
tur  in  opposita  ;  ut  radices  no  vae  aequa  tionis,  prio¬ 
rum  oppositae  reddantur.  Ex  gr.  x^\Qx3 — 5x2—  42# 
*j-40  habet  radices  1,2,— 4,— 5,  et  radices  ipsius  a;4—  6x3 
• — 5x3f42xd'40  sunt  — 1, — 2  ,  et  4  ac  5. 

Per  praec.  igitur  si  radices  omnes  reales  sint, 
quot  sint  *J*vae  et  i  vae  dignosci tur ;  observando  in- 
terim,  quod  si  quis  terminus  desit ,  o  tam  +  quam 
—  accipi  possit-,  et  si  per  hoc  numerus  radicum 
>J*vaium  et  ^  varum  diverso  modo  indicaretur  ,  radi¬ 
cem  imaginariam  adesse  constet. 
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7 mo,  Si  radix  commensurabilis  sit,  illam  nu« 
inerum  integrum  (per  367),  et  factorem  termini  ul¬ 
timi  (per  366)  esse  constat.  Itaque  inter  factores 
termini  ultimi  quaerendus  est,  qui  functionem  (f)x 

reddat,  si  is  m  ea  ipsi  x  ubique  substituatur  ; 
uti  in  exemplo  proximo  ,  terminus  ultimus  est  40, 
et  radices  (quum  omnes  commensurabiles  sint)  e 
lactoribus  'integris  ipsius  40  sunt. 

Si  tamen  terminus  ultimus  t  nimis  magnus  sit, 
mullfsque  factoribus  gaudeat;  facile  poterit  ( per 
359)  aequatio  ,  substituto  p^a  ipsi  x  in  (f>,  in 
talem  transformari  ,  cujus  radici  y  addendum  a 
est, 'ut  x  prodeat;  adeoque  e  factoribus  ipsius  t 
ilii  tantum  lentandi  erunt  ,  num  radices  ipsius 
(f):r  sint,  qui  subtracto  a  factores  termini  ultimi 
aequationis  novae  sunt.  Saepius  sufficit  c.zzz  +1.  vel 
■ — »1  accipere  ;  et  'si  aequationum  pro  xjxr.y  *  a ,  et 
x~yt"—a  transformatarum'  ultimi  dicantur  U  et  u  ; 
patet  factorem  k  ipsius  t  radicem  ipsius  (f)v  non¬ 
nisi  tunc  esse  posse  ,  &i  detur  ipsius  U  factor  ta¬ 
lis  yT  et  factor  talis  y'  ipjgius  u  ,  ut  k=y -*r  u^y' — a 
sit.  : 

Ex  gr.  Pro  x® — 40x34-595&,a — 3900^4-9504—0  , 
fit  substituendo  ^4-10  ipsi  x,  aequationis  novae 
terminus  ultimus  4  ,  cujus  1,  2.  - —  1,  * — 2  factores; 
atque  lOtl  ,  IGf  2 ,  10—1  ,  10—2^  radices  aequatio¬ 
nis  prioris  sunt. 

8vo.  Si  vero  radix  realis  quidem  ,  sed  non  . 

sit  cum  1  commensurabilis  :  tum  quaerantur  talia 
a  et  b  ,  inter  quae  radicem  cadere  oportet  ;  atque 
ipsis  a  et  h  quanto  propius  ad  se  invicem  latis  , 
radix  inter  ea  cadens  modo  dicendo  approximetur. 
Si,  (0«  d^vum  et  (^f)£  Hvum  sit,  demonstrabitur 
paulo  inferius  ,  (f)#=o  radice  reali  inter  a  et  b 
cadente,  gaudere;  itaque  talia  a  et  ^  a  se  invicem 
quo  minus  differentia  .repe*  i  en  da  sunt.  Substituen¬ 
do  nempe  ipsi  oc  pro  radice  ^va  numeros  o,  1,  2-- 
et  pro  radice  ^  Va*  o,  —  1,  —  2  --  -  ,  si  cx  gr.  (f)ar 
sit  xB — 3ar — 17x4-43;  si  sub  quemque  ponatur  va- 
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lor  ipsius  (f)#  substituto  illo  numero  ipsi  x;  erit 
« — 4  ,  — 3  -  — 2 ,  —X  ,  o  ,  1,  2,  3  ,  4,  5  , 
—1  ,  40  ,  57  ,  56  ,  43  ,  24  ,  5,  —8,  —9  ,  8 
itaque  unam  radicem  >J<vain  inter  2  et  3  ,  alteram 
inter  4  et  5  ,  3tiam  vero  w  vam  inter  —3  et  — 4  ca¬ 
dere  constat. 

Est  autem  etiam,  ut  substituendo  numeros  ipsi 
decrescat  aliquamdiu  ( f)#  ,  et  tum  item  cre¬ 
scat,  manente  signo  eodem:  ex  gr.  sit  (O#  #3 

— 2.v 2  —21x^55  ;  erunt 

numeri  -  -  *  -  -  -“2,  —  1,  o  ,  1,  2,  3,  4-- 

yalores  ipsius  ( 73,  55,  33,  13  1  3-~ 

atque  radix  *J<va  erit  (si  quidem  realis  fuerit)  in¬ 
ter  2  et  3  ,  aut  inter  3  efc  4|  lentandum  in  taJi  ca¬ 
su  est  ,  addendo  £  co  <1  in  boc  casu  ipsi  3,  nara 
(0(3  ±°  o:)  /* — \  O  ;  quo  m  casu  3  £•  co  eo  propius 
radici  erit  ,  quo  minus  (f)( 3  £&)  erit.  Si  vero 
(f^(3£*'uO  neutiquam  />— • x  o  ,  tum  radices  omnes 
imaginariae  erunt,  siquidem  ( 0%  abi  n  de  signo  eo¬ 
dem  utrinque  crescat  scmper ,  ab  illo  termino  se¬ 
riei  tam  ad  dextram  quam  ad  laevam  eundo,  in 

i  1 

hoc  quidem  casu,  pro  cv—  est  (ijC3  -f  — •)  sr 


JL 


adeoque  radix  inter  3  + 


et  1.  est. 


Omnia  haec  autem  illustrantur,  si  x  tanquam 
abscissa  ,  et  ordinata  abscissae  a-  respon¬ 

dens  consideretur,  et  quaeratur  tale  c  ut  ( f)c=y 
%.cz:o  sit  *,  atque  ad  ductum  Siheae  per  extremitates 
ordinatarum  descriptae  reflectatur  ;  nempe  si  a  fi¬ 
ne  abscissae  a  puncto  in  linea  abscissarum  lato  ? 
donec  ex  a  fiat  6  ,  posito  interea  (Q#  semper  rea- 
ie  finitum  esse,  transibit  linea  ex  una  plaga  in  alte¬ 
ram  per  partem  abscissae  inter  fines  ipsarum  a  et 
6 ,  si  (f )a  et  (f jh  ^  sit. 

9no.  Ut  tamen  molestia  tot  numeros  tcntandi 
minuatur  ;  e  re  est  certos  nosse.,  intra  quos  tema- 
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re  sufficiat;  nec  de  aliis  nisi  >J<vi3  radicibns  agere 
necesse  est ,  quum  aequatio  facile  (  359  )  in  talem 
mutetur  ,  cujus  radices  >j<vae  'per — 1  multiplicatae, 
radices  nvas  prioris  praebeant ;  dicuntur  autem  li¬ 
mites  radicum  Avarum,  duo  valores  ejusmodi,  quo¬ 
rum  unus  major  quavis  radice  illius  aequationis 
*  va  5  alter  vero  minor  quavis  radice  >J<va  ejusdem 
sit. 

Si  quaevis  radix  ){<va  <!  1  fuerit  ,  tum  1  est 
unus  limes.  Consideretur  itaque  radix  *J«ya  uni¬ 
tate  major  pro  aequatione  gradus  ?u 

Si  —  M  coefficiens  hh  vus  maximus  sit ;  et  idem  — M 
sit  coefficiens  termini  mt i  (haud  numerato  primo); 

rn 

erit  terminus  «tus  = — Mxn~m  ;  et  si  ac¬ 

cipiatur  ,  pro  radice  »J«va  et  >-l  ,  valor  ipsius  (f)v 
certo  >J<  erit.  Nam  tum  summa  terminorum  ('simul 
cum  illo  in  quo  a;0  est ) ,  etsi  omnes  coefficientes 

seorsim  ==: —  M  essent,  esset  — ----- -  J  4 

x — 1  , 

(si  —  MJprimus,  et  exponens  ponatur  per  131);  quo 
si  xn  majus  sit,  tO#  >J<  erit,  nempe  si  ipsi  x  tale 

771 


a  >J$vum  substituatur.  Fiet  vero  hoc,  si  oO>l*fJ/M  sit; 


m 


nam  tum  pro  (»1)  erit  a — 1  >1^  M,  et  (a — 
atque  (x — 1 } a m‘ 1  ;>  M  ;  et  hinc  multiplicando  u- 

an-rn\l  .  „  _ 


trinqiie  per 


erit  aw> 


a- 


a — 1 

— 1 

si  fuerit  ,  tanto  fortius  fiet  ’a^T - 


quod 


conseqiii  (f )#  ^  erit,  si  ipsi  x  substituatur  ot> 

/n, 

lf  i/iVti  Facile  hoc  ad  exempla  proxime  allata  ap-. 
plicatur. 

10mo.  Ita  si  (  360  )  transformetur  aequatio  , 


ponendo  x~  — 

y 

ta  tali  quantitate 


atque  aequatio  ordinetur  :  reper- 
Q  ,  qua  si  y  oiajus  accipiatur  , 
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valor  functionis  novae  sit;  erit  (pro  Q' >*  Q)  , 
<  ~  ,  per  y  radicem  >j<vain  novae  aequatio¬ 


nis  intelligendo  ;  adeoque 


^p-O  5  nempe 


est 


miriima  radice  tfva  aequationis  ininor.  Itaque  in 
praec.  tale  prodierat,  quo  radix  major  esse  nequit, 
quia  tum  (Y)x%  fieret  et  non  o,  Jiic  autem  tale 
prodiit ,  quo  x%  majus  est. 

11  ino.  Quoad  radices  vas  autem  transforman¬ 
da  aequatio  in  talem  est  (per  373)  ,  cujhs  radices 
>jivae  per  —1  multiplicatae,  exhibeant  radices  >-<  vas 
prioris  :  atque  limitibus  radicum  varum  aequatio¬ 
nis  novae  quaesitis,  limites  radicum  avarum  prio¬ 
ris  reperientur. 

Yix  autem  monendum  est  ,  beic  limitem  non 
Sehsu  superiori  accipi;  item  quod  si  radix  una  a 

ipsiiis  (Oa;~0  prodierit,  —  praebeat  aequatio- 

A;  ’ J  r  fl- 


nem  unb  gradii  inferiorem  ,  cujus  radices  pariter 
quaeri  possunt.  Patet  etiam  ,  quod  si  terminus  ul¬ 
timus  deficiat  ,  Unam  radicem  zerum  esse  ;  nempe 
si  o  substituatur  ipsi  x  ,  functio  ad  o  redigetur  ; 
est  quoque  termini  ultimi  o  uniis  factor  =;  o.  Ita  si 
terminus  secundus  deficiat,  summa  radicum  o 
est  (  305  )  ,  adeoque  summa  radicum  *  varinn  est 
summae  avarum  aequalis.  Ita  etiam  patet  coeffici- 
entem  termini  *2di  non  posse  realem  esse  ,  nisi  ra¬ 
dices  imaginariae  (si  adfuerint)  se  invicem  destru¬ 
ant.  Patet  quoque  radicem  #j*vani  non  dari  ;  si  coef- 
ficientes  omnes  (etiam  ipsius  x°)  sint  ;  nam 

tum  pro  quovis  Valore  4<vo  ipsius  x\  Valor  d*vu§ 
et  non  o  erit. 

12mo.  Si  autem  aequationis  radicem  per  di¬ 
cta  inter  certos  integros  contineri  constet,  atqui 
teiitationibus  inter  illos  factis  ,  prodierit  tale  W  , 


V  V 
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I 


ut  vera  radice  x  dicta  ,  x — w  sit  ex  er.  <r—L-  vel 

10 


1 


e* . .. 


iOO  5  l,enil»®  W+/  ( denotante  /  fractio, 

nem  veram  exiguam)  ;  erit  methodo  Newtoniaua 


x' 


=  (W+//“  =  w  nfu  vv  ” '  '/  fff 


p*n~'  1 1 p0<-  J>v"'e/t/y  et 


j*.  $  m  »•  ’  B  , 

t  £2  atque  .//+/'/-  -• ,  id  est  sumina  termi¬ 
norum  ,  in  quibus  tractio  ‘vera/ ad  una  altiorem 
potentiam  elevata  est,  F/‘ dicta  ;  erif 

(Ha-  =  vv^+jww”’1  4-  ^w”-2 - fnvfl 

— 2)w”’*-  -  f  J/tF/-0| 

atque  hinc 

< _ _  °  f^wf  jf—FY 

^  u\\  /lm  iJrp(  n—  1  j\\  n'2-\(l  ( >/— - 2  ) Ww~a~^-  jyt 

unde  ex  aequatione  et  quantitatis  deficientis  limi¬ 
te  ,  aestimando  maximum  errorem'  qui  committi 
potest,  negligendo  F/  ob  potentias  fractionis  verae 
exiguae  aitiores  j  omisso  F/  fit  a  =  w-f/  = 

w n  F  p\\n' 1  +  y\v  ”"3  -  -  -  *}*  t 
AV  «AV 1 1  (  i  )/>\v  ”'2t(  u~2)(jM  n  9T.  .  5  et  a(* 
denom.  eundem  reducendo,  et  addendo,  fit 

Q — l.)w  f ( // — 2)pxv*m*f(n— 3)yw”-3  .  v , _ / 

*  —  «w"*1  f  (  «—  1 )/nv W'J f  ( 2)7w w' 3  -  -« 

A ppt oximando  hoc  pacto,  valore  reperto  w;  item 
novum/  quaeriter  ;  et  operatio  juxta  dicta  toties 
quoties  repetitur. 

Altera  mei!  odus  est  Zag-ra/^eiana.  Si  nempe 
prodierit  integer  a  radice  proxime  minor  ,  v  aut 
valor  talis  uti  supra  \x)  ;  ut  radix  vera  x  sit  = 

«+  ~y  fPro  substituatur  in  (f)x,  af  — L 

ipsi  w  j  tt  uni  ta  aequatione  quaeratur  integet  A 
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ipso  y  proxime  minor;  itaque  a-f  <X«  + 

I  ‘  ■  : .  ' 

b  • 

Ponatur  y—b  f — *  ,  ubi  item  y'^>  1,  et  aequ- 

t/ 

tione  proxima  (in  qua  af~L  substitutum  ipsi  x  est) 

y 

(V)y  dicta,  substituatur  in  (P/y ,  6  + — ripsi  !/'•>  e* 

1/ 

quaeratur  integer  b 9  ipso  y'  proxime  minor  ;  atque 
idem  semper  repetatur;  ita  ut  si  prodierit  b  cum 
p  accentis  iquod  dicatur  p )  integer  ipso  y  totidem 
accentis  insignito  (quod  dicatur  Y )  proxime  mi¬ 
nor,  substituatur  in  aequatione  novissima,  p  +  -—v 

ipsi  Y  fper  Y'  intelligendo  y  uno  accento  pluribus 
quam  Y  habet  nempe  p+1  accentis  praedium ). 


ISritque  a?=a.f 


1 

b'fl 


b " 


% 


Itaque  radix  incommensurabilis  fractione  conti¬ 
nua  dicta,  in  infinitum  protensa  approximatur:  sed 
de  fractionibus  continuis  paulo  inferius  agetur.  Patet 
vero  superius  incipiendo  usque  ad  b,  b\  b"  -  -  -  aU 
fernatim  esse  valorem  radice  majorem  minoremve, 
quam  si  illi  b  ubi  subsistere  libet  ,  1  addatur. 


§.  40.  Si  plures  fuerint  incognitae  . v ,  y  -  -  - 
et  totidem  aequationes  gradus  Imi  tales  dentur,  qua¬ 
rum  nullius  veritas  aut  falsitas  e  reliquis  flu-t: 

1.  Aut  quaeritur  ex  una  vilor  ipsius  x  ,  qua¬ 
si  reliquae  incognitae  nolae  essent  ,  et  reperto  va- 
lore,  suostituto  ipsi  v  in  netpi  ti  *ne  sequente  ,  quae- 

VV  * 
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ritur  ex  hac  valor  ipsius  qui  hoc  pacto  neque 
x  nec  y  continet;  atque  si  z  adfuerit,  substituto 
in  aequatione  sequente  valore  ipsius  x  prius  reper¬ 
to  ,  et  tum  ipsi  y  substituto  ubique  valore  proxi¬ 
me  reperto  ,  prodibit  aequatio,  in  qua  x,  y  non 
amplius  adsunt,  et  nqnisi  %  est,  si  in  initio  tan¬ 
tum  x,y^z  fuerint;  adeoque  z  reperitiir;  et  inde 
regrediendo,  ex  aequatione,  in  qua  nonnisi  y  et* 
z  erant,  substituendo  valorem  ipsius  s,  prodibit  y, 
atque  ex  aequatione  in  qua  xy  y ,  z  sunt ,  substitu¬ 
tis  jam  repertis  valoribus  ipsorum  prodibit  a; 
quoque.  * 

Quotvis  autem  fuerint  incognitae  numero  p 
progrediendo  ad  aequationem  sequentem  vtain  ,  in¬ 
cognitae  numero  v — 1  disparent;  adeoque  demum 
una  manet  ;  inde  reperto  hujus  valore  per  aequa¬ 
tiones  per  quas  descensum  est  ascendendo  ,  omnes 
prodeunt. 

J  * 

2.  Aut  ita  transformantur  aequationes  ,  ut  e 
summa  earum  nova  aequatio  promanet  talis  ,  iit 
qua  coefficiens  omnium  incognitarum  ,  praeter  u- 
nam  (quam  quaerere  libet),  zzo  sit:  quo  pacto 
incognita  ista  reperitiir. 

gr.  Sit  ax ■j*  hyss.c 

et  a' x^b'y~d ;  erit  f  juxta  1) 
c—by  ... 

■&™  —  - — >  ,  quo  substituto  in  aequ.  sequente  erit 


,  _  «  (v — by)  a!c — a  by  .  .  . 

*r  —  - - -  t  o  y  ~ - -  +  1>  V  ,  et  hinc 

a  8  J  a  J 

/  tt  a’b .  .  a'c 

y  (o - )  j  —  — d=zo  ,  atque  hinc 


a  c-~c'a  .  b  a — a  b 

y  f - -  .  -  =0  . 

a  a 


.  consequ. 


C  dc — da)  ad — ca  „ 

y  -  ”  ;  atiue  hoc  in 

r—  £ — substituto,  fit  x  ~  . 

«  ’  ab‘—ba‘ 
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Idem  modo  2do  prodit;  nempe  multiplicanda 
aeqn.  priorem  per  b\  posteriorem,  per  — 6,  et  ad¬ 
dendo  fiet  x(ab'~a!b)^  y(bb'-~bb' ^Vc-bc^unte 
x  idem  prodit,  quod  prius.  Pariter  y  prodit. 

Utrumque  ad  tres  plnresve  incognitas  applicari 
potest. 

EXEMPLA.  1.  Quaerantur  duae  quantitates  x 
et  y  tales  ,  ut  et  x — y^d  •  erit  methodo 

priore  x~s — y ,  quo  siibstituto  in  sequente  ,  est 
s — y — y;=d ,  unde  — 2  y—d — s,  ad  coque  2  y~s — d , 

i 

et  y  =  5  et  boc  substituendo  in  x—s — y  ,  fit 

■..it  JL 

sfd 


Modo  posteriore  substituto  s  ipsi  c  %  et  d  ipsi 
?*,  ac  1  ipsis  a  et  et  b  ,  atque  1  ipsi;  b"  \  erit 

s  (—  l) — 1  .d  - — A 


l.(— 1)— 1.1 


—2 


=  -~y -  ut  prius. 

JL 


2.  Nota  est  mulorum  de  sarcinis  snis  conque® 
rentium  fabula.  Prioris  sarcina  est  #  ,  alterius  y% 
is  tantam  esse  suam  queritur,  ut  si  hic  illi  pondus 
i=l  traderet ,  aeque  gravati  essent;  hic  autem  re¬ 
spondet  suum  pondus  duplum  fore,  si  is  illi  1  tra» 
dereto  Erit  hinc 


x\l  z=zy — 1 ,  et  yfl—2(x-^l)  ,  ad  eo  que 
x — y==z  — 2  et 


2x — y= 3;  itaque  multiplicando  superiorem  per 
— l,et  addendo  (id  est  superiorem  subtrahendo  ex 
inferiore  )  coefficiens  ipsius  y  erit  o,  et  .r~5  erit^ 
quo  substituto  in  quavis  aequatione,  erit  y=7. 

Idem  prodit,  si  superius  ponatur  a=l,  b— — 15 
c— — 2,  «'=2,  b'zz — 1,  c'zz 30 

Exempla  ad  plures  incognitas  passim  reperire 
et  Torones  ipsi  condere  possunt  ;  quotvis  autem  in¬ 
cognitae  fuerint  ,  ingeniosa  a  liezout  data  regula, 
reperiri  possunt.  Nimirum 
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4 

Si  e  rebus  b  ,  c,  «/  construantur  permutatio¬ 
nes  ,  ita  ut  prius  prodeant  06,et4#,  ac  priori  prae¬ 
ponatur  signum  +  posteriori — ,  et  semper  omnibus 
permutationibus  factis  literarum  permutatarum  susci¬ 
piatur  operatio  sequens  ,  cum  singulis  eo  ordine 
quo  prodierunt:  nimirum  sequens  iitera  nova  pon* 
ponatur,  deinde  migret  ista  seper  uno  porro,  ver¬ 
sus  sinistram  ,  donec  omnes  ad  dextram  post 
se  relinquat ;  et  prima  harum  permutationum,  in 
qua  Iitera  nova  ultima  versus  dextram  est,  retine¬ 
at  signum  illius  ,  cui  postponitur ,  reliquae  autem 
quavis  migratione  uti  prodeunt  signum  mutent;  at¬ 
que  si  prodierint  permutationes  A,  B - ,  prius  ex 

A  generentur  modo  dicto  aliae,  tum  ex  B  ,  et  ita 
porro,  ac  ordinentur  uti  prodierunt,  prius  ex  A  ge¬ 
neratae,  tum  ex  B  generatae,  L^c. 

Regula  porro  est  sequens  :  qiiod  si  fuerint  tot  in¬ 
cognitae  quot  aequationes  primi  gradus  ,  et  coeifi- 
ciens  ipsius  x  sit  iitera  a  ,  coefficiens  ipsius  y  sit 
iitera  b  ,  ipsius  z  Iitera  c  et  ita  porro  ;  quaevis  in 
prima  aequatione  sine  accento,  in  2dq  cum  uno,  in 
3tia  cum  duobus  ,  et  ita  porro;  ad  dextram  vero 
sjt  Iitera  sequens  post  omnium  coeffici entium  li- 
t eras  cum  eodem  accento  quae  in  aequatione  est ; 
iitera  ista  vero  denotet  partem  aequationis  cogni¬ 
tam  ,  ita  ut  alterius  membri  ,  quod  ad  sinistram 
est,  quivis  terminus  sit  factum  ex  incognita  in  co¬ 
gnitam  ;  tum  in  denoininatore  describantur  Hiera¬ 
rum  coefficientium  permutationes  omnes  ,  quae  H- 
feras  illas  omnes  continent,  illo  ordine  qua  modq 
dicto  prodierunt,  atque  iis  signis  afficiantur  qtiA- 
bus  prodierunt;  tum  pro  valore  eujusvis  inepgniV, 
tae  scribatur  in  numeratore  supra  K teram  coeffici- 
entia  incognitae  illius,  Iitera  quae  ad  dextram  est; 
praeter  hoc  vero  supra  quamvis  li teram  denomina¬ 
turis  ,  ponatur  in  numeratore  quoque  Iitera  eadem, 
et  in  quovis  termino  tam  numeratoris  ,  quam  de- 
q^minatoris  Utera  prima  sit  sine  accento ,  quaevis 
sequens  vero  acquirat  unpm  accentum. 
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^  Peraonstratione,  ingeniosa  et  elegans  haec  lex 
digna  videtur.  Si  valet  haec  regula  de  quotvis  in¬ 
cognitis  usque  ad  certum  numerum  v  incognitarum 
(a  2  idcipiendo),  demonstratur  valere  eliam  de  nu¬ 
mero  incognitarum  uno  majore;  atqui  verum  est 
de  2  ,  de  3  ---  incognitis  ab  inductione 

I.  Exprimantur  literae  numeris  ,  primae  inco¬ 
gnitae  x  coefficiens  a  numero  1  ;  secundae  y  nume¬ 
ro  literae  ipsius,  nempe  per  2 

Multiplicentur  omnes  aequationes  praeter  ulti¬ 
mam  ;  prima  per  sequens  per  «,  3tia  per  p  4ta 
per  q  &*«--;  sint  n,  p,  g  ---  integri;  tum  subtra¬ 
hatur  ultima  aequatio  e  summa  priorum  ,  atque  in 
differentia  ponatur  omnis  incognitae  ^  praeter  illam 
cujus  valor  quaeritur)  coefficiens  et  erit  valor 
incognitae,  cujus  coefficiens  remansit  =  membro  ad 
dextram  ,  diviso  per  coefficientem  incognitae  , 

Ex  gr.  Sit  Ijc  4-  2y  4*  3&  4"  4 u  +  5r  =6 
\'x  +  2'y  +  3'&  +  4 'u  4*  5'e*  =-6# 

\"x  +  2  "y  +  '3"s  +  4  "u  +  y>"v  =6" 

V"x  4*  2  "•y  +  3"'*  +  4!"n  +  %’"v  <=6"' 

\""x  +2'"'y  +  3 4  -4!"'i4+o'"\'  =6*" 

erit  x(m Vfp  1  n^q*Jl" —  1"" 6'+ p 6"'~  6"" 

et  x=:  m6  f  ?i6,fp&1  1-  gfS'" — 6//;/ 

nV  | p 1" |  ql"1—  i""  si  nimirum 

/7*24-  «2'  4  p2"+  q62!"~2'"' 

/7*3-f  ;*3'4-  />3"  4-^3'//=3"" 

4  u  i'  4*  p  i"  4-  <7  4f#,-==  4///# 
w  5  4- 5; 5"  + 

Ita  valor  cujusvis  alius  incognitae  per  dicta 
determinatur;  at  patet  expressionem  valoris  ingre¬ 
di  muneres  indeterminatos  //*,  n^p\  q  ne.»  pe  novas 
incognitas,  sed  datis  una  pauciores  ,  pro  quibus  to¬ 
tidem  aequationes  dantur;  adeoque  si  pro  tot  in¬ 
cognitis  valeat  regula  a  B.  data  ;  detcimioc iitur 
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ope  istius,  incognitae  ***,  a, /?,  $r,  et  in  vajore  ipsius 
&  substituantur  valores  reperti  ;  idem  fiat  pro  valori- 
bus  y,z , et  inquiratur  num  Valores  Jioc  modo 
reperti  ,  regulae  congrui  sint.  Posito  valere  regu- 
iam  de  v  incognitis,  ("cujus  vicem  inodo  subeat 
4j;  determinabuntur  jhxta  regulam ,  incognitae  m  , 
f/,  /?,  q  ex  aequationibus  earum  dictis  ,  quae  modo 
sequente  exprima2itur 

&  #  %  %  * 

I  m  4  [2/2  4*  3p  4  4cj  zz  '5 

1V/2  4'  2' /2  4  34  4*  4'/  =  5' 

l"«i  4  2"»  4  3"/?  4  4"/  =  5" 

l'"w4  ‘ST*  4  3"'/?  4  4'"/  =  5"' 

ubi  stellula  cujnsvis  columnae  numero  cuivis  su¬ 
perposita  cogitetur,  ut  per  numerum  denotetur 
quidem  ,  quolaenam  incognitae  coefficiens  intelli-* 
gainr  ,  sed  valor  ab  illo,  quem  numerus  idem  sine 
s  eliula  denotat  in  prioribus  aequationibus  ,  diver¬ 
sus  significari  qhe^t. 

II.  Interim  valores  incognitarum  ex  proximis 
aequationibus  per  regulam  a  Bezout  datam  expressi 
f  cile  in  numeros  stella  carentes  transferri  modo 

sequente  possunt:  nempe  1  denotat  2,1'  denotat 
3  ,  et  ita  porro  deorsum  humero  accentorum  uno 

* 

major  uno  majus  denotat;  porro  2  mutatur  in  2% 

3fe  zfc  zfc 

3  in  2",  4  in  2'";  ita  1'  in  3 , 2'  in  3'  ;  verbo  nu¬ 
mero  accentorum  additur  2  ut  prodeat  numerus,  et 
numerus  unitate  mttlctatus  dat  accentorum  nume¬ 
rum  ;  nam  in  suprema  aequationum  proximarum 
accentus  ubique  o  est  ;  in  illis  acquivalentiuin  su¬ 
prema  vero  est  ubiqiie  2~o42;  accentusque  in  hac 
est  in  loco  primo  ozzzl  — l  tum  quovis  ioco  ac«ce- 
dit  unuS  accentus,  uti  numerus  crescit  uno  in  aequa¬ 
tionum  primitivarum  suprema  ;  porro  alitem  in  Ilis 
in  quavis  columna  verticali  deorsum  accenti  in  qua* 


vis  linea  uno  crescunt  ,  uti  numeri  in  prioribus 
in  quavis  linea  eadem  horizontali  manentes  ii- 
dem  ;  itaque  2  addito  numero  accenti  dat  sernper 
numerum  prioris  ;  et  accentum  esse  semper  o  pa¬ 
tet  dum  1  transfertur  qualivis  accento  gaudeat  ,  2 
vero  dare  accentum  /  ;  et  cum  in  primitivis  aequa¬ 
tionibus  numeri  in  quavis  linea  horizontali  ab  1 
progrediantur,  priorum  vero  idem  numerus  quovis 
loco  unum  accentum  nanciscatur,  est  numerus  ac¬ 
centorum  in  translatione  numerus  translatus  unita¬ 
te  mulctatus.  Ubi  nullus  accentus  est  ,  reputetur 
pro  accento  o.  Aequationes  ipsorum  w,  n  -  -  (p.384) 
primitivae  dicuntur  ,  quibus  priores  aequivalent. 

Si  igitur,  numerus  incognitarum  in  aequatio¬ 
nibus  totidem  prius  propositis,  quivis  sit ,  et  lex  de 
incognitis  una  paucioribus  valeat  *,  considerato  ca¬ 
su  proposito  (in  quo  numerum  5  e  demonstratione 
ipsa  quemvis  repraesentaro  posse  patebitl:  pro 
valere  ipsius  x  erit 
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2  377//  4"  5777  — *  *  -  -  _  2  4"  5"'  3'-" _ 

2  3 7  .i"  5f// - ~~ 

2  3'#  47//'  5//;—  -  -  »  _  2  3'  577/  4"" -  -  - 

2  37  4"  5777 —  -  -  -  '  '  2  3'  4"  5"7  - _ 

2  3'  477  5""  - - - 

2  3'  4"  5"' _ -  -  . 


Ita  si  quaevis  alia  incognitarum  quaeratur;  eo-» 
dem  modo  reperiuntur  talia  m,  n  -  -  -  ut  coefficien- 
tes  reliquarum  evanescant  ;  atque  quum  pro  aliis 
incognitis  non  eadem  /*«•-  ponantur  ,  et  statim 
dicenda  M,  N  -  -  -  non  eadem  pro  diversis  incogni¬ 
tis  sed  concernentia  intelligantur. 

Quae  de  valore  ipsius  x  demonstrabuntur,  mu* 
tatis  mutandis  ad  applicari  poterunt. 

Quomodo  autem  ad  singularem  hanc  regulam 
perveniri  potuerit  ,  perspici  ex  exemplo  (p. 380)  ai- 
lalo  potest,  sicubi  coeiiicientes  incognitarum  {si¬ 
mul  cum  coefficiente  potentiae  exponentis  o)  ita 
ut  ibi  designantur  ,  denotare  contigit. 

Denominator  tam  valoris  m ,  quam  reliquarum 
incognitarum  //,  q  est  idem  continens  omnes 

•  #  *  * 

permutationes  numerorum  1,  2,  3,  4  ,  dicatur  d\  et 
denominator  d  valorum  eorundem  //?,  u^p^  q  post¬ 
quam  modo  dicto  in  numeros  stellula  carentes  trans¬ 
lati  sunt,  dicatur  D  ;  numeratores  autem  sint 
M,  N,  P5  Q.  Eritque 

_  6.M  4-  6'.N  -b  67/  P  +  G^.Q— 6' //! 

<3?  *  — ■  *  ■  ■  ■  ■  -  — - - — 

D 

1M  4*  17N  4- 1/  /  P  + 1 /7/Q — i77"  ~ 

-  ■  > 

_  e.M-be/.N+e^.p-be^Q— 
i  .ivi  4- 1  -b  i "  .F4Tn»Q^3n^ 

Ita  pro  reliquis  incognitis  quoque  respective  con¬ 
cernentibus  w,  «,/>,  q  repertis  ;  erunt ,  pro  quavis 
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incognita,  concernentia  (id  est  pro  illa  prodeuntia) 
"1,  N - ,  inteiligendo  ; 

6AT+6'.N  +  6".P  +  6"/Q— D.6"" 
y~~  2.M  +  2/i\  +  2//.P-i-6"/Q— D.2 

^  _  6.M-f6/N  +  6/'.P4-6///.Q— D.6/"/ 
3.M+a/.N+3'/.P4-3y"  q~d.3"^' 

6.^-f  6MV  +  6'  '.P-f  6///.P— D.6' 

U  ~  4. M i- 4'.  N  -T4!H.P+4!  Q— d.4T/TT 

III.  Si  translatio  formularum  ,  qua  D  ex  d  , 
tet  qua  M  ,  N,  P  ,  Q  prodeunt  consideretur  ,  curri 
Cpcr  hyp^  in  quovis  termino  sint  accenti  o  1  H  hf 
patet  (per  II)  prodire  in  quovis  termino  ipsorum 
D,  M,  N,  P5  Q  numeros  2,  3,  4,  5,  accentos  vero  in 
D  esse  in  quovis  termino  o  ’  n  ;  quia  terminus 
quilibet  ipsius  d  est  permutatio  numerorum 
#  *  *  % 

1,  2,  3,  4  ;  unde  etiam  in  D  prodit  permutatio  quae* 
vis  numerorum  2,  3,  4,  5;  quia  prouti  in  d  permu¬ 
tantur  numeri  1,  2,  3,  4,  imaginis  2,  3,  4,  5  ,  ab 
accentis  constantibus  o  '  m  pendentis  ,  accenti 
ita  migrant  in  imagine  dicta  ,  omni  permutatione 
possibili  ;  itaque  si  semper  juxta  accentos  dispo¬ 
nantur,  patet  permutationem  quamvis  (nec  eandem 
imaginem  bisj  prodire,  quia  tum  permutatio  eadem 
in  d  bis  occurreret. 

P°rro  cum  in  expressionum  illarum  ,  e  quibus 
M,  N.  P,  Q  depromta  sunt,  quavis  adsint  omnes 

permutationes  numerorum  12  3  4  5  ,  nempe  in  illa 

e  qua  M  translata  est,  absque  1,  in  illa  e  qua  N  trans- 

lata  est,  absque  2,  absque  3  in  illa  e  qua  P 
deprompta  est  (per  hyp)  ;  patet  adesse  quidem  in 
quovis  ipsorum  M,  N,  P,  Q  omnes  permutat  io  ii  es 
numerorum  2  3  4  5^  sed  in  M  deesse  accentum  o 

A  A  a  * 
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* 

propter  defectum  numeri  1  in  expressione  e  qita  de¬ 
ducitur,  in  N  deesse  accentum  ' ,  in  P  accentum 
"  in  Q  accentum  propter  defectum?,  uum erorum 

*  *  *  , 

2,  3  ,  4  in  expressionibus  primariis  dictis;  nempe 

«  * 

(  per  II)  ubi  1  deest  ,  in  translato  accentus  o  de¬ 
est,  nam  numerus  accenti  est  =  munero  ipsi  uni¬ 
tate  inulctato  ;  ira  ubi  2  deest ,  in  translato  accen¬ 
tus  2 — 1  =  1  deesset  debet 

Si  jam  in  expressione  superiore  ipsius  x  in  nu¬ 
meratore  cuivis  termino  ipsius  M  praeponatur  6  si¬ 
ne  accento  ,  in  quovis  termino  ipsius  N  praepona¬ 
tur  6'  cum  uno  accento,  ( scilicet  ibi  datur  accen¬ 
tus  o),  in  P  loco  tertio  ponatur  in  quovis  termi¬ 
no  6",  ili  Q  Joco  quarto  6"'  in  quovis  termino,  et 
6""  Joco  ultimo  cujusvis  termini  ipsius  1) ;  in  de- 
nominatore  vero  plane  in  Joca  dicta  ponatur  1  cum 
iisdem  acceutis  ;  prodibunt  superius  permutationes 
omnes  numerorum  2, 3, 4, 5,6,  inferius  omnes  numero¬ 
rum  J,  2,  3,  4,  5;  et  quum  ita  ordinentur,  ut  in  valore 
ipsius  oc  .  ubi  1  infra  stat,  seni  per  6  stet  supra  ], 
lejjqui  numeri  etiam  in  quovis  termino  iidem  cum 
iisdem  accentis  in  quavis  verticali  iidem  esse  pote¬ 
runt.  Itaque  pro  Vaiore  ipsius  x  juxta  regulam  12. 
prodeunt  termini  ,  praeterquam  quod  signa  rite 
prodiisse  demonstrandum  supersit* 

Idem  pro  alia  incognita  patet,  si  haec  Jocum  iii 
aequationibus  cum  x  permutet. 

IY.  Quod  autem  signa  attinet :  sit  p  numerus 
incognitarum  in  aequationibus  totidem  propositis  : 
erunt  m ,//-«-  numero  p— l  ,  ex  totidem  aequatio- 
nibus  determinanda.  Dicantur  permutationes,  quae 
pro  valoribus  ipsorum  m,  n  -  -  -  ( per  liyp)  juxta 
regulum  B .  rite  prodeunt  ,  primitivae  ,  et  eaedem 
(p.  384)  in  numeros  stella  carentes  translatae  di¬ 
cantur  translatae  priorum  ;  denotetque  Jieic  Jitera 
in  locum  exponentis  accento  postposito  numerum 
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accentorum  illius  numeri ,  cui  quasi  exponens  ad’ 
ponitur. 

Quaevis  primitiva  permutatio  numerorum 


1  2 (p— 1^  gaudet  signo  +  ,  regulae  B .  con¬ 
venienti  5  et  t rmis lata  quoque  illius  signum  idem 
retinet  ,  atque  permutatio  cuivis  superimposita  si¬ 
gno  eodem  gaudet. 

Erit  autem  p  aut  par  ,  aut  impar  ;  et  p — 1  in 
casu  priore  fiet  impar,  et  par  in  posteriore.  Si  p 
par  fuerit  ,  prodibunt  pro  valore  ipsius  x  (  386) 
termini  denominatoris  omnes  ,  quoad  numerum  ac- 
c  en  totum  ordinati  ,  regulae  convenientes  ;  nempe 
tum  permutationes  in  B  regulae  contrariis  signis 
praeditae, praeposito  signo  —  valorem  regulae  con¬ 
venientem  dabunt ,  nt  statim  patebit. 


Si  vero  p  impar  fuerit  ;  ttiiu  omnes  dehomina- 
toris  permutationes  ,  simul  cum  terminis  ipsius 

—  juxta  numeros  accentorum  ordinatae  , 

signa  regulae  contraria  habebunt;  atque  tam  nu¬ 
meratoris  quam  denominatoris  ,  opposita  accipien¬ 
do,  valore  ipsius  a;  immutato,  singuli  termini  signa 
regulae  convenientia  nancisceiitur. 

Consideretur  enimvero  prius  tantum  in  d  per¬ 
mutatio  primitiva  prima  ,  et  huic  in  numerator® 


*  *  *  £  ( LI-2V 

(r*)' 5 


,  superimposita  ;  nempe 

1  2'  3"  -  -  -  (p  lj 
erit  superioris  translata  una  permutatio  ipsius  M, 
inferioris  translata  erit  una  permutatio  ipsius  D  ; 


eritque  translata  numeratoris  (si  extremi  permu¬ 


tentur  ,  juxta  numeros  accentorum  ordinando) 
•  3‘4J1  -  •  -  pv^ ^  inferior  autem  erit 

2  3'  4"-..  M(P2)'  ,  (per  II.). 
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A(que  liinc  pro  valore  ii»»ius  x  ia 

I  M - 

per  translationem  prodibit 

Cji+n.3',411  —  i/f*'2^1 .aCf*-1  J’  .  d 
'  i Tlu" .7~(f^(7Ty  ’  u’ 

autem  prodibit  2.31.4'|>--  p'  b~2^  .  ^ 

2.31.4" - b-O' 


Termini  tantum  «nominatoris  considerandi  ve¬ 
niunt  ;  nempe  in  denominatore  ,  si  incognitae  nu¬ 
mero  p  fuerint,  permutationes  numerorum  1,2*-  p 
omnes  prodeunt,  et  dein  pro  x  supra  1  ubique  po¬ 
nitur  p-fl,  reliquis  literis  autem  iisdem  ,  etiam 
signa  accentique  ubique  eadem  ponuntur. 


Translatae  perii) litationes  quaevis  cum  primi¬ 
tivis  eodem  sigtio  gaudent,  tantum  valorem  facti 
e  quantitatibus  permutatis  tanquam  factoribus  pro¬ 
ducti  respiciendo  ;  sed  praeposito  1  tanquam  mul¬ 
tiplicatore  ,  permutatio  13*  4/;  -  -  -  ^  f  *, 

quae  quoad  valorem  signo  -f-  gaudet  ,  ut  fatutim 

ex  1  et  translata  ipsius  4-  12  3  -  -  -  (p — 1  y  ^  ^ 
si  p  impar  fuerit ,  jtixta  regulam  signum  —  habebit. 

.Nam  numerus  numerorum  in  permutatione  in¬ 
ter  1  et  2  erit  p — 2,  adeoque  par  si  p  par  fuerit, 
et  impar  si  p  impar  sit  ;  12  vero  habebat  -J-;  po¬ 
natur  prius  3  ad  finem  dextrum,  manebit  signum 
idem,  permutet  3  locum  cum  praecedente  2,  fiet 
■"**  ;  ponatur  sequens  nempe  4  ad  finem  dextrum  \ 
manebit  — ,  permutet  4  locum  eum  3,  fiet  -f;  et 
ita  porro  ,  semper  numerus  sequens  inmediate  ma¬ 
jor  ponatur  ad  finem  dextrum  ,  qui  signum  prae¬ 
cedens  retinens  permutet  locUm  cum  praecedente  , 
donec  nullus  major  supersit:  hoc  pacto  patet  to- 
lies  permutari  signum  ,  quot  numeri  inter  extremos 
sunt  ,  et  si  numerus  mutationis  signi  par  sit.  signum 
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4-  loanere,  si  impar  sit,  signum  —  juxta  regulam 
fieri,  itaque  pro  p  puri,  id  quod  prodit,  convenit 
regulae  ,  pro  p  impari  autem  contrariatur. 

Item  si  Y'  par  sit,  — J egi  conveniens 
est;  si  p  impar  fuerit  ,  contrariatur.  Nam  tum  I 
erit  ultimus  ;  nempe  heic  numerus  accenti  uno  a- 
uctus  ^  numero  Joci  ;  numeri  intermedii  sunt 
qui  prius  in  termino  primo  ;  itaque  quum  21  gau¬ 
deat  juxta  regulam  signo  —  ,  prodibit  pro  p  pari 

13  i(pmiy  £Um  signo  — ;  itaque  factum 

juxta  regulam  quoque  signum  —  habebit;  vaiori 

ipsius  x  etiam  satisfaciendo. 

Si  vero  p  impar  fuerit;  prodibit 
juxta  regulam  cum  signo  -f  :  itaque  quum  et  praece¬ 
dentes  permutationes  denomirauoris  signis  legi  con¬ 
trariis  praeditae  sint  ;  tam  numeratoris  quam  de¬ 
nominat  oris  oppositum  accipiendo  ,  valore  ipsius 
a;  immutato  ,  signa  legi  quoque  convenient  ,  (nem¬ 
pe  tum  etiam  --DlOe'  ,n  4.  DpH-l;' 

mutabitnr). 

Quod  autem  e  solo  termino  denominaturis  pri¬ 
mo  ad  omnes  concludi  queat,  patet  sic:  quaevis 
permutatio  fuerit  iu  translatis,  quibus  x  modo  di¬ 
cto  exprimitur;  illa  ex  aliqua  primitivarum  dicta¬ 
rum  orta  adposito  1  in  denominatoje  juxta  accen¬ 
tum  ejus  ,  et  supra  id  p+1,  cum  ea.  sigi\um,  idem 
habet  iii  expressione  ipsius  (abstrahendo  a  le- 
ge  lf).  Facile  autem  perspicitor  ;  quod  permutatio 
quaevis  rerum  certarum  ,  e  quavis  permutatione 
earundem  produci  queat  ,  permutatione  unius  aut 
plurium  certarum  cum  immediate  praecedente  ad 
laevam  certo  numero  facta ,  et  quaevis  ejusmodi 
permutatione  signum  per  legem  B .  mutetur ;  atque 
etiam  dum  in  primitiva  permutatur  aliqua  cum  prae¬ 
cedente  ad  laevam ,  et  in  trajnslata  ejus  imite¬ 
tur,  signum  :  atque  hinc  patet  quod  si  prior  permu¬ 
tatio  superius  dicta  legi  convenerit,  conveniant  o- 
msics;  si  non,  tum  omnes  signa  contraria  habeant; 
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quae  uberius  exponere,  tain  prolixitas  vitanda  quam 
brevitas  necessaria  vetat. 

Consequ.  de  x  regula  generaliter  valet;  nem¬ 
pe  sive  par  sive  impar  fuerit  p  valet ,  si  de  p — 1 
valet;  valet  autem  de  duabus,  tribus,  et  quatuor 
incognitis;  itaque  valet  de  quinque,  et  hinc  de 
sex,  atque  inde  de  septem. ,  et  ita  porro. 

Parique  modo  de  reliquis  incognitis  demon¬ 
strando  generaliter  constat, 

§.  4 L  Si  autem  aequationes  gradus  Imi  pauci¬ 
ores  fuerint  quam  incognitae  (342  )  :  tum  accipi¬ 
endo  tot  incognitas  quot  aequationes  datae  sunt  ; 
earum  valoribus  quaesitis,  reliquis  incognitis  arbi¬ 
trarie  quidvis  substitui  potest  ,  nisi  certa  restricti¬ 
one  posita  ,  valores  incognitarum  certa  qualitate 
praeditos  esse  oporteat. 

1 

Exgr.  Pro  10#f5^  +  — - - 100,  ex  xfy+z  — 

100  ,  si  cujusvis  incognitae  valor  integer  postule¬ 
tur,  #=i  ,  ,  et  £s=.90,  neque  alia  resolutio 

ulla  datur. 

Resolutio  ejusmodi  aequationis  ( indeterminatae 
dictae  gradus  Imi  )  pro  valoribus  incognitarum  in¬ 
tegris,  commode  ope  fractionum  continuarum  per¬ 
ficitur  ;  itaque  quum  et  superius  f379)  mentio  ea¬ 
rum  fuerit  ,  atque  etiam  aequatio  quadratica  ope 
earum  resplvi  possit ,  de  his  quaedam  dicenda  ve¬ 
niunt  ;  quapropter  alia  adhuc  pariter  per  se  quo¬ 
que  necessaria  praemittuntur. 


Imo.  Conversa  ipsius  (p.  60  )  quoque  valet  , 
nempe  fractionis  terminis  nonnisi  per  aequalia  mul¬ 
tiplicatis  ,  fractio  valoris  aequalis  prodit :  sit  quip- 


a 

A 

A'  A 

A  /. 

pe 

a* 

=  mrn 

a*  a 

Sit  enim  — r'~<7? 

et 

A 

a 

+  r  ;  erit 

>Nm 

II 

< 

et  A  =  r)  = 

—  o  A  UC!  — . 

aq  **  nr.  Sed  ~~ — 
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a  A  _ ag+. 


« 


A1 


«y 


; 


aq^ar  ,  quod  nisi  — o  sit  ,  fieri  nequit. 

2do.  Si  A  et  A'  numeri  inter  se  primi  fuerint: 

tum  -^-terminis  minimis  exprimitur.  Nam  exprima- 
A1 

tur  valor  idem  integris  minimis  per-^-  ;  erit 


a 1 


a' 


c=  —  ,  ac  (per  praec.)  A=a^  ,  ‘et  A ,  ubi 

q  integer  ("praeter  l)  esse  nequit;  nam  tum  inte¬ 
gros  A,  A1  integer  metitur  ,  adeoque  non  essent 
primi.  Itaque  q  aut  fractio  vera,  aut  summa  fra¬ 
ctionis  verae  f  et  integri  i  est ;  neutrum  esse  po- 

„  .  '  af  a 

test  ;  fractio  vera  non,  quia  tum  — =  —  —  tm- 


«'/ 
a 

a ' 


(V 


i* 

noribus  terminis  exprimeret  valorcm— -7-  (contra 

a  _ at  f  af  • 

hyp.)  ♦  neqUe  q~f  4-  i  est;  nam  tum  r'-’ 


ai 


ubi  numerator  denominatoi que ,  ita  ai  et  a/,  adeo¬ 
que  af  et  af  integri  sttnt  ;  atqUe  af<^a  et  a,j<Zaf 
est  ,  quia  1  ;  itaque  valoris  ejusdem  non  esset 

«/. 


n 


minima  expressio  contra  hyp.)  ,  nam 

a  a  aj 

3tio.  Si  A  et  A'  item  numeri  inter  se  primi 


A  a 


fuerint,  et  ,  et  Ak — a  :  tum  et  A'k~a' 

r\  a 

(per  linum);  Ji  vero  integer  est,  si  a  et  a’  integri 

sint.  Nam  ^<^1  esse  nequit:  quia  £A<A  esset, 

A  ®  ^  .  «•  ....  .  ^ 

~-~y-  per  f  minoribus  terminis  exprirneretur(con- 
A  o 

tra  2dum) ;  sed  k  neque  summa  integri  9.  et  fracti¬ 
onis  verae  f  est;  nam  (ut  in  praec.)  item  non  es¬ 
set  minima  ejusdem  valoris  expressio* 

BB  6 


§n%_ 
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4t0.  Si  N ~ab  vel  „b  -  - .  t  ,  N  ,  a,  b  ,  -  -  ,  i 
integri ,  et  praeter  N  omnes  numeri  per  se  primi 
sint  ,  (nempe  quorum  nullum  alius  praeier  se  et  1 
metitur  ,  iri  est  nullus  per  alium  integrum  divisus 
quotum  integrum  dat):  tum  j\  alia  factorum  prl* 
inorum  imagine  exprimi  nequit;  id  est  factores 
primi  quorum  factum  =:\  est  ,  semper  iidem  qui 
piius  sunt ,  nec  praeter  factorum  ordinem  differunt. 

Nam  sit  prius  tizzzab  ,  pro  b  per  se  primis  s 
si  pro  q  per  se  primo  esset  etiam  tum  ab 

B<^  fiei^fej  atque  Lino  —  •  et  quum  a ,  q 

per  se  primi,  adeoque  iriter  se  primi  (nisi  aequa¬ 
les)  sint,  esset  (per  3tium)  talis  integer  b,  ut 
i*t  qli — b  ;  adeoque  b  non  esset  per  se  primus.  Si 

vero  a~q  ,  him  B— £ ,  propter  —  1  -5- 

q  b  * 

Conscqu.  si  n  e  duobus  factoribus  primis  constat, 
ex  aiiis  constare  nequit. 

Hinc  vero  de  quotvis  ad  uno  plures  toncludi- 
tur  :  nempe  si  nullus  integer  1  expressus  per  m  fa¬ 
ctores  primos,  (cujus  imago  sit  /),  queat  abstrahendo 
a  factorum  ordine  ullo  modo  alia  primorum  ima¬ 
gine  exprimi  \  accedat  factor  primus  r  ,  et  sit  lv 

•  tum  N  nulla  alia  factorum  primorum  i  magi* 
ne  nisi  per  iv  ( abstrahendo  a  factorum  ordine)  ex¬ 
primi  poterit. 

Nam  exprimatur  etiam  per  fiy  ( denotanto  y 
numerum  primum)  ,*  erit  tum  iv~ /3y ,  atque  hinc 

v  ’  l1^*  fllt  anU  a-)  '/  et  v  inter  se  primi  sunt, 

adeoque  fpro  certo  integro  k )  est  i~  ylt  ;  et  si  k 
imagine  factomm  primorum  expressuni  K  dicatur, 
erit  i=±yK  ,  et  quum  i  ex  m  factoribus  primis  con¬ 
stet,  i  et  yK  aequales  imagines  sunt.  Atque  hinc 
est  ir— eyK  ;  et  quia  tv=(ly  erat  ,  est  vyK^py.  adeo- 
qtie  i-K— 13;  sed  iv  adeoque  vyk  constat  rx  /«+1 


4  ‘ 
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primis  factoribus  ,  itaque  t  K  constat  cx  m  ,  per 
Jiyp.  autem  numerus  qui  per  m  factores  primos  ex¬ 
primitur,  a!ia  primorum  imagine  exprimi  nequit. 
Consequ.  vK  et  jB  eadem  imago  est  ;  adeoque  t7K 
et  iv  ac  fiy  eaedem  imagines  sunt, 

Sto.  Hinc  si  primorum  a,  b  -  •  -  quilibet  seor-  . 
*im  metitur  numerum  N;  eundem  N  et  productum 
e  quibuslibet  eorundem  primorum  metitur.  Nam 
sit  n  imago  ipsius  N  factoribus  primis  expressi;  et 

sit  JL  —  adeoque  N  =  «Q  ,  et  sit  q  imago 
a 

ipsius  Q  factoribus  primis  expressi  :  erit  n  et  uq 
imago  eadem  (per  itum).  Itaque  a  adest  in  n  ,  pa¬ 
riter  quivis  ipsorum  b  —  adest  ;  consequ.  quilibet 
eorum  ita  ordinari  possunt,  ut  partem  imaginis 
constituant. 

Coii  versi  m  quoque  integer  P  integrum  N  non¬ 
nisi  ita  metitur,  si  P  factoribus  primis  ita  expri- 
tn i  queat  ,  ut  imaginis  alicujns,  qua  N  factoribus 
primis  exprimitur,  partem  constituat.  Nam  si.  N  — 
P.M ,  ct  N,  P,  atque  M  factoribus  primis  expriman¬ 
tur;  imago  eadem  ipsius  P.IVl,  quae  ipsius  N  erit. 

Cto.  Num  vero  numerus  aliquis  per  se  primus, 
aut  e.  primis  compositus  f ut  dici  solet)  fuerit;  de 
boc  videatur  opus  (  180  )  citatum.  Vulgare  est,  me 
merum  quemvis  primum  formae  1  =  2.3//  ..  jt  i 
esse  debere,  quamvis  conversi  m  non  sit  quivis  (ex 
gr.  25)  formae  6/i^l  prinuts  ;  nempe  si  integer 
N  per  6  dividatur,  sit  quotus  q,  residuum  est  ipso¬ 
rum  I,  2V  3,  4,  5  aliquis  ;  si  2  vel  4  sit  ,  tum  N  par 
est  ;  si  3  sit,  tum  N=2.3.<7+ 3=3t  2^f  i;  ;  si  residu¬ 
um  5  sit,  tum  N  ==:  2.3q  f  2.3 — 2.3(7/+  l)  — L  , 
seu  6/i — 1.  Itaque  nisi  residuum  l  aut  5  sit,  id  est 
N  sub  formam  6/ifl  vel  6 n — 1  veniat,  compositus 
est. 

7 «io.  E  prioribus  cdiam  divimr  coniimiiiisma- 
xiuu&s  plurium  integrorum  factoribus  primis  ex- 
pressorum,  necnon  minimus  eorum,  quem  datorum 

B  B  b* 
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quivis  metitur,  repentur.  Nempe  quoad  primum, 
ejusmodi  imago  I  factorum  primorum  construenda 
est,  in  qua  nonnisi  talis  factor  occurrat,  qui  iu 
quolibet  datorum  adest,  et  quivis  adsit  toties,  quo¬ 
ties  adest  in  datorum  quovis,  nec  pluries  adsit  iu 
omni  quovis  eorundem  :  nam  tum  imago  ista  I 
'imaginis  datorum  cujusvis  pars  erit;  qualiscunque 
primus  p  autem  adjungeretur  ipsi  I  ut  ex  I  fiat 
si  I1  quemque  datorum  metiatur,  tum  p  adest  iu 
quovis  datorum  ,  adeoque  in  I  quoque  ;  atque  si 
p  in  I  adfuerit  Mfes  ,  tum  in  I'  erit  )ies  ;  ita¬ 
que  et  in  quovis  datorum  aderit  ( 1  )ies  ;  atque 
iu  I  non  adesset  toties  ,  quoties  in  quoyis  adest  , 
quum  nonnisi  -Mi es  adsit. 

Quod  2  dum  attinet:  talis  imago  i  primorum 
construenda  est  .  in  qua  datorum  quivis  factor  pri¬ 
mus  adsit,  et  quivis  toties,  quoties  idem  in  aliquo 
datorum  plurima  vice  occurrit.  Nam  datorum  cu¬ 
jusvis  omnes  factores  primi  in  i  adesse  debent  ; 
nam  cujusvis  imaginem  ,  partem  ipsius  i  esse  opor¬ 
tet;  si  vero  aliquis  factor  p  ex  i  tolleretur,  si  is 
in  illo  datorum  (K  dicto)  ubi  plurima  vice  adest, 
miea  adsit,  etiam  in  /  aderat  Mi  es  ,  et  nunc  (m— t)ie$ 
remansit;  itaque  K  ipsum  i  (sublato  p )  non  me¬ 
titur  (per  395). 

Hinc  si  fractionum  quarumvis  ad  terminos  mi¬ 
nimos  reductarum,  denominator  communis  C  mini¬ 
mus  quaeratur  :  erit  is  ,  minimus  eorum  ,  quem 
quilibet  denominatorum  metitur  ;  et  fractionum  da¬ 
tarum  quaevis  — -  sit;  erit  numerator  fra- 

b  ’  o 


ctionis  novae,  quae  —  ~  ,  nempe 


C.« 

o 


:  C  =: 


aC 


~~  •  INam  quum  a  et  b  inter  se  primi  sint 


per  integrum  multiplicandi  sunt  ,  ut  valor  aequalis 
prodeat;  itaque  denominator  quivis  communem  me¬ 
tiri  debet ;  consequ,  denominatorem  ,  integrum  mi- 
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ninium  esse  oportet ,  quem  quivis  denominatorum 

metiatur. 

8vo.  Potest  quidem  divisor  communis  maxi¬ 
mus  absque  eo  quoque  ut  factores  primi  quaereren¬ 
tur,  reperiri :  quotvis  integri  A,  B-  -  -  fuerint;  quae¬ 
ritur  prius  i]3sorum  A  et  B  factor  communis  ma¬ 
ximus  F ,  tum  quaeritur  ipsorum  F  et  C  factor  com¬ 
munis  maximus  etsemper  novissimi  factoris  com¬ 
munis,  et  sequentis  numeri  dati,  factor  communis 
maximus  quaeritur;  atque  ultimus  erit  omnium 
factor  communis  maximus.  Nam  si  omnes  hi  inte¬ 
gri  factoribus  primis  expressi  cogitentur  ;  in  ima¬ 
ginibus  ipsorum  A  ,  B  ,  praeter  F  nihil  commune 
erit,  neque  in  F  et  C  praeter  /;  itaque  nec  in 
J,  B,  €  praeter  f  commune  est  ;  quia  id  tam  in  C 
quam  in  eo  quod  ipsis  A,  B  commune  est,  nempe 
in  F  adesse  deberet.  Unde  ad  plura  conclusio  pro¬ 
na  est. 

Modus  autem  alter  dictus  quoad  duos  a  et  b 
est  sequens,  (denotante  hic  litera  quavis  tam  lati¬ 
na  quam  germanica  integrum).  Dividatur  a  per  & 
( pro  cC>§)  ,  sit  quotus  a  et  residuum  c  ,  et  divi¬ 
sor  novissimus  dividatur  scmpcr  per  residuum  no. 
vissimum ,  donec  residuum  o  sit;  et  divisor  ul¬ 
timus  erit  quaesitus.  Sint  nempe  divisores  ordine 
sequente  se  invicem  excipientes ,  6,  c,  b.  C  et  quoti 
sint  6,c,d:  nempe  divisor  primus  b,  residuum 
t;  qui  tum  2dus  divisor  fit  dando  residuum  b,  qui 
3tius  divisor  fit,  cujus  residuum  c  tanquam  divisor 
4tus  det  residuum  o:  erit  e  di  visor  communis  ipso¬ 
rum  a,  6  maximus.  Nam  t  metitur  utrumque  ipso- 
a~ba-\-c  rum  0,  b,  nec  ullum  (5^>e  metitur  :  nam- 
b=c5-Fb  que  e  metitur  ipsum  b,  itaque  (  liago- 
C=b6'-i-e  naliter  ad  dexfiam  ascendendo^  ciiain 

b  —  td+o  ipsum  bc;  sed  e  metitur  se  ipsum  quo¬ 
que  ,  adeoque  et  ipsum  ;  atque  hinc  meti¬ 

tur  ipsum  c#,  sed  metiebatur  ipsum  b,  adeoque  me¬ 
titur  ipsum  b  ;  et  hinc  metitur  ipsum  b«  sed  me¬ 
tiebatur  ipsum  c  ,  consequ.  metitur  ipsum  a=b«fc, 
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Si  vero  p  metiatur  tam  ipsum  o  quam  ipsum  b  ; 
tum  metitur  ipsum  ha ,  et  ipsum  c;  quia  si  ipsum 
b  metitur,  et  ipsum  ha  metitur,  atque  si  et  ipsum 
a  metitur,  etiam  in  altera  parte  ipsius  a  certo  nU* 
mero  adest.  Si  vero  p  metitur  tam  ipsum  b  quam 
ipsum  c,  metitur  ( descendendo )  ipsum  b,  quia 
metitur  ipsum  cb  et  ipsum  b,  ita  metitur  ipsum  e, 
quia  metitur  tam  ipsum  bc  quam  ipsum  c  ;  quod 
cum  p>e  esse  nequit. 

9no.  &x  hac  operatione  promanat  fractio  con¬ 
tinua  vulgaris  modo  sequente.  Operatio  praecedetis 
exprimi  potest  per 


a  b  c  d 

I.  a:b:c:b:c,  ubi  «,  c,  d  quotos  exhibent,  et; 
diviso  b  per  t  residuum  sit  Unde 

__  _1_ _  _]_  _  1 

qfac  atA _ _  «t*. _ 

b  b :  c  £+5 _  7>+b:b 

c  c:  b 


ir 

a  a :  b  afc 


frhl 

l¥i 

o j-e 

T 


l _ 

d\  i 


6f  1 
cf  c :  c 
b:c 

b 


6tl 

ctT 


d 


III.  Si  6  <  a  sit  ,  tum - est  <1 ;  adeoquc  nui- 

5  a 


lum  integrum  efficit  :  exprimatur  hoc  per  -y-  —  o; 


et  dicantur  —  ^  1-rr^c  fractionis  eommu- 

1  J  a  afX 

6 

nis  forma  expressa,  fractiones  approximantes  (ah 

o  . .  x 

rationem  inferius  dicendam )  ;  et  quidem  y  “lca* 


C  399  ) 


a 


A  1 

Httr  Ima  ,  ct  exprimatur  per  9  — 

B  .  1 

2da ,  et  exprimatur  per  -r-—  •> 


dicatur 


B1  «frl  abf  1 
6 


dicatur 


C 

3tia  ,  et  designetur  per-p,  ,  et  ita  porro.  Tabella 
f  ^ 

sequens  etiam  modum,  quo  e  quavis  fractione  ap¬ 
proximante  sequens  per  quotum  suprascriptum  for¬ 
matur  ,  exhibet. 

IV. 


a 

b 

«  i  "  . 

_2_  1  -L 
]  1  « 

b,  0 
ub-\  1 

Ort A  ^  | 

abefeia  j 

A  ]  B- 

~  |  B' 

C 

C' 

U  1 

iy  1 

j  B6fA 
}  B'AfA' 

Uc+fcS  j 

1;  ,, 

Nempe  3tia  fractio  approximans  ^  prodit 

ex  s*  tatT1  btimeratof  quam  denominator  per 

quotum  suprascriptum  multiplicetur,  et  numera¬ 
tori  numerator  praecedens  ,  denominaturi  denomi¬ 
nator  praecedens  addatur  ;  ita  etiam  ab  inductione 
patet  esse  D^Ce+B,  et  D'=sC'c  +  B'. 

Unde  lex  generationis  cujusvis  e  praecedente 
patet:  si  nempe  lex  usque  ad  -^7  valeat,  valet  et 


de 


tem 


L 


Namque  tunc 


K  J/+  H 
K' 


7  ;  prodit  au- 


/  .  * 


1-1' 

I 

si  pro  i  ponatur  i  +  —p ;  atque  tum 
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flet 


Kft-r  )+H 


Jb 

L' 


7/74  T  4-  TT  h 

7‘i/i-r  7;T H7! 


7(774H}4/..  _  j  K£4  / 

i( /V+H')' +T"’  quod  c,t  =  K^+?;  'l,1,a  Or 

liypj  I*  +  H=K,  et~  J7+H'=Iv'.  Nempe  quotvis 
fuerint  quoti  ,  donec  residuum  o  fiat  ,  literarum 
majorum  minorumque  significatio  respectiva  per¬ 
spici  potest. 

c.  A  B  C 

luinoi  oi  •>  jp’  '£/•“"*  considerentur  ;  subtra- 

lielido  quod  vis  e  sequente*,  differentiae  erunt—,*  ^ 

A  i> 


4  1 


l 


41 


B'C'  Cii* 


’  DX*  ^am  ^zro?  A*=l  ,  11=1  j 

T),_  ,  „fl  ABr— A'B  o—l  —1 

B  -«  ,  adeoque  -~-f- ;  atque 

,  .  I  K  .  /K'_/»K  ±-1 

quod  vis  par  —  et  — ,  fuerit,  si  -  ; 

K  L  .  KL'—  K'L  X.1 

pro  R/  et  --  «r.t-mr=E,  ,  nempe  st 

/Ii'—  //.K=  ±:l,  erit  KL'—  K'L=+,1. 

Namque  substitutis  valoribus  ipsorum  L,  L' 
(ex  praec  ),  erit  KL/ — K7L-K(K^4/0 — K'(K^1*/) 
=  K/'— K (7K' •— K//J  ;  quod  est  si 

ili/ — K7'-=  +  1  fuit*  Denominatorem  aidem  subtra- 

KL'  K  LK7  * 


L 


ctione  peracta  ipsis  et  l> 


com¬ 


munem  esse  K7L^  patet. 

Est  vero  bine  quaevis  approximans  praeceden¬ 
te  alternatim  major  minorve  ;  quum  differentiae 
sint  alternarim  ^  vae  et  p^vae:  sed  cur  approximans 
vocetur ,  nondum  videtur.  Interim  differentiarum 
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nempe  ipsius  ^ 


4-1 

B'C' 


•  -  -  [quamvis 


sequente 


minorem  esse  facile  perspicitur  ;  quum 
B'>A#,  C'>B',  D'>C' &*<>...;  nam  etsi  quodvis  « 
per  quod  multiplicatur  ex  gr.  I'  ut  K'  fiat  ,  1  sit, 
©st  K#=cZV+H#  ,  et  H'  nullibi  est  <1,  nempe  post 
A'=l,=B#==tf,  est  C1— ro+1  &*c  -  et  a  accipitur. 

11.  Sed  in  differentias  fractionum  harum  ( appro - 

'  | 

ximantium  dictatum)  a  primitiva  — ,  inquiren¬ 


dum  est. 


Denotetur  (398 II.)  4-fw-  per  0  ,  ita  pro  quo- 


IU 

to  h  in  genere,  k+  -p  denotetur  per  x  :  quaevis  li- 

tera  graeca  substituatur  ipsi  0  et  latina  magna  no¬ 
minis  ejusdem  ipsi  B  ,  atque  praecedens  ipsi  A  , 
et  germanicae  parvae  ipsis  c,  b  post  literam  nomi¬ 
nis  ejusdem  cum  B  sequentes;  erit  (Bp*^A)c=6, 
et  (B'0+A Oc=sa. 


Nam  B(3+ A=B(<5  f— j-f  A  = 

C 


B5c4-Bb4-Ac 


fB^+AJc+Bb  Cc+Bb  .  , 

w  "’“c -  =' — - — ~i  quia  B5  +  A=C  f399  et 

hinc  (B]34-A)cc=r  Cc+Bb ,  quod  est  =  0;  nam  si 
litera  quaevis  id  denotet,  quod  proprie  significat 

est  B— 1 ,  0=4+ 9  A ==o  ,  adeoque  (rB0  +  A)c= 


(^+^)c=;4c+b=6  5  atque  de  quovis  ad  sequens 

concluditur  generaliter;  nempe  etiam  Db-fCe  = 
Cc+Bb;  quia  Db  +  Ce  =  ( Cc+B)b+Ce  ,  =  Ccb  +  Bb 
+  Cc==C(rcb+e)+Bb:=Cc+Bb. 

_^ari  modo  Jiquet  (B'0  + A';c=C'c+B'b  esse  = 
^-^-D%  +  C'c  dummodo  J  iterat*  magnae  ac- 

CC  c 
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cento  insigniantur  :  quum  plane ,  C^fB^brr: cf 
sit,  quod  est  zzici  ;  quia  fl^z&b  4~  Czz  abc-\.  cfwb,  inani 
b-6  cft>;. 


Bine  differentia  cujiisvis  approximantis 


B 


B' 


ab  ipsa  primitiva  -----  ,  (litera  eujusvis  nominis  sub¬ 


stituatur  ipsi  B,  ceteras  quoquO  concinne  applican- 
6  B  bB' — aB 


do),  erit- 


,  quod  (substituen¬ 


ti  B'  a  B' 

do  in  numeratore  vajores  dictos  ipsorum  6  et  a) 
(B |B  B' ■ +  A  B' ) c— (  B'j3B  +  A ■ 'B )c  ( AB' — A'B  )? 

©Si  — - *~T"r>/  ~ - r - “  — * — - - - . 

fl  B'  a  B' 

►f-  g  .A 

r,pmBe  SI  approximantem  «tam  reprae- 

sentet  ,  et  n  par  fuerit  ,  est  A  B'— -  A'B  =z  -fl  ,  si 
vero  n  impar  sit,  — 1  accipiendum  est  (400J. 

D 


Itaque  si  approximantium  "t—  et  — ~  diffe- 

MJ  s  fc/ 


r  c 


rentiae  a  9  nempe  ipsa  ---  et  conside¬ 
rentur  ;  erit  posterior  manifesto  minor  priore;  quia 
E'^>D',  et  f<e  est  (si  f  non— o );  patetque  quum  dif- 

,■  .  • _ _  . ti.v»  X..  -  I.  -1 


ic»ientiac  aiternatim  >J«vae  et  h  vae  sint,  valoribua 

JB  C  B 

&  ’  ii' 

h 


rem 


a 


-  -  (differentia  decrescente)  valo- 
approximari  ,  quamvis  aiternatim  sint  ma¬ 


jores  minoresve.  Si  vero  o  sit  (ut  39$)  ;  tum 
K  b  .  b  _  E  _ 

T  T7  0t 


-  ,  quia 


12.  Est  autem  si  b  et  a  inter  se  primi  fuerint,  et¬ 
iam  E=6  ,  et.  E'zz  o.  Nam  (per  40 1),  est  (Do^C^e 
—  6  ,  et  (D'$+  C')e— d  ;  'Sed  si  f—  o  ,  uuu  (398;  *  — 
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f 


d+  — -  ~  d  +  — d  ;  adeoquc  S—CDg^C^c  zz 
e  c 

Ee,  quia  Bd+C^E  (  399  )  ,  atque  etiam  a-(DWf 
E';e=E'e.  Estque  e  tum  divisor  communis  maximus 
ipsorum  a  et  6  ,  qui  itaque  si  a  et  6  inter  se  pri¬ 
mi  fuerint,  ~  1  est.  Unde  etiam  E~6  ,  et  E'— a  est, 

13.  Sed  nec  ulla  fractio  terminorum  integrorum 

p  C  D 

datur  (quaecunque  approximantes  ~prf  et 

fuerint),  quae  denominatote  ipso  D'  minori  gau- 

C  f) 

dens,  ipsis  et  'rrp  interseri  queat;  id  est  ut 

u 

.  C  ^  D  .  .  C  p  D 

pro  casu  ,  si  fuerit,  sit  ^^Jy  ■> 


P 


D 


et  pro  -C;>  Dr  Sit  &>^  >  D, 


Nam  si 


C' 


B  C 

Jy  ;  tum  -c7 


D 


D'  C' 


/  •>  et 


C  P  _C</ — ^P— 

cT  T~^‘ ~~  “ 


m 


-q,  —  =—  ^(pro  m  iwegro  ^<vo 


,  ,  C  1  n  C 

et  non  oj;  adeoque  -p-  +  ^Tg ,=  ~[y~  >  at(1ue  ~^r 

P  13 

-f  est  ^>~y—  ,  quia  m  non  <[1  ,  et  (per 


C'</  ~  ~  D 

hyp)  esset  -<0'.  Si  vero 


C_ 

r7 


D 


C 

>'  ;  tum  - 


v  D 

1 

c 

^ _ 

D 

i  ' 

'C'D'  ’ 

,  et 

C'  ~~ 

D 

,  et  - 

C 

m 

D' 

C' 

’  Q</' 

ex 

eo 

dem  - 

c 

C' 

heic  m 

P 


P 


m  G-  1 

■-r  ;  atque  —  c~ 

D 

quod  est  <  —  ,  quum 


€  C  i-  * 
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14.  Exemplum  sequens  illustret  praecedentia  :  sit 
,  et  a=:19;  erit  (398  et  seq* J  schema  sequens* 

2  12  2 

I9T7T5T2 :  i 


2 

1 

3  1 

3 

0 

1 

T> 

4< 

T  > 

JL 

19 

A  i 

A'  j 

14  1 

_C  l.lfoj 
C;  2.1tx| 

D  -,1.241 
3.2+2 

_E._3.2fl 

E  ~8.2+3 

„  1  Q 

Patet  autem  etiam  pro  utvis  magno  n 

eosdem  quotos ,  adeoque  easdem  approximantes  da* 
re.  Ude  tractio  terminis  magnis  expressa ,  cum  er* 
rore  in  praxi  exiguo  terminis  parvis  exprimi  po* 

15.  Notandum  etiam  est,  approximantium  quam* 

C 


vis  minimis  terminis  expressam  esse.  Nam 


C' 


—  Cpro  n,  m  integris  et  #s<CJ  esse  nequit ;  quia 

tum  pro  certo  integro  g. ,  (per  393)  C =ng  et  C /  = 
tng  esset.  Sed  BC'— B'C=:tl  (  400);  itaque  (sub* 
stituendo  ipsis  C  et  C')  esset  Bmg— B^g^^l  ;  a- 

deoque  Bw— B1»  s  t ;  quod  fieri  nequit,  quum 
B01— *B'«  integer,  -i  vero  <1  s i\ 


B 

16.  Sed  est  praeterea  (si  per  -£7 

B 


sequens  intel  ligatur) , 


B 


B1 
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E  b 

;  (nempe  continuando  donec  libuerit,  erit 
seriei  summa  aequalis  approximanti  litera  seriei 

,  V  V  ^  C  1 

postrema  denotatae).  Nam  adeo- 

B  1  __  C  C  D  —i  C 
quc  TF  ~~  B'Cf  C' 1  lta  “  0*  C7])9  hinc~£wr 

i .1 _ _  ,.!L  »  itaone  ^  _ ^  i  i 

+  C'D'  —  D'  f  ltaque  B'  B'C'  +  Cqy  “ 


D  . 

D1* 


quod  continuari  patet.  In  exemplo  allato  est 

1  _ L±JL  _i_ _ 7^ 

2  2.3+  3.8  "~8.19~T  19  * 

17*  Sit  a 


a^b 

b'\c 


9  • 


retineanturque  denotationes  superiores ;  nempe 
A  o  B  a  C  o 

A' - T“  9  B'  V  ’  C l  =ssa?Y&  •  *  •*  Wc 

quoque  in  genere  nempe  K=/j'  + 

H«\  et  K'=/'i'tH'« }  adeo  ut  lex  formationis  cu- 
jusvis  approximantis  e  praecedente  ,  juxta  tabel- 
lam  sequentem  pateat. 


o,o' 

4,  P  c,  c*  j 

d,  d' 

0  A 

Io  B 1  C  B£'+A£ 

1  D  Cc'fBc 

1  "“Al 

a'  B'  1  C;  BY'fA'41 

D'  CVfBV 

Nam  si  J=H4'fG4,  atque  IIY/  \  G7* ;  sub- 

i  t 

stitueudo  ipsi  A' 5  patet  prodire  — -9  e&t 

*  jK 
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f 

autem  t— )  t  G4^  H/tVfHifG/n' _ h  +W 

l\\h'  f  f  G 'h  HVi,#,/tH7+G// W  33  iV+SV 

quia  HA'4“GA:sr/5  et  H'A'^-G'A=: /'  (per  hyp.) 

A  B  —a  B  C  __ 

C'  *“ 


18.  Erit  auteln 


B  * — a  B 

B7"- 'a7£T’  1? 


BC' — B'C _ B(B'2'+  A'51 — B'(B5'f  Ai  J)_fB  A' — B'A)i 

B'C' 

_K 

K'  ~  rk' 

-  L - ab-  "ik  pjam  KL' — K'L  s= 


B'  C' 

ai  .  .  I 

*jgr^/  •  Atque  jxi  genere  ui  —p 


B'V 

jL^ab  -  -  i 


est 


K'  —  V  h!U 

K(KT+/'i )  —  K'(K*'+//5 } = ("  K  i  =  — C/K* 

- — &/')^=  ab  ~  i.h. 


Erit  itaque  series  differentiarum  cujusvis  a  se» 
a  ab  abe  ab  i  d  r. 

quente 


ci r+-]FE'^ca,que 


.  '  A 

quum  sit  —  —  g, 


a 


.  B 
et  quia 

A 


B  -  a  *  A  .  w  u 
~  A/B'  *  eSl~A7+A'B'  ~TF  ? 

C  ab  B  ab  C  _ 

C'  =B'C'  ’  esl~T'  B'C;  =  17  ~ 


a  ab  ,  .  , 

7  +  rrr>/  —  IpX? ’  <lU0Ji  continuari  patet,  ut  pro 


A'B' 

{ 

.a  ab  abe  abed 

A~~°  SIt  AB'  WW+  C'D'  D'E' 


E 


E 


-  ;  et  ita 


porro. 

Ponatur  «=?  1,  £  —  a2  ,  c—b2,  d~ c2  ^c,  atque 
af~  a,  b — a,  <?!=c — 6,  df~b — c  ;  erit  B’  — 

a.  et  C'— IV/y^A  ’  a(b — cO-Ra2— ab  ;  atque  si  H' 
==  abe  - .  q  ,  et  /'—ab - b  ,  est  R/ —ab - f)t ;  nani 

|v/ -r=/^y+.BIi=:/'ti— +  = 

ab  *  §p — ab  —  ()2  -fab  -  --  gb2=^ab  -  -  - 


(  4Q7  ) 

Atque  Iliae  generaliter  est,  pro  quavis  diffe- 

ab  -  -  •  f  a  2b2  -  -  -  e’ 

rentiarum  dictarum  pTgi  ^~7^S777tT 


a 


8=5  f  * 

Itaque 

V  —  -f  — - — 

quo  libuerit  patet. 


A'W 

1 


ab  .ubc  abed 

ipcy+cay  ~TPe' 


E 

1' 


;  idemque  continuari  usque- 


Unde  manifesto  ,  si 


JL 

a 


i  +  JL 

6  +  c 


-  -  series 


s.  Hinc 


convergens  sit ,  et 

1 

o+a2 
b' —  a+6j 

e- 


-b+r 

b—  c  -  *  - 


$  ;  etiam 
1 

i+J_ 

2+9 
2  +  25 


jl 

4 


;  quae 


expressio  dimidii  quadrandis  (pro  radio  1J  a  Lord 
Brounker  primo  fractionum  continuarum  auctore 
est:  et  cum  serie  Leibnuiaaa  (p.  304.)  convenit, 
pro  a 1  ,  6—3  ,  c~5  -  -  -  adeoque  6 — a~2— c — b  -  - 

1  111  7T 


nimirum 


3 


5 


Potest  etiam  terminis  fractionis  permutatis 


valor  fractione  continua  exprimi;  nempe 


JL 

7T 


7T  ,  1 

1  •  -  ~1  *  r' ''  ‘ 

4  ’  lf y 


Sl 


itaque  - — ~ \ fy  = 

*  2+9  2+49 


per  y  exprimatur; 
2+25 


2j25 


2 


(  <08  ) 

i 

19.  Applicatur  fractio  continua  et  ad  resolutionem 
aequationis  quadrati cae ,  modo  sequente.  Sit 

est*=^,  et  hoc  (substituendo  ipsi 

( 

x  ad  laevam  semper  }  fiet  x  zz  ~ —  = 

ajx  ©+* 

d! 

continuando  in  00  .  Quaeritur ,  num  valor 
a^x 

usque  ad  aliquod  &  aCCeptus  valori  ipsius  x  dato 
quovis  propius  accedat  ? 

Est  hic  (prsec.)  azzb~czzd»  .sr5,  et 

atque  A  “  B  *  *  C  *b  D 


A; 


1  «  ’  C/~ost<  *  D/  *“ 

Vc  Differentiae  vero  sunt  —  + 

b 1  6»  ,  b*  ..  ..  .  .  . 

iRT"  5  —  XyH' » +  IPe'  *  *  * ub*  exPonentem  ‘P11* 
us  b  semper  porro  uno  crescere  patet ;  atque  et» 

iam  quodvis  ipsorum  A,  B  -  -  A^B/  --  -  (si 
A 

ab  incipiendo  (i»+2Jtum  sit),  exprimi  per  n  9 

*  M  _ 

6  potest ;  nempe  ^  ss 

«”b+(n— l)(aa-*6t+^~~~-an‘*b9‘  - 

li2 

tam  in  numeratore  zz  M  ,  quam  in  denominator© 
eousque  acceptis,  donec  factor  aliquis  o  fiat. 
Est  nempe  pro  fw+flQto  terminus  ultimus  nume¬ 
ratoris 

(H—P  »  *r »— (  — J-U  "ti-tpA  pii 

1.2.  3  -  -  -  -  p~ 


terminis 


(  409  ) 


si  p  denotet  pro  n  pari  ,  et  pro  n  ini- 

«  * 

pari.  Denominatoris  autem  terminus  ultimus  est 

f « - c  />  -03  r»-P'J  •  • '  r^2.^2)j  n_(2p!~i) ,  pi 

r~.  T~T~  3  -  -  y  * 

denotante  /?7  pro  n  pari  id  quod  antea,  pro  n  im- 

•  «ti 

ptn  vtro  — 


Nimirum  si  aliquot  ipsorum 


B 

B7 


computentur;  facile  animadvertitur  ,  c  quovis  pro¬ 
dire  sequentis  denominatorem  ,  si  illisis  denomi¬ 
nator  per  a  multiplicatus  numeratori  ejusdem  ad¬ 
datur,  et  prodire  numeratorem,  si  illius  deno  annator 
per  6  multiplicetur:  unde  tabula  coefficientium  itu- 


inericorum,  qui  terminis  literarum  praefixarum  ap- 
pertinent,  sequens  conficitur. 

\ 

A7,  B 

i 

0 

Manifesto  2da  Coluiri* 
na  numerorum  verti- 

B7,  C 

1 

1 

0 

1 

calis  ,  c»t  series  nu¬ 
merorum  naturalium. 

C7,  D 

0 

3 lia  est  series  2di,  4ta 
3tii  ordinis  •  -  .  et  <1111* 

D',E 

1 

2 

0 

via  terminus  est  sum¬ 
ma  siipras tantis  et  il¬ 
lius  qui  ad  laevam  i  11 
columna  horizontali 
superius  sequente  esr. 
Hinc  ad  expressio- 

E7,F 

1 

3 

j 

0 

F',G 

1 

;  4 

3 

0 

nem  dictam  perveniendo ,  de  quovis  ad  sequens 

/ 

concluditur  :  nempe  si  valeat  usque  ad  7’  quod 

l1  i 

sit  ,  valet  et  de  -f  nempe  («+3)u  ).  E- 


.  K  Ia+Ub  L  . 

nt  enim  j^,  ■ —  1'a-^ll‘b  ’'  esnue  (pe£  hyp) 

DDrf 


(  410  ) 


/*— « Bt  i)un  iht  +  an->  6» . . .  + 

JL  •  <■£/ 

(.//■it) r «- o+n] --.[«e 2p.-2^j  f«-r2pi)]  l4., 

T~  7  ~p  °  H^+\ 

't 2 1  {>.— 2)«»-36s-f  rlL^zl )  a„.^4 ...  , 

i”-??  t"  C2^-2j  J  2 

1  .  2  -  -  -  (p-lj  a  *' 

ubi  considerando  formulam,  eamque  applicando 
ad  n  et  n—  1,  palet  terininiim  ullimiim  prioris  et 
posterioris,  terminos  generales,  aiqtte  valoribus  di- 
dis  ipsorum  p  et  ;/  substitutis  ultimos  esse,  nem¬ 
pe  terminum  immediate  sequentem  ,  factorem  o 
ingr^tli  ;  imo  eadem  substitutione  prodit  pro  de- 
no  ni  i  nat  oi  is  termino  ultimo  ,  ipsj,ls  exponentem 
o  fieri  pro  n  impari  ,  et  1  pro  n  pari  ,  6iqlle 
1  )J  ( n-p')  [  { p'+  i  i  J  -  -  .  [/i-(2p' — 211 

1.2.  3  .7.7' - ~J/ - ess« 

=  1  pro  «  impari,  et"  -“-+1  pro  «  pari,  (de  („f2)u 
fractione  loquendo). 


Si  vero  in  diciis  termini»  generalibus  coeffi- 
cientes  ejusdem  facti  e  potentiis  ipsorum  a  et  6  con- 
t  ati  ,  (reducendo  ad  ctonom.  eundem  J  addantur- 
lectore  coiu  in  uni  exemto  ,  erit  ji-f-//—  C2w—  \)  = 
n — ({i — 1  )  .  aiqu.e  prodibit 

[  //-(  p-1  )  J  (  //-p)  (?/»(pf  I)  ]  -  -  2u.9^  1 

~ 2  - 37  .  ~ 777?“ 

qttod  pro  «  ^  ,  in  K  (in  quo  terminus  Imus 

est  a  tl6>  regulae  dictae  conveniens  esse  appiitan- 

oo  patet.  Eodem  medo  autem  de  K'  demonstrari 
potest. 

Si  vero  in  expri  ssionem ^ 

*  J^s,us  “k r 

ponatur  »+.r  pio  U\  prodibit  {(<*+•*' 

A*T *'sUi'6  ~~~U'  ; 


(  411  ) 

nempe  nonnisi  pro  uno  a  ,  quod  infimum  in  fr  i¬ 
ctione  continua  est  ,  poni  «-f  x  debet  ,  ut  vah»r 
ipsi  x  aequalis  sit;  et  peracta  operatione  prodibit 
I(a+x)fUb  __  I'(i\  H  b  _ 

l'a\Vi'b 

»/)  _-5v(IK'~riO 
\&+x)I'+  H'61  (  aI'+lYTr~~  KK'  +■  xI'K'  ~ 
quod  (nempe  differentia  fractionis  approximantis  a 
valore  unius  radicis  aequationis  quadraticae)  pro 
a  et  b  J^vis  ,  o  si  n  00  * 


Sit  enim  +  6)  +■*(-—-  +  «0  pro 


u> 


r? 


n 


pJ* vo  ;  erit - —  -f  — ■  •j-u?=j0  unus  Talor  ipsius  x  ; 

m  2i 

eruntque  in  boc  casu  b ?  iu,  atque  omne3  termini 

K 

ipsorum  /',K'  ^*vi  ;  et  si  6=1  ponatur  ,  et 

sit  fractio  ( n  +2;  ta  pro  n  impari  ,  coelficiens  po» 
tentiae  ipsius  b  in  termino  ultimo  (  410  J  erit 

('-—4-1')«;  est  autem  K'  (et  tanto  fortius  K'K'  + 

ccl' K')  isto  majus;  numerator  —  Sx(JK' —  IU)  ve» 
ro  est  = — tu,  quia  b  —  1  ,  et  /K' — /'fi  «st  poten 
tia  ipsius  b  (  408);  atque  manente  numeratore  de- 
nominatorem  utvis  augere  Jicebit. 

Ex  gr.  Pro  a= 2  et  6=1  sit  x2  -f  ax~b  ;  erit 
unus  valor  ipsius  a?=  —  1  yfc  (  1  +  I  )  = 

1  ;  et  hinc  j/2  =  1 _  -f  1  ;  unde  etiam  si 

2fT  2fl _ 

2ft _  2tl 

2  -  T  „  liT.  -  ■ 

pro  #2+2tf=l  fiat  #a-*-2a;=l  ,  adeoque  unus  va- 
ior  ipsius  .r=I  »■*  \  erit 


P  D  * 


(  412  ) 


\ 


— 1  =  1 _  ;  nempe  facile  patet  ,  quo- 

2+1  -—2+1  tam  vis  fractionem 

2+ 1  ~-2il  approximantem 

m  ~%mmm  computatam  ,  iis* 

dem  terminis,  eo¬ 
dem  que  signo  —  gaudere. 

i  i 

Sit  x8-+x^l,  erit  —  — -  ■+  (  +  i  j  : 

M  4 


2 


^  1  ;  et  hinc  —  =  2 

m 

ifi  ifi 

i  ® • => 


1+i 


j[  *»  J»  *® 


nempe  supremi  fractionis  continuae  termini  ,  id 
quod  infra  lineam  supremam  est,  divisor  est.  Hinc 
vero  JX5  Sg)  2  +1,  quod  etiam  =  1_  +2 

1+1  4+1 

ffj  4+T_ 

I  •  •  *  ^  . 

ex 

Ita  ex  &a — est  5 


■1+5 


unus  valor  iptt- 


•1+5  -  - 


/IS  X. 


20,  Brevitatis  studio  casus  pro  6  vo  praeterire 
liceat;  quum  et  de  resolutione  aequationis  #2 — x=a 
analoga  aliquid  dicendum  sit.  Kst  nempe  x~afx  , 
^arleoque  x  (afrx)  ,  et  hoc  ipsi  x  semper  sub¬ 
stituendo  donec  libuerit  ,  erit  \ u  +  xj 

:~  l/  «  +  i^  a  +  i/  (  «•+#)  ,  et  ita  porro  ;  atque  hoc 
quoque  (pro  a  )  eo  usque  continuari  potest,  ut 

0411.^0  quovis  co  minus  ab  x  differat,  (ut  statim 

pattfnt;. 

Kx  gr.  i -f  ^ 7+> T- - 7  H- 

~~  2 


(  413  ) 


•i 


1  -=o  ,  et 


i  ^^3 

2 


unus  valor  ipsius  x, 


est.  Ita  ex  x~ — x — 2,  est  1^2  +  i/2  +  ^2-.- 
,/w\  +  2  ,  et  2  est  unus  valor  ipsius  x  ,  uti  — 2 
iit  aequatione  xs +- x — 2  o.  Unde  etiam  C  412  ) 

est  2 _  fc=!  .f/ 2+ ^  ==>_2 _ 

j+2_  — lf2 _ 

J+2  —1+2 


1  - 


—  1  --  - 


Nempe  aut  ubique  >{<ve  aut  ubique  ^Hve 
accepto  ,  duo  valores  oppositi  aiioquin  aequales 
prodeunt;  quos  etiam  tales  esse  oportet,  ut  eorum 
unus  aequationi  x =  *+  a — 2~o  ,  alter  ipsi  x2 — x — 2 
=  o  satisfaciat;  ut  statim  patebit,  quum  — 2  pro  ca- 

X  —  t/  5 

su  utroque  idem  maneat ;  quamobrem  — ^ — 1  in 

1—3 

casu  priore  ,  et  — —  in  posteriore  accipi  nequit. 

Potest  quippe  etiam  xm  pro  a?*  poni,  de¬ 
notante  m  quemvis  integrum  ftrum  et  >1  ;  eritque 


m 


m 


m 


aJr\/'um~/s*—\x  pro  aequatione  xm~ — x-~-m 

w>  /* ttl 


m 


m 


— 0*  Sit  j/ am h  y/ axzb^  j/ (afb)^zb'  ^c5  erit  a<Cb 

(71 

'*\br  &*c;  prius,  b  ipsi  y/' tum  6'ipsi  b  &>*e  substitutis. 


/?z 


//t 


TTo 


Hinc  si  U^a+i/ a  quousque  libuerit  ad  laeyam 
continuatum,  generaliter  N  dicatur;  crescet  N  semper 


m 


quovis  novo  y/ a+  praeposito;  manebit  tamen  < 


m 


m 


m 


l-+2«;  nam  si  a+lS «  +  j/ a~^S  ,  erit  N*7*  = 

ni  (7i  s'  m  m 

o+  ^  ;  adeoque  X  ^  a  - 


(  414  ) 


?n 


Ub 


ni 


=  ^ «+  f/  0  *  »  -  -atque  hi  11«  quod- 

\is  N  est  <  1  +  2«;  nam  si  N=  aut  >  1  +  2«  esset, 
nun  N m — a  N  esset;  nempe  (]+2«)w — «>l’f'2« 
f  pro  1  ) ,  Itaque  crescens  N  sine  fine  ,  manens 
tamen  <C  1+2«,  gaudet  limite.  Sit  limes  is  a ,  et 


m 


m 


nt 


sit  \X 0  +  |/  a  •  -  -  +^  a~  a — w  ,  et  a  -  -  « 

m 

sit  -~a — X;  erit  (a — w)OTr=r^+j/ «---4-1^ a— a  + 


a — X.  Sod  fam  w  quam  X 


(a — 


.  »/ 


a 


m 


et  c?+a — X 


o  ;  atque  tum 


«  +  a.  Consequ 


m 


m 


aw~«  +  a;  atque  limes  ipsius  \y^  a  -  -  -  +h^ «  -  -  - 

est  radix  aequationis  xm~x — 0  —  0  ;  atque  «i  m 
par  sit,  radicali  *-<  ve  accepto  prodibit  radix  aequa¬ 


tionis  x 


m 


x — 0=0. 


m  m  *^in 


21.  Notandum  quoque  est  et  «j/ «j/a--  - 

i 

limite  gaudere,  esseque  limitem  hunc  a  «-J  f exce¬ 
pto  «~l,  nempe  tum  non  limes,  sed  quivis  va- 
i 

lor  =  a  m  z=z\).  Nam  incipiatur  a  dextra  ad  lae- 

771 

vam  praeponendo  radiealia  in  00  ;  erit  prius  \y^ a 

1  m.  'yrn,  7rn  11  m\  1 


771771 


=z  a  m  ,  dein  \Sa  a ~  .  0  /0  “0 

^  _w2  __1_  m2+ra+l 

atque  0  «  m2  — -  ["#  /04.0  J  771  e =0  ^3 


m 


^  mP^mP- 1  -  -  -‘J*! 

oi -vero  prodeat  «  ,  fiet  a  prac- 


//i 


mP f  1  jnP~^" 77iP""t  -  »  -  4*1  n  ^ 

ponendo,  m  a  ~~~  'Tnp\i  '  J 

mP\l  j-mP  *  -  -  +  1 
mpf  2 


a 


;  exponens  hic  ipdus  a  autem  est 


(  415  ) 


w?pt2— .] 


m 


m- 


•P+2): 


_»?/’+ 2  —1 


.  quod 


( m — Y)mV 

~ ;  namque  si  (perlSOj  dividatur  1  per 

m — 1  ,  quotus  erit  r/jP^d-  mP  -  -  -  4*  1*  Conscqu. 


m  — ni  ''  tti 

K  a  a  -  -  a* 


t 

a  tu-l 


Ex  gr.  \/'M/  2--. 


22.  Plura  hujus  generis  construi  posse  cuique  suc¬ 
currere  potest:  sed  iiis  amplius  immorari  non  va¬ 
cat.  Interim  patet  etiam  ,  quod  si  fuerint  ~  =: q  f 


i3  -  n  4.  JL 
d  ^  d  •> 


r 


d‘ 


'/  i’>  =  Q'  + 


~  —n"  et  -- . :n  Q"  +  erit 

l  d»  M 


jt 


n 

U 


a 


d' 

7 


r 
a‘ 

a  a 

i3  =  ' 


et 
:  d 


fi  :  d 


:  d’ 
d  :  d' 


Q+y 


"=  <7 

^T(/' 

d 


//4*y// 


ri"  ^’c 


at  pro  7,  / - -  Q,  Q'  -  *  *  integris  ,  si  a,  fi  incom¬ 

mensurabilia  fuerint  ,  residuum  nunquam  o  erit  ; 
quamvis  ex  gr.  r"  et  d'  per  dato  quo\is  minus  d"' 
dividi  posvit  ,  prodeunto  Q'"  mvis  magno  cum  re¬ 
siduo  r"'  <C  dM\  adeo  que  quoto  ==  Q+  (  <C* )»  at 


continuari  donec  libuerit,  et  — per  fractiones 

fi 

approximantes  dictas  approximari  posse  e  jam  di* 
ciis  patet. 


C  410  ) 

A 

§.42.  Applicatio  fractionis  continuae  ad  resolu* 
tionem  aequationis  indeterminatae  gradus  Imi,  pro 
valoribus  integris  ,  (  343  )  exponenda  venit. 

Sit  C  pro  a  >  6,  atque  signis  ±* 

(pro  a,  6,  c  integris,  et  a,  h  inter  se  primis),  sive  ubi¬ 
que  idem  sive  diversa  denotantibus. 

1.  Sii  qnodvis  ipsorum  a,  6,  integer  aliquis  * 
metiatur  tertium  baud  rnetiens  mm  a;  et  y  valori- 
bus  integris  minii»®  gaudent.  Nam  si  oc  et  y  inte- 

jtOtfjrb.y 

gri  essent ,  tum  — ~~  quoque  integer  esset  ; 


a*!  •  • 

vero  non  esset  integer  ;  atque  integer  esset  non 

i 

integro  aequalis. 

2.  Ponatur  coefficiens  major  (qualicunque 
signo  gaudeat;  loco  primo;  atque  si  signum  — ha¬ 
beat  ,  multiplicetur  aequatio  per  — 1  ,  ut  ex  — •  <u? 

^  _  6 
+-  £>//  =  +-  c  fiat  ax  4^  d y  —  ~+c.  Tum  evolvatur  — 
j  d 

in  fractionem  continuam,  et  quaeratur  approximan- 

E 

thuri  penuitima  ;  sit  baec  ex  gr.  -g,  ;  erit  sequens 


F 


,  atque 


,  et  F'— a  ,  quum  6  et  a  inter  se 


primi  sint,  (  402  );  eritque  EF — E  F 1  si 

F  o 

— —  fuerit  a  —  inclusi  ve  numerando  ?«ta,  <»t  n 

E'  1 

par  sit,  et  — 1  pro  n  impari.  Unde  aE  — --&E'  = 
jfl,  adeoque  aEc— • &EV~irc* ;  atque  addito  (pro 
casu  si  c  non  =1 )  o ,  fit  a(  Ec  hq)  — • 

(  E'c-~ c. 

Itaque  si  signa  ipsorum  h  et  c  quibus  in  hac 
aequatione  gaudent  ,  curn  signis  quae  in  aequatio¬ 
ne  proposita  habent,  convenirent,  tum  q  rite  ac¬ 
cepto,  JE<? — hq  ipsi  #,  et  E *c — ac/  ipsi  y  substilli 
possent:  at  si  signa  dicta  non  convenerint,  trans- 


C  417  ) 


formanda  erit  aequatio  modo  sequente  ,  ut  hoc  ob¬ 
tineatur. 


3.  Si  6  in  aequatione  proposita  signum  +  ha¬ 
beat:  pro  — f^E'c — aq)  ponatur  — &'c-{-aq')\  nem¬ 
pe  factore  utroque  per  — *1  multiplicato  ,  signum 
ipsius  6  salvo  valore  mutatur. 

Si  vero  signum  ipsius  c  sit  diversum  in 
fl(Ec — bq) — 6fE 'c — aq)  4-r,  aut  in  a(Ec — 6^1  + 

b( — E'c tum  ±Tc  et  coefficientes  ipsorum 
o  et  6  multiplicentur  per  — l  ;  nempe  hoc  pacto  ae¬ 
quatio  tota  per  — 1  multiplicata,  atque  ad  formam 
aequationis  propositae  reducta  erit. 

Pariet  autem  quaevis  duarum  harum  aequatio¬ 
num  duas  aequationis  formas,  prouti  c  signo  -f- 
vel  —  gaudebit.  Nempe 

fe  priori  ,  a(Es — bq)  —  6(EV—  aq)  =  ±^c 
et  a(— -EcH^)  —  6( — K'c\aq)=  ~^c 

ex  altera,  a(Ec— bq)  +  6(—  Efc+aq)—  £f<? 
et  a(~Ec-\bq)+  6(E 'c—aq)  =• 

Ende  videre  est,  quod  ubi  s’gna  ipsorum  E(f 
et  E'c*  conveniunt  ,  etiam  signa  ipsorum  ( \q  et  by 
conveniant  ,  sed  illis  contrarientur  ,  et  ubi  illa  di¬ 
versa  sunt ,  haec  quoque  tam  inter  se  quam  cum 
illis  contrarientur. 


4.  Quaeritur  ,  quomodo  q  pro  quavis  harun 
aequationum  eligi  debeat  ,  ut  valores  integri  *pvi 
imo  valores  minimi  prodeant  ?J 

Oportet  q  esse  integrum  ;  quia  nisi  aq  ,  6^  in 
tegri  sint  ,  Ec — bq  et  E'c — aq  integri  non  erunt- 9  s 
vero  aq ,  bq  integri  essent  et  q<C.  1  esset ,  fiere 

fractio  terminis  minoribus  expressa1  quam  — ^ 

Cpag.  393 )  ,  quum  6  et  a  sint  inter  se  primi  b*et 

In  forma  Ima  ,  ut  Ec — bq  et  E 'c—dq  ^Vi  fiant 
debet  esse  Ec  >  bq  atque  E'c  >  aq  ;  itaque  q  < 

EE  e 


(  4  18  ; 


■  .  Ec  .  V'*'  t  r  , 

fani  ipso  —  ^  quam  ?pso  ~*  manifesto 

J5  c 

ex  integris  qui  infra  utrumquc  valornm  —  et 

D 

v.y 

a 


sunt ,  maximus  integer  eligendus  pro  q  erit 


m  quam  plurimum  destruendo,  quam  minimum 
~  v um  relinquat* 


fn  forma  2da  debet  esse  bq  E c  et  oq^>Krc  ; 

v.  E  c  .  E'r  , 

itaque  qj>  et  simuj  > — —  ;  adeoque  pro  q  ex 

.  .  .  A  E  c  .  F/c 

integris  tam  ipsum— g-  quam  ipsum  - —  supe¬ 
rantibus,  minimus  eligendus  est,  ut  terminus  ~vus 
e  *vo  destruens  quam  minimum  relinquat.  Unde 
lorina  2da  semper  gaudet  valore  petito  ;  uti  et¬ 
iam  Ima  ,  quum  ibi  si  pro  q  alius  integer  non  de¬ 
tur  ,  o  accipi  possit  ;  nempe  si  aE — 6E'r=  ±Tl  ,  tum 
aEc — bE#e,~;+  c  (419). 

fn  3tia  foirna  debet  esse  bq<^  E  c  et  aq^>  E  'c  ; 


E  'c 


E  c 


E' 


Er 

itaque  -Ep  <iq  <  atque  si  inter  ~  et  — ~ 

integer  detur,  quivis  ipsi  q  substitui  poterit  ;  si 
vero  nullus  detur,  nec  ipsorum  x  et  y  valores  ul- 
i i  integri  >J<vi  erunt.  In  hac  aequatione  autem  ,  si 
minimus  yalor  ipsius  x  quaeratur  ;  tum  omnium 
Valornm  dictorum  ipsius  q  maximus  accipiendus 
est,  ut  quo  plus  destruat  e  >f<vo  ;  si  vero  minimum 
y  quaeratur,  minimum  accipi  debet,  ut  —  vum  de- 

p 

struens  quo  minus  relinquatg  In  forma  4ta  q 

6 

^  C* 

et  q  <--  ;  itaque  si  detur  integer  ipso  ~  ~ 


major  et  ipso 


F/c 

a 


miiior  ,  is  accipi  poterit;  at- 


(  419  ) 


que  pro  minimo  *  ni? n imum  </.  pro  minimo  y  ma¬ 
ximum  q  eligendum  est. 

5.  Si  c= l  ;  tum  nonnis»,  in  casu  formae  se¬ 
cundae  addi  modo  relato  abq—abq  debet  ;  nam  si 
aE — bE/~^*l  cum  aequatione  proposita  conveniat, 
tum  (ut  statim  patebit),  E  et  E'  valores  minimi 
erunt ;  si  vero  non  convenerit  ;  in  quavis  forma 
praeter  2dam ,  q  fractio  vera  erit  quia  E<;6  et  E' 
<Ca  ,  adeoque  (  417  )  valor  non  erit  integer. 

Quod  E  et  E'  valores  minimi  sint,  si  aE — f>E' 
=  1 1  propositae  aequationi  convenerit,  patet  sic. 
Nisi  minimi  sint  ;  sint  E — n  et  E minimi  ;  erit 
aE — a?i. — E'6  +  6//^“i  1  ,  et  subtrahendo  aequatio¬ 
nem  priorem  ,  est  bm-—cin~o  ,  adeoque  bm  —  ari  ; 

et  hinc  atque  (per  393)  n~bk  et  m~cik 

a  m 

(pro  h  integro);  unde  E — ?i~ E — bk  ,  et  E' — 

K'  —ah  valores  hh  vi  essent  non  $f<vi ;  quia  E  -<  h  y 
et  E'<ia« 

6.  EXEMPLA. 


Si  quis  debeat  cruciferum  alteri  ,  atque  is  mo¬ 
netam  17  cruciferorum  ,  et  hic  nonnisi  monelam 
7  cruciferorum  habeat  ;  quaeritur  numerus  moneta» 
rum  minimus,  quo  solutio  fiat. 

7 

Erit  17a?  — 7y—l.  Evolvatur  — y  in  fractionem 


2  2  3 


continuam  :  fiet  17:7:3  1,  et  approximantes  erunt 

— - L  —  — ,  ubi  E=:2  et  E' =5  ;  atque  EF' 

X  2  5  17 


^-E'F  idest  Ea — E'6~ — l  , 


quia 


est  3 lia  ,  et 


3  est  numerus  impar  *,  itaque  signum  ipsius  1  non 
convenit  cum  aequatione  proposita.  Fiet  vero  ju¬ 
xta  formam  2dam  a(  —  K]bq  )—-  b( —  E#+ay)=l,(nem- 


EE^ 


(  420  ) 


p«  c  lieic  =1);  est  vero  et 

b  i  ’  a  17  •> 

\ 

atque  (  ut  dictum  est}  q  minimum  integrorum  u» 
irumqutf  valorem  superantium  esse  debet;  erit  igi¬ 
tur  q=  1  ;  atque  17(— 2  +  7)— 7(  —  5  +  17}  =  1  ,  nem¬ 
pe  17.5—7.12=1. 


Ita  vulgare  problema  resolvitur;  100  thaleris 
coempta  sunt  100  pecora  ,  vaccae  10  thaleris,  oves 
5  thaleris,  et  sues  dimidio  thalero  ;  quaeritur  quot^ 
nam  fuerint  vaccae  j  quot  oves,  et  quot  sues? 

1 

10^+5y+— «=100  ,  atque  100. 

Unde  multiplicando  per  2  aequationem  prio 
rem  ,  et  tum  subtrahendo  ex  ea  posteriorem  ;  erit 

9 

19:1+9^=  100;  et  si  —  in  fractionem  continuam  e- 


2  9 

volvatur  ,  fiet  19 ;  9  ;  1  ,  atque  approximantes  erunt 
^  o  1  #  o 

T  ’  2~  »  et  u*tin,a  fractio  ?st  ,  penultima 


vero  est  i_,-  atque  EF'— E'F— 19— 9.2=1  ;  et  per 
~  \ 

100  multiplicando  ,  fit  19.100—9.200=100  ;  at¬ 
que  hinc  fit  19(100— 9?} +9f— 200+19?  >=1Q0  ae¬ 
quationi  19#  + 9^—100  conveniens.  Unde  per  for* 

ln-m  or  ^  _100  _ 

mam  Jtiam  ^  ^  ^  >  adeoque  q  integer  in* 


ter  10  +  -y^*  et  ll+-~-  esse  ,  pro  valoribus  jn- 

i«  giis  +<vis  ipsorum  x,  y,  debet ;  quapropter  q  non- 
nisi  ii  esse  potest;  eritque 

^  —  i 00 — 9. 11  =  1  ,  et  y= — 200+  19.11=9.  Unde 
*  +  100—  x— 100—  (l  +  9)=:90. 


&x  eodem 
ctum  t  quot  vis 


demonstratur  peripheriam  pet*  ja - 
ut/mrrfs  primis  constructione  geo» 


C  421  ) 

metrica  dividi  posse;  si  per  quemvis  eorum  id 
fieri  queat ,  1 1  nullus  eorundem  in  facto  pluries 
quam  semel  occurrat . 


Sit  nempe  peripheria  =1,  et  sint  primi  u.u» 
{t,  ]35  y  -  .  •  singuii  diversi,  et  accipiantur  prius  tan- 
tum  «,  et  P;  erit  pro  certis  x,y  integris  et  j3  a, 

<!•  1  /7/1  J 

.  Nam  reducendo  ad  denom.  e- 


x 


a 


y- 1 


p  aP 


.  p.r—  a?/  “1  .  . 

undem,  est  — — et  hinc  p# — a^=I;  quod 


a|3 


semper  valores  integros  >{<vos  pro  x  et  y  per  for¬ 
mam  2dam  habet ;  si  nempe  penultima  approximans 

v  ipsius  det  EF' — E'F—1 ,  erit  et  y~Er; 

P 

si  vero  EF' — E'F=  — 1  ,  per  formam  2dam  prodi¬ 
bunt  valores  quaesiti. 


Atque  si  de  certo  quovis  factorum  a,  j 3--  pri¬ 
morium  numero  constet;  et  de  uno  pluribus  con¬ 
stabit.  Sit  enim  aj3  -  -  -  ~p  ,  et  accedat  factor  pri¬ 
mus  [x  ;  erit/?  aut  >•  aut  <Tp ,  quia  s  i-pz=p  esset, 

p  compositus  fieret  ;  sit  igitur  ex  gr.  ;  erit 

— •  —  — r — ■  ;  nam  per  hoc  esset  px—uv=l 

/;p  p  P  U  5 

ubi  p  et  p  inter  se  primi  sunt ,  adeoque  x  et  y  va- 
ioribus  integris  ifvi»  gaudent. 

Si  vero  factor  aliquis  pluries  occurrat  ;  hoc 

modo  neutiquam  habebunt  x  et  y  valores  integros 

1  x  u 

os.  Nam  ex  gr.  — =  Pro  integris 

esse  nequit:  nam  tum  esset  1  =:  ufix^j-ay  ,  et  hinc 

—  esset  =P#£ay  ,  quod  fieri  nequit  .  quum 
®  06 

<1  ,  membrum  ad  dextram  autem  integer  sif. 

Inierim  alio  modo  factorem  2  quotiesvis ingre¬ 
di  posse  ex  clementis  Geometriae  nouim  est.  V  i¬ 
deatur  opus  f p.  180)  citatum. 
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§.  43.  in  opere  eodem  aequatio  indetermina¬ 
ta  gradus  2di  generaliter  resolvitur:  quod  quum 
(uti  pro  x,y  •  -  aequationes  altioresj  referre  instituti 
ratio  haud  permittat,  cum  pluribus  aliis  suplemen- 
tu  reservatur.  Aliquid  tamen  ad  illustrandam  (pag 
261 )  addendum  est. 

1.  Si  m  aut  numerus  impar  fuerit,  aut  pro  m 
pari,  t  x  sit:  xm  -t-pxm~x  -  -  -  +  sx  + 1  semper  ra¬ 
dice  reali  gaudet.  Potest  enim  in  casu  primo  x 
tam  magnum  accipi,  una  vice  ^ve  altera  vice  ^  ve, 
in  casu  posteriore  vero  una  vice  tam  magnum,  aL 
tera  vice  tam  parvum,  ut  in  utroque  casu  valor  ex¬ 
pressionis  una  vice  ,  altera^  sit;  atque  tum 
transitum  per  o  dari  statim  patebit. 

Sit  pxm" 5 d-  qx m'2- «  -  *f  rr  a,  id  est  di¬ 
catur  a,  et  xmjrpxm~i-  -  -  -  dicatur  p,  et  xm\ 

pxm-1-'°~  +sx  dicatur  y* 

Si  integer  i  quovis  coefficientium  fet  coeffici- 
ente  ipsius  x°)  major,  atque  x  mi  accipiatur;  e- 
rit  omnino  x m~ l^>x rriJZ'^x m~ 3  -  -  -  eruntque  post 
xm  termini  numero  m  ,  quorum  quivis  <C  ix m~ 1  ; 
itaque  mix  ,  seu  mi(mi)m~l,  id  est  xm  a. 

Itaque  pro  m  impari  ,  si  x  accipiatur  =r  mi  ,  ^ve, 
valor  expressionis  >{<vus  erit ,  si  vero  idem  »—  ve  ac¬ 
cipiatur  ,  valor  ^vus,  fiet. 

1 

Pro  m  pari  autem  et  t  ^vo,  si  x  — .  JJ 

et  i  talis  integer  sit,  ut  is  sit  majus  quovis  coeffici¬ 
entium  ;  erunt  pro  p  ante  sx  termini  numero  m  X , 
atque  quum  x  3  sit  ,  erit  x~  >  x3  >  x*  -  -  -  >  x 

(m — 

)  xBi5  adeo  que  {m — 1  )six2  p  p ,  seu  , «  v  ’ 

id  est  N  nempe  sx  y  p. 

♦  i{jn- — I  j 

Aut  vero  si  /  ita  accipiatur,  ut  it  sit  )>  quovis 

coefficientium  ,  et  x  ponatur  ~  - r  ;  constabit  y 

1  m  i 
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e  icrnainis  ante  t  numero  m,  et  - , 

atque  — t  ^>Y  >  est  0*7  • 

^  r/** 

Itaque  pro  m  pari  et  my0^  quoque,  poterit  per 
plane  dicta  x  una  vice  tam  magnum  accipi  ,  ut  va- 
]or  functionis  if<  sit  ,  et  altera  vice  tam  parvum  , 

ut  valor  hyus  sic;  nempe  si  #=  ~ — -rv  accipia- 

i ) 

tur  ve  si  ^  &  ,  et  >J<ve  si  s  h  fuerit;  erit  y  *lviim 
adeocjue  et  addito  t  h  yo  functio  tota  hh  fiet;  pa¬ 
riter  si  x  (modo  posteriore)  ita  accipiatur,  ut  t 
> y  sit. 

Conseqti.  in  omnibus  casibus  dictis  datur  fun¬ 
ctionis  valor  tam  >{<vus  quam  —  vus  :  et  tum  valo- 
rem  —  o  dari  (  praeter  375  )  et  modo  sequente 

constat. 

Pro  quovis  a  datur  tale  w  ,  ut  (F)x  dicta  fun¬ 
ctione  xmjcj>xm  1  “  sit  (1‘J(xtco)  (F)ar<^//. 

j\am  terminus  ultimus  t  adest,  imo  et  reliqui  ter¬ 
mini  omnes  ipsius  (Fj.r  adsunt  in  (F)(  a?+w),  adeo- 
que  differentia  est  summa  ceterorum  ;  quae  non 
major  esse  potest,  quam  si  termini  hic  omnes 
signo  eodem  gauderent,  sed  minor  est,  quam  si 

generaliter  pro  Af( praeter  A  ad*  accipia- 
2 A  uxV'  iv  . 

tur  -r  -- — - —  m  termino  quovis;  nempe 

2#—  (p — 1)<*> 

A(  xV  d*  co  +  ~  #F-"2  co3  — -  +  coi* )  —  Ax<P  est 

minus  quam  si  a  pap-iw  incipiendo  stries  GO  ia 

(p-1  )ca 


exponentis 


2  a; 


esset;  nam  sequentes  exponen¬ 


tes  decrescunt  ,  atque 


acci]  ia  ur  ;  cssetque  tum  limes  summae 

—  1 


(p—1) 


CO 


2x 


<^1  fi  t  5  si  oo 


(  *24  ) 


pAx'P“i  w  :  (1 


 (V-i) 


.  Sunt  autem 


2x  '  2v--(1x—-1)lv 

In  CF)(&‘t&)  termini  numero  tn  (praeter  t}  sub 
formam  venientes  ;  eritque  quodvis 

H*+»F  2AKE»  „  -JL,  fler 

m  2x — ([x — )ai  m 

vero  hoc,  ..  .  ne"*P«  «  - 

valor  ist<vip«ius  os  prodit;  in  quo  ita  augere  m  fi- 
cet,  ut  ivf  dato  quovis  minus  =  X  fiat;  exprimatur 
h  k 


enim  per 


,  et  ponatur  vm  pro  &»;&rh 


vmkfl 


mk\l 

,  ~  h  l  .  . 

——  X  ,  si  v= — — — 7-  acccipiatur  ;  estque  mani- 

'IHrlA'  lllfi 

festo  v  eo  majtis  quo  minus  X  est.  Si  igitur  quaera¬ 


tur  tale^w,  ut  Cx^os)  m-~  xm  <^— — ) 
~  m 


pxmrt<i 


,  et  idem  fiat  pro  quovis  termino  usque 


ad  $(#+«) — •sx  ;r  accipiatur  rhinimum  illorum  eo  , 
sive  X  quovis  eorum  minus,  cum  v>l;  eritque  quum 
termini  praeter  t  numero  m  sint,  (F)(#+co) — (F)# 


<( 


m .  a 


m 


t 


Concipiatur  jam  (Fig  54  J  ^  mi\  atque 
feratur  extremitas  ejus  retrorsum,  ut  decrescat  u- 
sque  ad  o  in  p,  et  inde  porro  crescat  semper 
porro  :  erit  prius  aliquamdiu  valor  functionis  1§*  y 
adeoque  (pag.  16^  punctum  aliquod  ultimum  *  , 
intra  quod  valor  seniper  >{<vus  fit  v  post  quod  a- 
utem  aliquamdiu  non  est  ^<vu* .  Frit  autem  p  * 
radix  aequationis,  nempe  x.  quod  inter  p  et  *  est 
ipsi  x  substituto,  fit  (F)x=o.  Nam  valor  is  nec 
>{*  nec  — «  (nisi  o)  esse  potest:  si  enim  esset  , 
sai  >i<  a  ;  acci  piaturque  x  zn  p  *  lla  ut  w 

ultra  *  ad  dextram  et  tale  sit,  ut  si  valor  novus 


(  425  ) 


functionis  b  dicatur,  sit  b — a<^a  ;  erit  b  uecessa^ 
rio  ij*  ,  quia  si  h*  esset,  fieret  b  —  a )>  a  \  (si  vcimk 
b~o  esset  ,  radix  ibi  esset).  Essetque  idem  pro 
quovis  adhuc  minori  *-tyo  o>'  itaque  punctum  Ultimum 
ulterius  esse  deberet.  Si  vero  (E){.r— p  #.)  —•<  esset* 

sit  =— b,  et  accipiatur  tale  X  intra  *  ad  laevam, 
Ut  sit  pro  x  =  p*  —  X  valor  fuhctionis  c ,  atque  r 
— (^~b')  <(  — ;  erit  c  necessario  ;  si  enim  Jfk 
esser,  fieret  cArb  <(  -j^b  ;  itaque  punctum  ultimum, 
ante  *  esset  ,  et  in  neutro  Casii  in  *  caderet. 

Consequenter  in  omni  casti  ,  excepto  si  m  par¬ 
et  t  i-t  sit,  datur  radix  realis  ;  et  nonnisi  de  boo. 
casu  quaestio  est.  Realem  aliquando  ,  et  aliquaiido 
nonnisi  imaginariam  dari  casus  ostendunt:  ex  gr: 
x3  j+3x-{-  2  habet  utramque  re  ale  ni ,  ita  X17—  I—  o 
unam  realem  ,  at  a;  2 -{- # -p  2  nonnisi  ima  gi  nari  an  r 
radicem  habet.  At  Vero  seniper  si  non  reali,  saltem 
imaginaria  radice  quaevis  aequatio  gaudet. 

2.  Demonstrationem  hujus  tamen  ad  casum 
exceptum  restringere  necesse  non  est;  quum  jain  An¬ 
no  1799  prodierit  Demonstratio  nova  Theorematis, 
omnem  functionem  algebraicam  rationalem  inte¬ 
gram  uilius  variabilis  in  factores  reales  priihi  Vel 
secundi  gladiis  resolvi  posse.  Anet  ore  Car  olo  Fri- 
d  er  ico  'GA  —  Pr  imifiae  messis  ditissimae  ~ 

q  u  as  i  stella  venientis  stolis  minciri  —  veteranum  ju¬ 
venis  optis  —  adihstar  HerCUIis  dum  serpentem  in¬ 
fans  disrupit.  Demonstrationum  quas  suirirtii  Ceo- 
rnetrae  dederunt  \  defectu  summa  ciitri  modestia 
revelato,  ibidem  noii  solum  exacta,  Sed  valde  cla¬ 
ra,  blegans,  er.  evidens  exponitur  :  Fit  quidem  Geo¬ 
metriae  subsidio  ;  sed  veritas  Veritati  heferogenea 
non  est  5  quippe  qiiae  omnes  coelesti  fraterni  tat  i  4 
Vinctilo  junctae  ,  ad  quamvis  tuendam  confluunt  ; 
inon itum  tameri  ibidem  est  ,  totam  demonstratio¬ 
nem  mere  artalytice  tradi  posse  ,  sed  methodus  i: 
sta  rem  clarius  ob  dctilbs  ponere  videbatur.  Trium 
quaS  dedit  Aiictor ,  prima  haec  Uiitdui  $  et  tjnidfeiti 
plane  iittuc  huc  pervenit; 

tr  5 

F  F/ 
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Instituti  ratio  eam  tantum  partem  breviter  re¬ 
ferre  permittit,  quae  in  quovis  casu  unam  saltem 
imaginariam  radicem  dari  probat;  unde  (ut  ibidem 
traditur)  id  quod  titulus  pollicetur ,  facile  sequi¬ 
tur. 

Pag.  173  est  A  +  B(X — l~u  (cosz  + 

— 1  .  sin  z^  ,  et  boc  ad  n  elevatum  e«t  ~un 
(cos  nz+x/  —  l.sin?/#)*  Under  si  xm-\~  ax  m  1  -  -  - 
dicatur  X,  substituendo  r(cos  z^X/ — l.sinsOT 
ip*i  x  ,  erit  X  = 

r™  cos  mz-*r  arm’f  cos  (  m — 1  - +  rk  cos  z-\-l  4* 

[rm  sin  mz  f  rm  1  sin  ( m — 1  )<s  -  -  4*  rkslwz]^ — 1; 
quod  si  dicatur  U-fJ^ — l.T  ,  erit  X—o  pro  illis 
s,  r,  pro  quibus  U=o  et  simul  ;  quia  tum  U 

— l.T— o  +  — l.o=o,  atque  substituendo 

rcosz+l^ — 1  .  sin  z  ipsi  x  ,  fiet  X  zzo. 

Talia  z,r  igitur  dari  (pro  quovis  determinato 
integro  ^vo  demonstrandum  venit.  Sint  in  pla¬ 
no  P  qiiaquaversum  00  to  (Fig  56  )  recta  a6  u- 
trinque  00  ta  ;  et  in  ea  punctum  fixum  c;  et  cuju - 
vis  puncti  ipsius  P  nomen  generale  sit  p,  dicatur- 
que  r  recta  pc  ,  et  angulus  ctcp  generaliter  z  dicatur. 
Concipiatur  porro  quovis  radio  r  c*  ve  accepto}  iit 
plano  P  circa  centrum  c  circulus ,  ei  in  quovis  pun¬ 
cto  p  erectum  ad  P  perpendiculum  =  T .  et  qui¬ 
dem  supra  planum  ,  si  valor  ipsius  T  pro  illo  p 
>J<  vus  sit,  et  infra  si  **  sit,  atque  in  plano  si  T 
=  o  sit  :  dicaturque  complexus  omnium  extremita¬ 
tum  ,  in  qua  x  aliqua  ordinatarum  dictarum  ter¬ 
minatur,  superficies  prima .  Pari  modo  (nonnisi 
II  pro  T  ponendo)  fiat  si/perficies  secunda .  Erit 
manifesto  superficies  utraque  continua,  et  quaqua- 
versum  GO  ta  ut  planum  ,  spatium  quaquaversum 
OO  tum  in  2  plagas  dividens  ;  complexus  autem  omnis 
ejus  ,  si  quid  prima  cum  plano  P  commune  habe¬ 
at,  dicatur  linea  prima  ,  et  complexus  ejus  si 
quid  superficiei  secunda  cum  P  commune  habeat , 
dicatur  linea  secundi ar;  nempe  lineas  esse  (sensu  in 
Ceom,  subi),  patebit.  8i  quod  punctum  superficiei 


I 


r 
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primae  cum  P  commune  fuerit,  manifesto  ibi  ordina¬ 
ta  T  est;  et  in  puncto  superficiei  secundae  cum 
P  communi  ordinata  U=o  est.  Determinantur  idcirco 
lineae  lmaet2da  per  aequationes  T~o,etU— o.  At* 
que  si  probetur,  lineam  primam  cum  linea  secunda 
punctum  aliquod  p'  commune  habere  ;  tum  si  re¬ 
cta  p'c  dicatur  r',  et  angulus  ap'c  dicatur  z' ;  erit 
r'(  cos  z'  +  — I  .  sin  z')  radix  aequationis;  quia  pro 
iliis  r\  z\  tam  T  quam  L!  erit  simul 

* 

3.  In  opere  citato  plura  commemorantur,  cur¬ 
vam  hanc  singularem  concernentia  ;  quae  prouti  m 
et  coeificientes  accipiuntur  ,  varia  pluribusque  ra«* 
mis  utrinque  infinitis  complexa  esse  potest  ;  e* 
quum  plures  haud  tanti  momenti  ab  inventoribus 
nuncupatae  sint ,  nisi  inter  tot  tantaque  alia  Au« 
c toris  inventa  occasum  quasi  heliacum  pateretur  5 
Gavssiana  dici  posset. 


Ex  gr.  Est  curva  utraque  ,  si  ad  coordmatas 
orthogonales  (id  est  rectangulas)  revocetur  ,  ordi¬ 
nis  mi  i.  Est  nempe  (Fig  57  )  x—r  cos  zT  yzzr  sins, ; 
et  (  per  17 IJ  quidquid  sit  n ,  est  r^sinfjs  zsz 
_  0C«— 2)(«— 3)rfl.8  g  +  .  .  .,  et 


nxn~l  y 


2 


rn  cos  nz  — «  xn-~  — j — 4 
n{n — 1  )(u — 2)(n  3)  4 

— — — ■■  — -  X  u  —  •  « 

1  .  2  .  3  • 

Itaque  tam  functio  superior ,  ipsum  T  quam 
functio  ipsum  U  exprimens,  pro  T=o,  et  U~o, pro 
abcissis  x  e  centro  acceptis  ,  et  ordinatis  y  ad  x 
perpendiculi»,  constabit  (per  171)  e  certo  termi- 

J  a  S 

norum  formae  Ax  ij  numero,  denotantibus  a  ,  |3 
integros  ^vos,  quorum  summa  ubi  maxima  est,  fit 
zr:  m . 

Danturque  ad  minimum  m  intersectiones  li¬ 
neae  primae  cum  secunda  ;  quamquam  fieri  etiam 


FF /* 


t 
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possit  ,  iil  prima  a  pluribus  ramis  secundae  »(>ce~ 
't h i'  ,  *t  tum  X  plures  lactores  aequales  habebit,  lu- 
irrsectio  autem  sub  angulis  recti*  fit  §  et  si  plura 
crura  utriusque  curvae  in  eodem  puncto  copvene. 
jint  ,  totidem  crura  lineae  primae  adsunt;,  quot 
crura  secundae  ,  haecque  alternatim  posita  ,  sub  an¬ 
gulis  aequalibus  secant  se  invicem  fc9 c  .  se(j  ,()l9m 
dissertationem  describere  nimium  foret.  Hic  suf¬ 
ficit  unius  intersectionis  necessitatem  demonstrare, 

4.  Demonstratur  ibidem  ad  scopum  praesen* 
i  em;  e  centro  c  describi  posse  circulum ,  in  cu¬ 
jus  peripherici  sint  2 m  puncta  {nec  plura)  in  qui - 
Ius  T  =:  »,  t otidemque  in  quibus  U=ro;  et  equidem 
ita  ,  ut  singula  posteriora  luter  bina  qtriormn  ja¬ 
ceant. 

$  .  , 


Dicatur  enimvero  O)  extremitas  arcus  ex  fl 


>{<ve  supra  oc  incipientis  ,  si  % 


P  £ 
m 


( pro  qxz  di¬ 


midio  quadranti  ,  atque  data  aequatione  X,  gradus 
certi  mt i  )  ;  (dicatur que  S  summa  coeificientium  o- 
mniuym  terminorum  post  xm  sequentium  ac¬ 

ceptorum)  ;  dicaturque  R  quodvis  *  r  quod  tam 
(posita  omnino)  unitate  quam  ipso  Sj/ 2  majus  est. 

Eritque  pro  quibusvis  R  et  p  ,  atque  yer 

superius  (p.  426)  dictum  , 

m\uq 

m 


T 


Rm  sin  "JZ*  +  Rm-\  a  sin  (™-l> 


£7 

m 


+ 


Rm"2  h  sili  (m—  2)  **-+R^sin  ^  ;  quod  i- 

*"  -  ki  '  "V  W  -  —  H  ..  /jjl  •»  * . 


tem  est 


F£ 


p?+  «sin  (te— 1)  (g-fc  jsi,Km-2) 

,  £  sin  py -i  t 

*"  r/«-2  ^  J  ?  atque  Ii  oc  pro  p  =  8-2 -hl 

flut  H=S?f3  (denotante  *  integrum  quemvis)  ^  ,  et 


(  429  ) 

jirn  jU— S/j-')  aut  p=8tf7  «vum  est.  Nam  si  a 

(*»*  t)  ,  ©rit  sin  mz=  sin  (Sir/-{-c/)  =  sin  q  =z 
n\  2 

j 

XS  ;  jiompe  sinus  dimidii  quadrantis  (pro  ra- 
p/2  1  1 

d^o  —  -7—  ,  et  quidem  valore 

>i<vo;  ita  pro  %  zzz  (8/f3)™  est  sin  mz  zz  sin  3r/ 

m  1 

=  «  vero  £  ^(8/f5)~~2-,  erit  sin 

1 

sin  5^— sin  ( — ^  ita  pro  %  = 

(8/4*  1  est  sin  //^=z.sin  7qzz  **  • 

ito  2  2 


Unde  substituendo  in  valore  proximo 

ipsi  sin  ]iq :  erit  manifesto  pro  signo  4-  vaior  >-jP  vus, 
pro  signo  — >  vero  ^  vus ;  nam  etsi  termini  intra 

parenthesim  post  primum  (nempe  £*R j/ se- 

quentes ,  pro  signo  ~f-  omnes  >—*  vi  ,  pro  signo  —— 
vero  omnes  vi  essent,  quum  in  nullo  termino  si¬ 
nus  unitate  major  per  coefficientem  multiplicetur, 
summa  eurum  ^>S  esse  nequit  ;  est  vero  S  < 

1  |  > 

,  quia  R>.SI/2  ;  consequ.  Rp^  —  si  ve 

sive  fuerit,  per  summam  sequentium  non¬ 
nisi  ex  parte  destrui  poterit. 

Sed  etiam  pro  quovis  valore  ipsius  z  inter 

f/  ‘K  f  "" 

(8<+l}~--  et  (8zf3)— -  cadente,  valorem  ipsius  T 

,  et  pro  quovis  valore  ipsius  z  inter  f-8rf5V^- 

•  ’■  '  '  '  J  m 
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et  (8/4-7)——  cadente ,  wVum  esse  patet;  nam  si 
v  *  m 


z  majus  accipiatur  ipso  (82-}- ly~^-et  <(8^3)-^-  ; 
erit  sin  mz  z=z  sinui  arcus  ipso  q  majoris  et  ipso  3^ 
minoris  ;  adeoque  y  ~~~  ,  critque  *  ita  si  z 

2s 


>  (  8*-f  5)  -£_et  erit  sin  ms=sinui  arcus 

,  m  m 

nyi  ipso  >-<  q  majoris  et  ipso  i-h  3 q  minoris;  adeo- 

V  X  1 

que  sin  mz  erit  >-«  et  y  \/  — • 

Pariter  patet,  valorem  ipsius  U  esse  HvumU- 
bique  pro  valore  ipsius  z  a  (8/4* 3 usque  ad 

(82+5)  (inclusive)  ,  et  >Jyum  ubique  pro  z  a 
m 

( $i+  7)  usque  ad  (82  +  9)  terminato  finclusivej. 
Nempe  pariter  est 

U^R**’4  [R  cos  uq  -f  a  cos  (  m— 1)  ~~~  + 


R  +  R"'-* 


k  cos 


m 


11 


m ■ 


t] 


atque  pro  »=  (8»t3)-jL  5  id  est  Pr0  tt==8*+3’  flt 
cos  mz  —  cos  Zq  =  w  J/  — ~  ,  et  pro  p  =  8t+5  fit 

cos  /rc^^cos  5^  =  "H  j/“^r  5  estque  cosinus  ubique 

pro  mz  crescente  a  3q  usque  ad  5 f  5  h  et  £> 

Ita  cos  (S2,4'7)^cos  7^=scos  ( — q)  zz  ^ 


1 

|/ -  “ ,  et  cos  (8/f9 )q  —  COS  q 

£ 


*  lA 
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Unde  in  peripheria  circuli  eujusvis  ,  cujus  ra- 
dius  R  est ,  inter  quodvis  puuctum  arcum  z 

fSi-fl)—  terminans,  £id  est  punctum  superius 
m 

per  (82+I)  designatum)  ,  et  punctum  (87f3;,  dari 
aliquod  punctum  debet,  ubi  U~o  est;  ita  inter 
quodvis  punctum  (87f5)  et  punctum  (8*+  7  ).  Nem¬ 
pe  concipiatur  z  tanquam  abscissa  ab  a  ^ve  cre¬ 
scens  in  peripheria  dicta;  erunt  ordinatae  U  sem- 

per  usquequo  z  =  —fimo  etiam  ulterius  aliquam- 

diu)  >^Yae ,  pro  * —  erit  jam  U^vum;  itaque 

^  1  *  m 

q  3(j  .  ,  ,  , 

Dro  certo  z  inter  — -  et  — -  terminato  valor  ipsius 

1  m  llt  l 

f]~o  esse  debet.  Pariter  pro  *=zf8i-f  5  )-2L  est 

m 

U  N,et  pro  *=:(8i+7)—  fit  U  >£,  adeoque  et 
7  *  m 

inter  haec  puncta  terminari  tale  z  debet,  e  cujus 
fine  erectum  perpendiculum  U  fiat  =so. 


Ita  inter  quaevis  puncta  (87+3)  et  (87+5)  , 
atque  inter  puncta  et  (87+9)  alicubi  T=o 

esse  debet.  Itaque 


U=o  fit  inter  (i)  et  (3 (5)  et  (7),  (9)  et  (11) 

T~o  inter  et  (1),  (3)  et  (5),  (7)  et  (9),  ^ 

DantUrque  in  peripheria  quavis,  cujus  radius 
R  est,  2 m  puncta,  ubi  T=o  ,  totideinque  ubi  U 


Nempe  peripheria  — 


m 


,  atque  pro  i 


o 


\m — 1,  fit 


87+-  7=8/w— - 8f  — 1,  qui  numerus  impar  4mtus 

est,  quem  excipit  8mf  1—87+9  (  pro  dicto  i~m—  1)  ; 
inter  puucta  {bm — i)  et  (8m+l),  autem  id  est  in¬ 


ter  finem  arcus  (8m — 1  )  et  finem  arcus  z 

'  m 

i, 

—  (8m+l)~,  pariter  datur  punctum  ,  ubi  T=o  , 
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(  nempe  ubi  s- 


8  m  Q 
>  — 


m 


®t  S  EU  IMS  ZZ  ®  ®&t).  itaqUC 


in  tota  peripli  eri  a  4 m  puncta  erunt  lin uveris  Impa¬ 
ribus  parenthesi  clausis  signata  ,  atque  sfmu!  cnm 
intervallo  quod  a  4mto  impari  usque  ad  (i«?| l)tuni 
cum  puncto  (l)  coincidens  est,  fiunt  intervalla 
numero  Am  ;  cujus  dimidium  est  numerus  ptmc  o- 
rum  ubi  Tiro  ,  et  alterum  dimidium  est  numerus 
punctorum  ubi  U=0* 


Sed  neque  plura  quam  ‘Zrn  puncta  sunt  in  pe- 
lipheria  eadem  ,-ubi  T— -o  fit  ,  nec  plira  ubi  fi— o 
est. 

Denotentur  enim  puncta  ubi  T  aut  U  fiunt  =: 
o,  per  numeros  absque  parenthesi;  nempe  punctum 
ubi  T— o  fjt  inter  ( 8m — -1)  et  (l\,  dicatur  pun¬ 
ctum  o ;  tibi  U“o  fit  inter  tl'*  et  (3),  dicatur  pun¬ 
ctum  1;  tibi  T— o  fit  inter  et  (5),  dicatur 

punctum  2;  porro  ubi  U— o  fit  inter  <5}  et  (?  )  9 
dicatur  punctum  3,  et  ita  porro:  patet  punctum 
quod  vis  numero  pari  signatum  esse  iineae  primae, 
impari  signatum  lineae  secundae  ;  dicatur  illud  bre¬ 
vitatis  gratia  punctum  par ,  hoc  vero  punctum  im¬ 
par  ,  et  dicantur  puncta  similia  quae  in  diversis 
circulis  eodem  nUmefo  parenthesi  clauso  gaudent  , 
ita  quae  numero  paseuthesi  destituto  denotantur. 

Si  jam  iis  eadem  peripli  fer  i  a  plura  quam  2  m 
puncta  darentur,  ubi  T==  o  ;  tum  alicubi,  ubi  pun¬ 
ctum  paf  est,  in  arcti  inter  praecedentem  et  se¬ 
quentem  numerum  imparem  parenthesi  clausum 
comprehenso,  ad  minimum  duo  puncta  esse  debe¬ 
rent,  ubi  T=o  ;  quod  fieri  nequit  *  'concipiantur 
t*nim  ordinatae  T  ab  extremitate  Crescentis  arcus 
Is  ex  gr.  a  puncto  (3)  usque  ad  ( 5)  ;  fiat  que  prima 
Viee  T ==o,  pro  %  in  puncto  i)  terminato;  erit,  si 
ante  detur  adhuc  punctum  ubi  T~o  est,  aut 
post  t)  aliquamdiu  T ~o  ,  aut  in  aliquo  puncto  e 
erit  post  fe  prima  vice  T =o  ;  neutrum  vero  esse 
potent  ;  nam  stutim  patebit  post  fe  non  esse  Conti- 
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ii uo  aliquamdiu  T—o ;  crescet  igitur  aliquamdiu' 
T  a  o*  et  demum  deciescet  dum  ad  e  item 
fiet  ;  cogitetur  nempe  punctum  in  arcu  be  porro 
motum  ,  secum  ferre  perpendiculum  ,  in  quo  pun¬ 
ctum  ex  b  incipiendo  semper  in  extremitatem  or¬ 
dinatae  T  veniat  ,  usquequo  in  e  desinat  ;  pUncmm 
hoc  in  perpendiculo  moto  prius  ex  b  porro  ,  tum 
eundo  ad  e  retrorsum  movebitur;  in  piincfb  per¬ 
pendiculi  eodem  manere  nuspiam  potest  (ut  staturi 
patebit)  ;  itaque  si  ubi  prima  vice  incipiet  retror¬ 
sum  moveri  ,  abinde  usque  ad  t  semper  retrorsum 
eat  ,  ibi  T  maximum  habet  ubi  punctum  retror¬ 
sum  moveri  coepit ;  si  vero  revertatur  priusquam 
in  e  pervenit  ,  ubi  prima  vice  revertitur  ,  ibi  't 
minimo  gaudet.  Ut  vero  hoc  fieri  possit,  aut  ut  T 
aliquamdiu  idem  maneat;  deberet  esse  (p  315); 

quod  pro  as  inter  puncta  dicta  terminato  fieri  ne- 

3uit.  Nam  pro  quovis  v  est  d  sin  v£=v& bos  vz  ,  et 
sin  (quoad  vs )  est  cos  vz  ,  at  Jsin  ( quoad 
&)  est  v  cos  vs  ;  itaque  JT  (quoad  z)  pro  quovis  II 
constante  ,  erit  si  i:i  expressione  ipsius  T  superio¬ 
re  pro  termino  primo  intra  parenthesim  ponatur 
iwR  cos  mz  ,  pro  2do  autem  (m — 1 )  cos  (iw*—  1  )z  =2 
rnCtn — I”")  ^  , 

- ~~  cos  (m — 1  jz  itaque  m  tanquam  factor 

communis  extra  parenthesim  poni  poterit  ,  eruir» 

1  m — 2  . ,  _  .  . 

que  — r: — * - *■  ve  fractiones  verae;  adeoqnrv»* 


m 


nam  ibi  cos  mz  est  —  et  _ 

2  ’ 


’  lor  ubique  inter  (St+3)  et  (8i  +  5)  valor  —  erit, 

ita  inter  puu- 
(  Ut  supra )y 


est 


cta  (8 i+r)  et  (8if9 )  valor  *Vus 

quum  cos  mz  ibi  > £  et  >|/  -i-  sit.  Itaque  JT  in 

itis  intervallis  nequit  =±o  esse  ,  adeoqtie  in  quovis 
intei  vallorum  eorundem  unum  etqiiidem  solum  pu su¬ 
etum  datur  ,  tibi  T~cr. 


6 


G  g 
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Idem  de  U  eodem  modo  patet  :  nempe  JC  pro 
*  inter  (8/4-1.)  et  (8/4-3)  terminato  ubique  et 
int^r  (8/+51  fet  (8/4*7)  ubique  est;  quum 
jcos  m^  (quoad  zj  sit  =/»sin  ms  ,  quod  in  prio¬ 
ri  intervallo  ,  in  posteriori  vero  *-<  ,  et  in  utro¬ 
que  est  . 


5.  Patet  in  periphcriis  omnium  R  puncta  (I), 
in  recta  centrum  petente  esse  ,  m i  puncta  quae¬ 
vis  eodem  numero  impari  parenthesi  clauso  signa¬ 
ta  ;  ita  rectam  a6  utrinque  00  tam  ramum  unum  li¬ 
neae  primae  pro  quovis  m  esse  manifestum  est  ; 

nam  pro  z=o  aut  ^ — -  fit  sin  z  —  sin  2z  = 

1  m 


‘si i\(m — 1  )^=sin  mz  adeoque  pro  quovis  valore 

ipsius  r  (a  o  in  00  )  ad  puncta  (o)  et  (i m)  fit 
T srr?;  estque  punctum  o  cum  (o)  coincidens  inter 
impares  (S/+7)  et  (8/4** 9)  ,  punctum  (^J  vero 
cum  puncto  2 m  coin-cidit,  caditque  inter  impar«s 
(8/4*3)  et  (^8/*f5)  pro  m  impari  =2 n — 1  et  i=n—~ I, 
pro  m  pari  =2v  autem  et  /=v— 1  cadit  inter  im¬ 
pares  (8/4*7)  et  ( 8/4-9)  ;  nempe  —  1  est  impar 
2r//tus ,  ei  pro  m=2?t — 1  ,  ex  4 m — l~8/f3  fit  8 n — 
4 — 4=8/,  adecque  /=r n — 1;  ita  pro  w  =  2v  5  ex 
4m —  ]  — 8/f  7  fit  8v — 8=  8/,  adeoque  *'=v- — 1  t  est¬ 
que  post  2dum  numerum  imparem  nempe  inter  (3) 
Vt  (5 _)  punctum  lineae  primae  numero  2  (absque 
parenthesi)  signatum  ;  ita  post  2/miim  imparem  se¬ 
quitur  punctum  2 m  lineae  primae. 

6.  Sed  etiam  quivis  circulus  A  sit  radio  R> 
tam  ipso  F|/  2  quam  ipso  1 ,  centro  c  descriptus  ; 
si  complexus  omnis  puueti  numero  parenthesi  clau¬ 
so  eodem  signati  ,  numero  eodem  romano  denote¬ 
tur  :  repraesentent  (3)  et  (5)  quosvis  numeros  *m- 
pares  proximos,  inter  quos  T=o  fit;  inter  rectas 
111  et  V  ramis  unus  lineae  primae  ex  CO  to  veni¬ 
ens,  circulum  4  ingredietur,  atque  ex  eo  via  con¬ 
tinua  alibi  (  adeoque  in  puncto  pari  .  quum  F  non 


alibi  ~—q  esse  queat)  egrediens  abit  item  in  00. 
Nam  in  quovis  arcu  ceulri  c  inter  III  et  V  com¬ 
prehenso  datur  punctum  lineae  primae;  dicatur  y 
complexus  omnis  ejusmodi  puncti ;  manifesto  et¬ 
iam  intra  peripheriani  A  manebit  aliquamdiu  IC> 
et  simul  >i  ,  adeoque  inter  III  et  Y  etiam 
y  intra  peripheriani  A  protendetur. 

Sed  consideretur  in  cujusvis  A  peripheria  ,  f 
puncti  (3)  fquod  dicatur  i)  et  T  puncti  (5);  (quod 
dicatur  £')  erit  illud  T  *J<vum  ,  hoc  vero  ^  vum  ;  i  - 
laque  t  et  f  in  plagas  diversas  superficiei  primae 
cadunt  ;  consequ.  ex  i  nulla  via  puncti  usque  ad  f 
datur  ,  nisi  quae  per  superficiem  primam  transeat. 
Atque  hinc  non  y  solum  interruptum  esse  nequit  ; 
sed  etiam  £,  plano  P  et  superficiei  primae,  commu¬ 
ni  continuo,  circulum  A  post  (3^)  ingrediente,  at¬ 
que  post  (5)  alicubi  exeunte,  seclusum  ab  i  esse 
necesse  est;  namque  secus  punctum  in  plano  P  ex 
i  in  £,  ex  una  plaga  superficiei  primae  quaqua  ver- 
sum  00  tae  in  alteram  venire  posset  ,  absque  eo  , 
ut  per  eam  transeat.  Exire  amem  coni  initum  di¬ 
ctum  ex  A  nonnisi  per  punctum  par  peripli  eri  a  c 
A  potest  ,  quia  T  nonnisi  ibi  —  o  fit;  atque  si  pun¬ 
ctum  illud  par  2v  dicatur  ,  de  y  dictum  et  ad  com¬ 
plexum  omnis  puncti  2 v  applicari  poterit:  at  suf¬ 
ficit  ad  scopum  ;  quodvis  punc  uni  par  cum  aliquo 
puncto  pari  periplicriae  ejusdem  junctum  esse  ; 
atque  eiiani  demonstratione  eadem  ad  U  applica¬ 
ta  ,  quodvis  punctum  impar  cum  numero  aliquo 
impari  peripheriae  ejusdem  junctum  esse. 

Nimirum  tum  lineae  primae  cum  secunda  in¬ 
tersectionem  aliquam  dari  pluribus  modis  evincitur. 
Ex  gr.  suppositio  nullam  intersectionem  dari,  ne, 
cessario  dari  aliquam  ponit;  quod  simul  constare 
nequit:  consequ.  nullam  dari  falsum  est,  id  est 
dari  aliquam  constat.  Si  nimirum  supponatur  nul¬ 
lam  dari  ,  punctum  1  cum  nullo  puncto  ultra  axem 
ab  hiio  junctum  fest  ;  n  un  1  est  punctum  lineae 
2dae  ,  recta  db  autem  est^  pars  lineae  primae,  ita- 


(  «6  ) 

<  :-r 

flw«  si  1  (iu  peripheria  radii  ac,  pro  ac  >F^2  po¬ 
situ}  cum  puncto  n 1  junctum  sit,  (nempe  cum  ali¬ 
quo  puncto  impari  junctum  esse  debet)  ;  erit  uu- 
merits  n'<Z2m ,  nempe  ad  6  est  numerus  par  2 m  , 
n'  impar  ante  2 m  inter  2  et  2m  cadere  debet  ; 
inter  o  et  1  ac  1  et  2  enim  numerus  nec  par  nec 
impar  datur,  2  vero  est  par,  atque  si.»'  ultra  2 m 
esset  ,  afc  per  1  %n'  (id  est  ramum  qui  ab  1  usque 
ftd  ti!  est)  secaretur.  Dicatur  porro  n"  punctum  par 
cum  quo  punctum  2  junctum  est;  erit  pariter  n" 
<V  ,  nempe  punctum  par  n"  cadet  post  3  et  ante 
ii  %  quia  si  retrorsum  in  o  caderet,  ©*2  et  1*//' se 
mutuo  secarent,  ita  si  post  n'  caderet,  l*w'  et  2  */j#' 
|.e  invicem  secarent.  Sit  porro  n"r  punctum  impar 
cum  quo  3  junctum  est;  cadet  ti"1  ultra  4  et  ante 
n"  \  nam  cum  impari  quod  antea  fuit  (modo  cum 
1)  jungi  3  nequit,  quia  tum  2 *rc"  et  3*1  secarent 
*e  invicem  ,  ita  si  n'"  ultra  n"  caderet  ,  2*w"  et 

secarent  se  invicem.  Sit  porro  nly  punctum 
par  cum  4  junctum  ,  cadet  nty  ultra  5  et  ante  n"r 
ob  eandem  rationem.  Sit  item  ny  punctum  im¬ 
par  cum  5  junctum  ;  cadet  ny  ultra  6  et  ante  nXy\ 
quia  si  retrorsum  jungeretur  cum  aliquo  impari 

(sive  1  sive  3 ) ,  5*1  vel  5*3  et  4^wlv  secarent  se 
invicem  Continuandoque  hoc,  tisquequo  tres 
numeri  4  ,  4+  I ,  4+  2  supersint  ante  proximum  n 
(versus  a)  quod  cum  accentorum  numero  certo  pro¬ 
diit;  punctum  illud  p  cum  quo  h  junctum  erit,  ul¬ 
tra  dictum  n  cadere  non  poterit  ;  nam  tum  4*/? 
et  ramus  qui  ab  n  usque  ad  punctum  anterius  est 
cqtm  quo  jungitur,  secarent  sc  invicem  ;  itaque?  4 
necessario  cum  4+2  jungetur;  atque  4*4+2  et  ra¬ 
mus  qui  a  4+1  usque  ad,  punctum  cum  quo  jungi¬ 
tur  est  ,  sive  autrorsum  sive  retrorsum  esset  hoc  , 
se  invicem  secare  debent.  Q  .  E  .  D.  In  ( Fig  ) 
quam,  Auctor  pro  X=:r*— 2.rB  +  3#+ 1G  construxit, 
ramis  lineae  2d«e  per  puncta  denotatis  ,  res  oculjs 
subjecta  csf* 
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$■  44.  r  anca  adhuc  arboris  ramos  (  179  )  illu¬ 
strantia,  praevie  addenda  sunt;  ceteris  io  quantum 
instituti  ratio  permittit,  tomo  2do  reservatis;  quum 
in  lioc  adhuc  generalis  conspectus  Geometriae  ex¬ 
ponendus  veniat ,  ut  arbor  utraque  corradicata 
(P-  22)  delineetur. 

1.  Dictum  (  184  )  erat  e  quavis  functione 
(^F)#  seriem  deduci  ,  cujus  terminus  generalis  est 
(  F)»»x  — (F)(w — l)x,  terminorum  summa  vero  est 
—  /p  Facile  cogitatur,  ipsi  x  constantem 

1 

aliquam  ex  gr.  1  aut  generalius  - — -  substituere  , 


o  ft  0  9 

ilt  x  sit  «  wx  =  — -  ,  et  terminus  generalis  sit 

F 

r f)//i . i  —  (F\w — i)  i  ..  (f)  n 

f  1  *  —  1  '  — - ,  atque  summa  sit  v  — 

F  F  P 

^(F)©  ;  nempe  in  (F )x  ,  ponatur  prius  fix  pro  x^ 

et  tum  —  pro  x.  Ita  deinde  licebit  tt  sive  ut  nu- 
F 

merum  constantem  ,  sive  ut  in  GO  crescentem  con¬ 
siderare. 

Ex  gr.  Sit  (  F)r  — ;  erit  (F)«ix-r”(F')(fW— ' W* 

1+^ 

terminus  generalis  seriei  ex  (F1)#  deductae ,  qui 
pro  i  —  1  ,  fit  -  ;  summa 

yero  est  (sFjx — (F)o=(FJ/i — cF)o  pro  x~l  adeo- 
que  ixk~n.  Substituendo  igitur  in 


1 


,  ipsi  n* 
1)  1  - 

numeros  ab  1  usque  ad  n  inclusive  ,  fiet  series 

U-  '  o 

i  fu 
n 
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njA 


quod  a — I  si  n  0®  ; 


l 


3  + 


(  m  ) 


Si  (F  )x  =r  “  i  ;  erit  seriei  deductM  Virwi< 


inis  generalis  (F)wx —  (PX  m — i  )  x 
„e«x_«B(“-Ux  oe(«-l)i(ei  _,j 


1 


i 


«t  summa  «91 


«ef,X_  -eo 

(F)f — {F)o=.- - — - — ~~~ *  Si  x  ponatur  *=l  ;  *#t 

c  i 


e—l 


—  «e*'* 


— er 

,  et  summa  =% - ; — 

e~  1 


,  uti 


(i31)  pro  serie  geometrica  erat. 

Si  vero  x  ponatur  r:  - ;  erit  terminus  genfc- 

P 

{m-D  1  7i 

,  oeP(eP— 1^  .  ae  P  '<r 

lalis - - - ,  et  summa  erit 


e—l  7  .  e—l 

Prodit  autem  sic  series  geometrica,  cujus  ( substitu¬ 
endo  numeros  lt  2--»  ipsi  m)  terminus  Imus  est 
1-1  1  2-1  I 

„eJL(e±-=} )  ct  2duj  _  aejJeT—})  „  quj. 
e — 1  e—l 


vis  per  e  P  multiplicatus  dat  sequentem.  Unde  et¬ 
iam  pro  wzrp ,  summa  priorum  p  terminorum  erit 

— ~ r-— -  et  pro  u—2j.  erit  summa 

e—l  e — 1 


ae 2 — a  a(e2< — 1) _ a(  c^l  )( e — 1 ) 


—  a+  ae  ;  atque 


e — 1  *  e — 1  e — 1 

in  genere  si  »sl|(  (denotante  k  integrum  quem- 

aek  — a  a(e^  — l) 


vis  >Jvum);  erit  summa  = 


e — i 


6—1 


a(e — 1  ^(l-fe-fe2--  -  4-  e*'~l-  ) 


=  a+ae+ae2  -  *  -  + 


a^~L ,  quae  cs<  summa  k  terminorum  seriei  geo- 
etricae  prioris.  Quod  \  ero  e k  — 1  sit  ~ 
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(e—lXl  +  d**3  •*  -  +  e*'1 ), patet  dividertdo  eh  — l 
per  € _ i  (  130).  Solet  autem  wtus  seriei  hujus  ter 

minus  ,  ^Lius  prioris  apellari. 

P 


fs.  *  r  ~  ¥J (i 

jia  Si  (F).r=o*+ - —  ;  erit  terminus  ge- 

(mk)3d — mkd 

neralis  [¥)mi— (FJ(»j—  1)x  =«m  + - <j 

r  ,  „;  +  Q  *-)  U0(l 

— Jjx  +  —  ~2  J’  ** 


1  _  md 

ponendo  -y  pro  x,  fit  — -y  —  ^  —  2jjt  +  ’ 

pafetque  seriem  esse  arithmeticam  primi  ordinis  5 
prodeunte  e  termino  quovis  sequentem,  addendo 
*  .i  _  au  [  11“ d 

"  T .  Summa  vero  erit  (F).r  (f  ) 0  —  y  **2p2 
P 

'  quum  (P)o=o  sit;  adeoque  pro  [»— 1  fit  ter¬ 
minus  generalis  ak(n—\'/l ,  et  summa  est  na  + 
C'7  u")d _ ( $ pro  seriei  anthme- 

'  2  ^>T  ’  v 

tica.  Si  vero  pl=n  (pro  quovis  integro  +vo  k\  fiet 
summa  =  a/i  +  — — ~r  — 5  quae  est  summa  priorunl 

Jd 


i  terminorum  seriei  arithmeticae  prioris  ;  soletque 
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et  terminus  //itas  seriei  hujus  - tu*  prioris  cuci. 

P 

Ita  ex  innumeris  functionibus  totidem  series 
deduci  possunt,  quarum  tam  termini  generales  quam 
summae  datae  erunt :  at  quaestio  suboritur  ;  num 
e  termino  generali  seriei  alicujus  ad  functionem  e 
qna  deducitur  perveniri  queat  i  quo  pacto  etiam 
summa  data  esset.  Expressio  summae  talis,  in  qua 
ipsi  m  quivis  numerus  substituatur ,  totidem  termi¬ 
norum  summa  exhibetur  ,  vocatur  terminus  summa - 
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x  • 

t arius  \  qui  si  ~(  f)#w  sit ,  pro  termino  generati  pro. 
dibit  omnino  (Qw — (£)( *n — 1). 

2.  Ad  3tium  pag  179  pertinet:  quod  si  Axa 

+Ca;c  -  --  pro  quovis  valore  ipsius  x  sit  =o; 
erit  A=o:=B~C  nempe  quilibet  soefficienti- 

o m  erit  m  o.  Nam  tum  etiam  per  xa  utrinque  di¬ 
videndo  ^  et  A*pB^“a+C#c“a -  - y  dicto;  erit  y~o, 
pro  quovis  valore  ipsius  x ,  etiam  pro  x~o\  nam¬ 
que  verum  de  x  utvis  parvo  est,  si  non  sit  ~o  ; 

si  vero  x/^—\  o  ,  tum  B^c“a—  aut  ,/s— ->  o,  ita  Cxc~a 
^  aut  o  .  adeoque  quotvis  termini  nume¬ 

ro  certo  accipiantur  ,  pro  dato  quovis  ca  fieri  A  4* 

Bxb~a  f  Cx°~a - [A  +  Bol-a\  Coc-°...=A] 

potest  (nisi  =o  sit);  sed  A  +  B#“"a,f- .  .  =y 
(pro  x  non  =o).  Consequ.  quum  y~ o  ,  et  y — A 
>=  vel  /—*“\  o  ,  est  A— o  (p.  69).  Idem  etiam  por¬ 
ro  continuatur  ;  ut  nempe  utrinque  dividendo 

per  x^~a  ,  prodeat  B .  +  Cxc'a“^~a)  -  -  ^BfCx^  -  -  . 
=zo  ,  atque  inde  B  =  o  et  ita  porro* 

1  -p  x  a 

Ex  gi\  Si  - 3-l  +  o^+  &f*+  cx*  -  •  -;  mui- 

1 — x — x4 

tiplicando  utrinque  per  denominatorem  ,  et  subtra¬ 
hendo  numeratorem  functio  ad  o  reducetur,  et  col¬ 
lectis  ubique  coeflicicntibus  ejusdem  potentiae  ipsi¬ 
us  x  ;  erit 

o~:(a — 1)#+(& — a — l)#2+(c—  b~  1  (d — c — a)x 4 

atque  bine  a— l=o  ,  b- — a — l  =  o,  (c—  b— 1)~  o, 
d — c — a~o  C/c.  adeoque  a=l,  £sa  +  l  =  2,  c:rr3, 
t/=4,  e=6 ,  9  ,  3  quibus  valoribus  sub¬ 

stitutis,  prodibit  series  functioni  fractae  aequiva- 
lens  ,  si  nimirum  convergat,  aut  terminata  sit. 

Facile  autem  perspicitur,  in  isto  casu  quem¬ 
vis  terminum  a  4to  incipiendo,  esse  summam  primi 
et  3tii  ad  sinistram,  ex  gr.  9—6  +  3;  dicitur  series 
ejusmodi  recurrens ,  cujus  terminus  quilibet  certa¬ 
rum  numero  p  ad  JaeVam  praecedentium,  (Utpote 


I 


(  ) 

s  }t  A 

p'ti  +  --*) ,  per  pertost  factore*  multiplicatorum’ 
«umina  est,  ita  ut  pro  quovis  termino,  vm*  ad  fae-i 
vani  per  eundem  factorem  multiplicetur.  Diciiur 
quoque  series  recurrens  ejusmodi  ordinis  pti  ,  ef 
factorum  dictorum  series  scala  seriei  recurrentis 
audit» 

Ex  gr.  Pro  termino  laid  =  o,  et  2do=I,  atque 
scala  1,  3,  fit  series  ©,  1,  1. 1  +  0.3=  1  ,  1.1+3. 1=A, 
4.1  +  3.1  =  7,  7.1  +  3.4  nempe  o,  1,  1,  4,  7,  1$-- 

Sed  methodus  antea  dicta  applicatur  etiam,  si 
(ut  saepius  requiritur,  uti  pag227J  functio  fra- 

C  0* 

ut  summa  simpliciorum  exhibenda  sit;  si- 


cta 


(F) 


X ‘ 


quidem  denominator  in  requisitos  factores  simpli¬ 
ces  resolvi  possit  ;  quod  efficitur  saepius ,  quaeren¬ 
do  radices  aequationis  (Fj;r=o;  quae  si  fuerint 
o,  erit  (F)a==(*— d)(  c)  ;  sed  ut¬ 

cunque  deventum  ad  hos  factores  fuerit  ;  ponendo 
(Hx  A  B  .  € 

7—Z+x^c ’  determinan^  A,  B,  C 

modo  sequente. 

_  1  _  1 

aT  x  — x  3  x{  a^x)  (  a — x )  ~ 


gr- 


A  B  C  . 

+  —-i 

#T*v  a—x 


x 


et  reducendo  ad  denominatorem  eundem,  atque  per 
eum  utri n que  multiplicando  ,  et  numeratorem  qui 
ad  laevam  est,  subtrahendo,  fiet  o=(^2A— l)  + 

B— k)xz  ;  unde  «r  A — 1  — o  «C 

B=  —  C  ,  atque 

1 


C— -B — A=o  ad  eo  que  A 
1 


«r 


C=BfA 

B  =  — 


a 


* — C;  unde  2C=r — r,  et 


a 


*ia 


2  a 


2  ) 


atque 


At  ceteris,  quae  dicenda  adhuc  essent,  tomo 
2de  reservatis;  transeundum  ad  alteram  arborem  est. 


II  Bk 


\ 


generalis  conspectus  geometriae. 


E  iv  11  n do  rxtrrno  ,  abstrahendo  pervenitur  ad 
conceptum  spatii  puri  %  nempe  corpiis  experientia 
externa  omnino  simii!  cum  loco  ejus  datum  , ,  cogi¬ 
tatione  tollendoj,  manet  locus,  quem  occupasse  vi¬ 
detur,  finisque  intra  quos  erat;  atque  tum  quae¬ 
rendo  quid  ultra  fines  ilios  sit,  tollendo  totum 
mundum  experientia  datum  ,  et  semper  porro  quae¬ 
rendo  ,  pervenitur  ad  noctem  sanctam  ,  quae  my~ 
riadibus  lucernarum  accensis  ,  Majestatis  Summae 
praesentiam  annunciat.  in  hac  volvuntur  inmimet 
ri  orbes  ,  expansis  erga  se  invicem  fraternis  bra¬ 
chiis,  et  suspiriis  undique  tam  gratorum,  quam 
afflictorum  pectorum  ,  Patrem  communem  quaeren¬ 
tibus  —  in  hac  fert  mater  tellus  sub  florido  sinu 
dormientes  gnatos  ad  auroram  aeternitatis  —  et  in 
hac  servatur  omnis  materia,  nascunturque  e  ger¬ 
minibus  mundi,  yi  mirifica  vitali  producti  ,  crescunt, 
vivuntque  ,  tentum  abitum  (nisi  alio  pellantur)  se¬ 
quentes  *,  atque  intereunt  ,  ut  meteora  fragoribus 
tempestatum  in  oceanum  recidentes  ,  novis  initium 
dauiri.  At  interno  Geometrae  oculo  intuente,  omnis 
quae  apparet  mundi  discordia  ,  cujus  magnum  pro¬ 
blema  in  concordiam  resolvere  mortis  aequatio  est; 
bellumque  omnium  quod  videtur  in  omnes ,  cum 
stridore  omni  clamoreque  orbium  disparet  < —  ac 
jactatum  e  minacibus  procellarum  fluctibus,  paca¬ 
tus  excipit  noctis  tranquillae  portus  ,  luce  Verita¬ 
tis  alma  collustratus. 

' 

§.  I.  Primus  intuitus  ostendit  sequentia  :  spatium 
est  quantitas  ,  est  continuum ,  infinitum  quaqua- 
versum ,  aeternum  ,  praesentibus  semper  partibus 
omnibus,  praeterea  unum  solum  est,  et  immvtahi 
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le,  tam  in  se  quam  quoad  quamvis  partem,  imsj 
quod  alia  iu  eo  permutare  partes  ejus  nempe  loca 
possint.  Tempus  quoque  quantitas  ,  continuum ,  et  u- 
num  solum  ,  atque  infinitum  sed  nonnisi  utrinqiie, 
e  quavis  parte,  quae  nonnisi  expers  adest  ,  atque 
seniper  alia  atque  alia  venit. 

§  2.  Intuitus  ostendit  porro  sequentia :  spatii  pot- 
tionis  cujusvis  finis  ,  tale  continuum  est;  cujus  dan¬ 
tur  ejusmodi  2  portiones,  ut  id  quod  utriusque  fini¬ 
bus  commune  est  ,  continuum  sit,  et  quidem  tale, 
ut  hujus  item  dentur  ejusmodi  2  portiones,  quarum 
finibus  commune  expers  est.  Hinc 

|.  Pars  ejusmodi  expers  spatii  vocatur  punctum 
spatiale  ,  distinctum  omnino  a  puncto  temporis . 

In  quavis  spatii  parte  dari  punctum,  et  omnia 
spatii  puncta  aequalia  esse  item  intuitu  patet. 

2.  E  continui  prius  orti  portione,  et  tum  e  con¬ 
tinui  posterius  orti  portione  ,  construuntur  conce¬ 
ptus  sequentes,  (combinatis  ejusmodi  portionibus). 

I.  Si  continuum  ex  A,  R  *  -  -  F  constet,  et  quod¬ 
vis  horum,  portio  finis,  aficujus  portionis  spatii, 
sit :  dicitur  superficies . 

II.  Si  vero  continuum  ex  «,  h  -  --  ^constet ,  et 
quodvis  horum,  portio  finis,  aficujus  superficiei, 
sit  :  dicitur  linea. 

III-  Atque  si  continuum  ex  a  ,  /3  -  •  \  constet , 
et  horum  quodvis  aut  superficies  aut  linea  sit  : 
dicitur  forma  (sensu  proprio). 

IV.  Si  vero  continua  qualiavis  P  et  Q  fuerint  e 
spatio,  atque  aliquid  commune  habuerint:  tum  si 
1  complexus  omnis  ejus  quod  utrique  commune 
est,  pars  utriusque  indiviifibifis  sit  (p.lTjl;  dici¬ 
tur  I  sectio  ipsorum  P  et  Q  se  mutuo  secantium . 

3.  Interim  superficies,  etiam  ejusmodi  continua 
pars  indivellibilis  spatii  dici  potest,  cujus  nulla 
portio  linea  est.  Imo  statim  definito  stabilfioque 
motu  geometrico  ,  linea  etiam  via  puncti  dici  po¬ 
li  U  h  * 
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te*H  ;  st  lineae  via  quoque  superficies  est,  sed  non 
quaeris  superficies  via  lineae  esr, 

§•  3.  Redeundo  e  spatio  in  mundum  externum 
unde  segregatum  erat;  corpus  idem  in  alio  quoque 
iofo  videnti.,  quaestio  succurrit:  num  loca  ejusdem 
diversa  aequalia  sinti  Intuitus  ostendit,  aequalia 
esse, 

I.  Hin^  quum  in  quavis  spatii  portione  cogitari 
coipus  queat;  construitur  (sine  ulla  virium  consi¬ 
deratione)  pro  quavis  portione  spatii  mobile  tale, 
quod  cum  ea  coincidens  ab  ea  diversum  ,  cogitatio¬ 
ne  quaquaversum  libuerit  in  spatio  ferri  queat  , 
nibii  aliud  e  corporis  externi  qualitate  retinens,’ 
nisi  quod  idem  sub  eodem  tempore  diversa  loca 
occupare  nequeat. 

I I.  Ium  ita  constructo  mobili  iterum  redifurln 
spatium  ;  format urque  axioma  congruentiae.  Nem¬ 
pe  si  posito  mobili  tali  ,  idem  diversis  temporibus 
posset  cum  A  et  B  coincidere ;  tum  A~R  esse  in¬ 
tuitus  ostendit. 

At  non  cum  quibusvis  A  et  B  geometrice  ,«<?- 
qgalifyts  (de  quo  inferius)  mobile  idem  coincidere 
potest,  f  x  gr  si  A  et.  B-  cochlear,  una  ad  dextram 
altera  ad  laevam  (etsi  alioquin  aequales)  sint;  et 
innumeros  casus  tales  dari  patebit.  At  (per  p.  7 
Ax  V.  certa  cum  determinatione)  talia  A  et  a  ge¬ 
nerabuntur,  ut  mobile  idem  diversis  temporibus 
eum  a  et  B  coincidere  queat. 

Quando  quidvis  P  moveri  dicetur  :  $emper 
tale  mobile  continuum  intelligi  debet,  in  quod  in¬ 
cidit  totum  P  (etiamsi  complexus  punctorum  sit). 

Si  vero  sribatur  A  *  B  *  C  :=  «*6*c*,  intel- 
ligatur  mobile  in  quod  Radunt  A,  B,  C-  -  ita  ponr 
posse  ,  ut  A  cum  a  ,  B  cum  b  ,  C  cum  c  simul  co- 
in  culant.  ‘  ' 

\ivit  magis  ,  facilior  e^identiorque  fit  Geo- 
**  metria  motu  dicto  admisso  :  usique  eo  sunt  Archi- 
*  Graecus  et  Britannus ;  atque  simulae  u- 

nnm  superimponitur  alteri  ,  (uti  in  Euclidq)  idem 


\ 
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ubique  admittendum  sensu  dicto  est  ;  re  ipsa  enim 
spatii  pars  nulla  locum,  sed  rem  eam  tantum -quam: 
sub  certo  temporis  puncto  capit  ,  mutare  potest. 
Prolixius  tameu  ,  eadem  sine  motu  quoque  tradi 
possunt,  * 

§.  4.  Interim  post  dicta  iiltro  subvenit,  in  de¬ 
terminationem  conceptuum  motum  respicientium 
inquirere. 

1.  Locus  ipsius  \  dicitur  in  spatio,  complexus 
omnis  ejus  ,  cum  quo  aliquid  ex  A  sub  eodem  pun¬ 
cto  temporis  coincidit. 

2.  Quod  sub  quovis  puncto  temporis  T  est,  di¬ 
citur  semper  esse  sub  T. 

3.  Prodeunte  quasi  formula,  quod  M  habeat  lo- 
fum  L  sub  T  ,  aut  sub  T  locus  L  est  ipsius  M  ; 
succurrit  quaerere;  quidnam  sit,  si  per  omnes  com« 
binationes  transeundo  ,  substituatur  ipsi  M ,  ali¬ 
quid  ex  M ,  omne  ex  M  ,  non  omne  ex  M  ,  nul¬ 
lum  ex  M  ,  aut  aliquid  exclusive  ;  ipsi  T  vero  sub¬ 
stituatur  ,  aliqua  puncta  temporis  ,  omnia ,  nulla  , 
vel  aliqua  exclusive ;  atque  ipsi  L  substituatur  i* 
dem ,  non  idem  i  item  quaevis  horum  variis  deter¬ 
minationibus  afficiantur  ;  atque  casus  constructi  va- 
no  modo  combinentur:  at  brevitatis  gratia,  quae¬ 
dam  tantum  magis  necessaria  referenda  sunt;  no¬ 
tando,  ad  sensum  cotnbinationum  attendendum  esse; 
ex  gr.  omni  Jocus  non  idem  ,  et  non  omni  locus 
idem,  haud  aequivalent:  nempe  prius  denotare  po¬ 
test  ,  quod  omni  sit  iioa  idein  locus,  id  est  nulli 
sit  locus  idem. 

4.  Omni  ex  M  (id  est  omni  quod  ex  M  est)  lo* 
cus  idem  in  spatio  semper  sub  tempore  continuo 
T,  quies  ipsius  M  sub  T  dicitur. 

5.  AI icuj us  ex  M  locus  non  idem  sub  aliquibuif 
punctis  ipsius  M  es*  motus  ipsius  M 

6.  Motus  sub  quavis  portione  ipsius  T  «venictM, 

est  motns  sub  T.  *"  " 
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7.  A  Ii  cujus  autem  (  exclusi  ve  )  locus  idem  sem- 
ptr  ,  est  vel  motus  in  loco  (ex  gr.  spaerae)  ,  si 
aliquod  illud  ipsum  M  sit  ;  vel  compositio  quietis 
et  motus  ;  nempe  si  aliquid  quiescat  moto  M;  imo 
sphaera  in  loco  fui  moveri  potest  ,  quiescente  cen¬ 
tro  tantum,  (vel  etiam  diametro). 

8.  Si  quid  Q  ex  M,  moto  hoc  quiescat :  dicitur 
M  circa  Q  moveri . 

9.  Porro  aliqua  puncta  ipsius  T,  possunt  certo 
modo  determinata  2  puncta  quoque  denotare. 

1  mo.  Omni  ex  IVI  locus  idem  duntaxat  strb  primo 
et  ultimo  puncto  temporis  alicujus  ;  est  reditus  per¬ 
fectus, 

2<lo*  Ipsi  M  locus  non  idem  sub  certis  punctis  a 
et  b  ipsius  T,  parit  conceptum  sequentem  :  si  locus 
non  idem  sit ;  aut  habet  prior  cum  posteriore  com¬ 
mune  aut  non;  si  nec  quidquam,  aut  utriusque  in¬ 
di  vellibile,  sit  commune ,  dicitur  M  totaliter  emo¬ 
tum. 

_  £  1»  -  .  ft  -  '  ‘  , 

3Uo.  Si  pro  quovis  puncto  a  ipsius  T  ,  sit  talis 
pars  continua  ejus  ipsum  «complectens,  ut  sub  nul¬ 
lis  2  punctis  hujus  sit  locus  idem  ipsius  IVI  ,  aut 
portionis  ullius  ejus;  tum  M  porro  moveri  dicitur. 

§.  5.  Variae  hinc  exoriuntur  quaestiones. 

L  Potestne  punctum  p  undevis  moveri ,  usque- 
quo  in  quodvis  datum  spatii  punctum  IVI  perveni¬ 
at  t  et  quidem  ita,  ut  quidvis  in  quod  cadit  secum 
Ierat  l  et  p>  qualem  viam  describit? 

Intuitus  ostendit  p  ,  quidvis  in  quod  cadit  , 
secum  ferenda,  via  quacunque,/?  cum  M  conne- 
ctente,  (imo  innumerabilibus  viis)  moveri  posse 
usque  in  M  ;  et  viam  quamvis  ejus  esse  lineam. 

ICt  haec  est  Ima  operatio  motus  intuitiva. 

Linea  si  e  nullo  ejus  puncto  duabus  plurea 
pui\;ij.  viae  in  ea  dentur,  dicitur  simplex  ;  et  sii- 
p^rjiciis  ,  cujus  nullarum  trium  portionum  tectio 
ii  ita  simplex  datur  ,  dicitur  simplex,  , 
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Linea  simplex  dicitur  in  se  rediens  :  si  pun¬ 
ctum  in  ea  motum  in  locum  primum  ita  redire 
queat,  tit^antea  in  nullo  loco  jam  habito  fuerit» 

II.  Quaestio  fit:  num  moto  mobili,  aliquid 
ex  eo  quiescere  possit?  Num  possit  unum  punctum 
quiescere?  et  duiitaxat  unum  ?  num  duo  aut  plura? 
et  tum  complexus  omnis  sub  motu  quiescentis,  qua* 
lisnam  sit  ?  qualis  esse  nequeat?  Quoad  Imum  intuitus 
ostendit,  quodvis  M-  in  quod  p  cadit,  innumera¬ 
bilibus  viis  posse  circa/^  moveri,  ita  etiam,  ut  quod¬ 
vis  punctum  a  in  M  cadens  (a p  diversum )  redeat. 

Operatio  2da  motus  intuitiva 

Hinc  passus  ad  omne,  parit  superficiem  sphae- 
rae ;  nempe  complexum  omnis  ejusmodi  puncti  b  , 
ut  p^aizp^b.  Intuitus  ostendit:  imo  complexum  hunc, 

esse  superficiem  ,  per  quam  spatium  in  duas  por¬ 
tiones  dispescitur  ,  ursam  cunr  puncto 1  p  interno 
undiqtle  clausam  ,  et  alteram  circumcirca  in  GO  tum 
exclusam  ,  ipsam  vero  esse  finem  utri  usque  com¬ 
munem.  2do  nullum  punctum  posse  ex  una  portio¬ 
ne  in  aliam  Venire,  nisi  per  finem,  communem 
transeat;  quod  deinde  extenditur  ad  quasvis  dum 
portiones  continui  ulicujvs  finem  communem  ha¬ 
bentibus  ,  si  punctum  in  eodem  continuo  moveri  o- 
p  ori  eat» 

Potest  sphaera  dicta,  dici  spaera  puncti cen¬ 
tro  p  ;  atque  puncta  superficiei  a  centro  aequaliter 
distantia  dici  possunt,  distantia  puncti  p  ab  a  per 
a#p  expressa \sensu  dii)» 

Complexum  punctorum  omnium  a  centro  ae- 
qualit  er  distantium,  superficiem  esse  ,  si  non  ipsum 
pro  axiomate  adsumatnr,  probari  quoque  potest: 
nempe  si  quid  portionis  spatii  complectatur;  id 
circumcirca  adesse  debet,  et  quidem  sine  ulla  pro¬ 
minentia,  quum  id  item  ubique  circumcirca  fieri 
deberet;  itaque  duae  superficies  essent  exterior  inte- 
riorque  ,  centrum  undique  punctis  omnibus  aequidi- 
stantibus  claudentes  ;  quas  diversas  esse  non  posse 
iem  intuitu  patet» 
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III.  Sed  sphaeram  considerant,  ostendit  porro  in-, 
tuitus  :  quod  si  puncta  a,  b ,  />  in  M  cadant,  atque 
ipsius  b  via  detur  circumcirca  quoad  a*  p  aequali- 
tej:  determinata  :  tum  M  ita;  moveri  circa  a^p  potest, 
ut  viam  dictam  describat. 

3  tia  .  Operatio  motus  iniuitiva. 

IV.  At  vero  quaestio  oritur  :  Imo  quomodo  puri* 
Ctum  ejusmodi  b  ostendi  possit,  cujus  circumcirca 
a#p  Via  detur  ?  2do  num  id  quoque  fieri  possit  , 
ut  pro  b  nonnisi  unum  tale  d  detur  ,  ut  a^p^b 
a#p#d ?  et  3tio  quidsi  id  quoque  fieri  possit,  ut  nul¬ 
lum  tale  d  detur;  ut  a*p*b  %  a^p^d7 

Atcjite  hinc  ipsi  ti*p  quidvis  A  substituendo  f 
Conceptus  sequens  oritur* 

Si  non  detur  tale  C  diversum  a  B,  ufc  A*B 
~  A  $  C  ,  et  quidem  ut  quovis  puncto  ipsius  A  in 
loco  primo  manente  ,  C  in  locum  non  eundem  cum 
B  cadat:  dicitur  B  unicum  ipsius  A.  Si  vero  nec 
ullum  punctum  ipsius  B  aliorsum  cadere  queat  ;  di¬ 
citur  B  ipsius  A  prorsus  unicum . 

Facile  animadvertitur  ,  A  secum  coincidere 
posse,  etsi  puncta  non  omnia  loco  priori  maneant; 
ex  gr.  si  pro  p  centro  sphaerae ,  et  a  puncto  super¬ 
ficiei  ,  denotetur^# *p  Per  A  ,  erit  etiamsi  p  in  a 
et  a  in  p  cadat,  sphaera  unica  ipsius  A;  et  nomen 
speciale  huic  casui  quoque  dari  potest. 

Interim  quaestio  etiam  oritur;  num  p%a  ? 

Intui tii  ita  esse  patet. 

Exempla.  Si”a,6,e’vertices  Ali  siut;  quidvis  e 
spatio,  ipsius  ,  prorsus  wnicnm  est;  super¬ 

ficies  revolutione  quae  lineae  cujusdam  circa  duo 
puncta  fit,  horum  unica,  sed  non  prorsus  unica  est. 

Si  vero  a6=ac  ;  tum  poterit  a  ^  6  ^  t  secum  et¬ 
iam  ita  coincidere  t  ut  a  in  se  ,  6  in  c  et  c  in  6 
cadant,  et  si  plani  in  qno  A  est,  llna  plaSa  a  alte¬ 
ra  jS  dicatur  ^  facies  Ali”(iuae  *!>»*  00  obversa  erat , 


r3  «divertetur,  et  ipsi  «  quae  ipsi  j&  obverteba¬ 
tur  ;  atque  si  punctum  p  in  plagam  a  cadat,  et  ^ 
circa  L_rem  ex  &  ad  k,  simul  cum  a  verti  concipe 
auir  ;  d:im  a  In  j3  cadet,  p  quoque  in  $  erit  ,  et 
si  i  n  p'  cadat,  erit  *  &  *  c  *  p  ^  ft*£*^*Pr*  fdenl 
patet  etsi  p  in  planum  itlofri  extra  L*eiu  dictam 
cadat  :  atque  In  omni  casu  unum  adhuc  dabitur 
punctum  p'  tale  Ut  dieUtm  est,  nisi  p  in  [_tem  di* 
ctam  cadat;  tum  vero  erit  etiam  &*6’*C*p^ 

U  #  t  %  6  jjj.  p.  , 

§.  6.  ^InU  passui  ad  omne*fit  ;  nempe  comple* 
xum  omnis  puncti  quod  IthicUrn  punctorum  a  fi  est; 
f  nempe  rectam  J  ;  quod  item  latius  extensum,  pa* 
rit  conceptum  sequentefti» 

Illud  e  spatio  quod ,  quorumvis  duorum  punctorum 
sui  ,  quodvis  unicum  punctum  spatii  complectitur; 
dicitur  recta  si  linea  sit  ,  planum  si  superficies 
sit  ;  patebitqtle  esse  spatium  qtiaqUaversum  60  tuui 
si  portionem  spatii  complectatur  ;  imo  et  recta 
planumque  per  hanC  definitionem  00  ta  exhibentur; 
at  vero  mim  dentur  talia  I  quaestio  Fit:  inferius 
Ostendetur,  rectam  per  quaevis  2  puncta  ,  planum 
per  quaevis  3  puncta  dari. 

Cum  definitio  ista  simul  affinitatem  plani  cum 
recta  exprimat  ,  plures  exactas  quidem  supprimere 
licet;  aliqua  tamen  hujus  generis  ad  ferre  fas  esn 

Forma  certorum  2  punctorum  unica,  cujus  pro 
omnibus  punctis  datur  tale  idem  punctum  p  ;  ut 
pro  quibusvis  2  punctis  a  et  b  formae  dic»ae  ,  sit 
*p  p  *b  ;  est  si  linea  sit  ,  eirctilus  ,  si  super¬ 

ficies  sit  sphaera * 

*  * 

Linea  simplex  certorum  duorum  punctorum 
tutica;  est  si  rediens  sit,  circulus  ,  si  non  ,  recta . 

Forma  alicujus  puncti  Unica,  est  sphaera . 

Elegans  est  plani  definitio,  quam  /.  B.  Auctor 
Appendicis  dedit:  complexum  omnis  ejusmodi  puiu 
cii  p  1  ut  pro  curti»  2  punctis  a  et  b  (iisdem  pro 

X I  i 


(  450  ) 

amnibus  p^ ,  sit  p  *  «.-=  p  *  b  ;  dicendo  planum  , 
sectionem  duorum  planorum  vero  rectam . 

§.  7.  Prodeunte  plano,  in  quod  cadit  a  quovis 
puncio  ad  quod  vis  ejusdem  ducta  recta  ;  campus 
simplicior  clariorque  aperitur,  circumcirca  expansus 
in  00  tum ,  spatium  in  duo  dimidia  aequalia  divi¬ 
dens  ,  quamvis  (ut  inferius  ostendetur)  congruere 
manentibus  omnibus  diyidentis  punctis  in  guis  lo¬ 
cis  .  nequeant.  Huc  idcirco  mens  e  spati®  quaqua* 
versum  00  to  descensura ,  antea  tamen  in  rectae 
planique  combinationes  generaliter  disquirit. 

Quaevis  A  et  B  ,  quorum  quodvis  aut  rectam 
aut  planum  denotet,  aut  secant  se ,  aut  non  :  quae¬ 
ritur,  nutu  possint  secare  ,  et  possint  non  secare? 
et  si  possint,  quando  id  fiat?  et  sectio  qualis  sit? 

Demonstrabitur  pro  dato  quovis  plano  P  et 
puncto  p  ,  dari  tam  planum  quam  rectam,  ipsum  n 
complectentia,  ipsum  P  non  secantia  ,  etsi  singula 
simul  00  ta  accipiantur  ;  ita  pro  data  recta  A  et 
quovis  puncto  p  dari  rectam  B  patebit ,  ipsum  p 
complectentem,  quae  ipsam  A  non  secet  ,  etsi  u- 
traque  00  ta  concipiatur  ;  et  quidem  tam  in  illo  pla¬ 
no  ,  in  quo  A  et  p  sunt,  quam  extra  illud.  Pate  - 
bit  porro  per  idem  punctum  innumera  plana  dari, 
et  [quorumvis  planorum  P  et  Q  ,  00  tornm  punctum 
commune  habentium  ,  sectionem  rectam  utriiiqin* 
00  tam  esse  ;  ita  per  quodvis  punctum  rectas  innu¬ 
meras  dari  ,  et  quarumvis  duarum  rectarum  ali¬ 
quid  commune  habentium’  ,  sectionem  unum  pun¬ 
ctum  esse. 

/  '  •  4  V 

At  quaestio  subvenit,  mrm  per  p  tinum  solum, 
aut  plura  quoque  plana  diversa  dentur  planum  P 
non  secantia?  si  nonnisi  unum  sit.  tum  et  sectio 
plani  illius  solius  P',  atque  plani  P  9  per  planum 
<3tium  Q  (per  rectam  ex  aliquo  puncto  ipsius  P  ad 
aliquod  ipsius  P' -ductam  positum)  facta,  ejusmodi 
par  rectarum  producet,  quae  in  planum  Q  caden¬ 
tes  se  invicem  non  secant,  sed  quaevis  alia  per  pun- 
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ciuui  p  in  eodem  plane  Q  posita  ,  secat  rectam  i- 
psis  P  et  Q  communem;  nam  si  non  secaret  y  fa- 
ciie  demonstratur,  et  planum  per  rectam  illam  ex 
p  positum  dari  ,  quod  planum  P  non  secaret.  At¬ 
que  tum  Axioma  XL  Euclidis  constaret :  sed  de  hoc 
j>i u ra  infertus* 

Hic  prius  pfurcs  rectas  ex  eodem  puncto  eun¬ 
tes  combinando,  oritur  conceptus  sequens. 

I.  Si  rectae  e  puncto  eodem  p  exeuntes  in  for¬ 
ma  quadam  (sive  pars  plani  sit  sive  non)  desinant  : 
complexus  rectarum  omnium,  quae  a  p  ad  pun¬ 
cta  formae  alicujus  sunt,  dicitur  pyramis  (sensu 
lato)  basi  f  insistens ;  quo  etiam  A  pertinet,  si 
forma  /  recta  sit.  Hinc  porro 

1.  Rectarum  istarum  quidem  cujusvis  sua  ma¬ 
gnitudo  determinata  est  :  at  rectis  his  quasi  ex  p 
acceptis,  et  complexu  extremitatum  earum  pro  obje¬ 
cto  considerationis  posito;  facile  succurrit,  quae¬ 
rere  ;  quidsi  omnes  ex  gr.  bis  vel  ter  ^  iongio- 

s 
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res  brevioresvfe  essent ?  verbo  Ut  unaevis  fiat — —  , 

1  m  ta 

prioris  ?  Atque  hinc  oritur  conceptus  sequens;  no¬ 
tando  puod  per  plagam  k  ipsius  A  intelligatur  ili? 
portio  a  continui  A  e  portionibus  a  et  p  constan¬ 
tis,  in  qua  k  est;  posset  si  de  a,  excluso  c  quod  ipsis 
a,  p  commune  est,  sermo  sit,  regio  k  ex  c  dici.  Per 
internum  continui  vero  intelligitur  id  quod  ex  eo 
est,  nihil  cum  fine  illius  commune  habens. 

Imo.  Si  quidvis  Q  fuerit  e  spatio  ,  cujus  pun¬ 
ctum  quodvis  generaliter  £)  dicatur,  et  sit  pro  o- 
mnibiis  £>  idem  punctum  p  et  eadem  quantitas  p  ; 
atque  accipiatur  in  omni  quavis  recta,  a  p  per  ali¬ 
quod  Q  eunte,  recta  pq=p.p£),  (omni  quovis  q  in 
ea  rectae  p£>  plaga  in  qua  £>  est  accepto)  ;  tuns 
complexus  P  omnis  q  dicitur  simile  ipsi  Q;  atqn^ 
complexus,  quorumvis  q  complexui  ipsorum  Q  illh 
q  respondentium  homologum  audit.  Hoc  sensu  igi¬ 
tur  dari  quoque  similia  patet. 

IT  i  * 
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Frnmmt  etiam  P  et  Q  similia  dici  ?  si  cui  rin 
'ciiju&vis  ipsorum  P  et  Q  respondeat  cerium 
alterius  panctum,  et  cuivis  alii  aliud;  atque  detur 
quantitas  3  eadem  pro  omnibus  talis,  ut  quaevis 
puncta  71,33  fuerint  ipsius  P,  iisque  respondeant 
a,  b  ex  Q  ;  sit  2133— ab.  Dari  talia  (si  Ax.  XI 
Eud.  constiterit),  per  Ala  ad  p  verticalia  pater. 

Aut  ;  si  quaevis  3  puncta  %  33,  £  accipiamur 
i  n  P,  iisque  (ut  dictum  rstj  respondeant  a,  6,  c  ex 
9  •  atque  anguli  (de  quibus  inferius)  2l33£  ==abc, 
bac,  et  23(E2fqr  bea  ;  tum  pariter  P  et  Q  «/• 
milia  dici  possunt  (posito  Ax.  XI.  Eucl), 

Elegans  est  conceptus  similium,  quem  /.  B 
Appendicis  Auctor  dedit  :  si  e  puncto  eodem  qua¬ 
cunque  p  concipiantur  rectae  ad  omne  punctum 
ipsius  Q;  complexum  extimarum  omnium  ex  omni¬ 
bus  illis  rectis  ,  quae  a  p  ad  punctum  aliquod  ipsi¬ 
us  Q  sunt  ,  in  CO  productarum  ,  formam  relativam 
ipsius  Q  apellando;  similia  dixit  P  et  Q  ,  si  cui* 
vi*  formae  relativae  ipsius  P  detur  forma  aliqua 
relativa  ipsius  Q  aequalis. 

Quodvis  autem  horum  per  quddvis  eorundem 
poni  demonstrari  potest  ,  si  Axioma  XI  Euclidis 
constiterit. 

2do.  Sed  e  prima  definitione  facile  quaestio 
oritur;  quidsi  omnia  q  in  altera  plaga  (non  ubi 
respondens  £l  est)  ,  accipiantur  i  Hoc  pacto  quo¬ 
que  formas  certo  respectu  similes  prodire  patet),  (si 
conceptum  ita  extendere  libuerit)  :  at  etiam  pro  |3 
^z:l.  formae  tales  verticales  prodeunt ,  quae  alio  j  ii  i  n 
Certo  respectu  (statim  dicendo)  aequales  ,  nunquam 
tamen  congruere  queunt,  atque  etiam  cmnpi  ae^n- 
tes  discerni  praeter  locum  quoque  pQssmi  .  E  v  gr, 
JKit  Q  rtianus  dextra;  generabitur  iu  pidga  alter: 
post  p  ,  forma  manui  sinistrae  cougrin  i.s.  si  n 
lum  forma  generata  ita  invertatur  ,  ut  quod  >  - 

erat  introrsum  ,  et  quod  infra  erat  sorsum  ve 
prodiuu  «mago  quasi  in  speculo  8.  p  r  p  posii u  I 

cta  |  V  ersione  dicta  Circa  [ _ rem  ex  p  ad  specu* um 

S  usque  ad  2  rectos  factx  i nieH igitur  autem  hic 
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per  imaginem  ipsius  Q  complexus  punctorum  ouini-  „■ 
ii m  ,  quae  j__res  ex  om.oibiis  punctis  ipsi-u»  Q  ad 
planum  8  missas  ,  iu  altera  spatii  plaga  aequah- 
icr  continuatas  terminant.  Fari  i  e  patet  ,  vcrsione 

dicta  | _ res  e  punctis  respondenirbus  quibusvis  %  et 

A  ad  8  missas  antea  aequales  ,  nunc  in  puncto  eo» 
liem  ipsius  S  terminari,  sii' 'nempe  (Fig*  59)  in  pla¬ 
no  speculi  recta  ad  planum  tabulae  L_ris  cx  l>:  s*t- 
que  ipsius  ©2123£  punctum  ©  supra  tabulam,  X73.C 
in  plano  tabulae  :  tiantque  ap^Tlp,  6p=93.p  ,  cp~£p, 
*et  t>p=©p  ;  erit  manifesto  t>  infra  tabulam,  et .(^pro¬ 
pter  Ala  verticalia  aequalia)  erunt  Ares  9  Ineris 
nominis  ejnsdem  ad  planum  speculi  missae  aequa- 
Jes  ;  atque  si  schema  literarum  minorum  circa  -j)p 
Arem  ad  pf  per  2  rectorum  intervallum  vertatur  , 
cadet  m  in  5)i  ,  et  t>  quoque  supra  tabulam  e 

yegione  ipsi  ©  erit. 

Hem  adhuc  illustrat  ,  si  duarum  cochlearum 
aiioquin  aequalium  ,  una  dextrorsum  altera  sini¬ 
strorsum  torta  sit  ,  atque  illa  ad  latus' speculi,  haec 
coram  teneatur;  sinistrae  imago  erit  cochlea  dextra, 
quae  illi  quae  ad  latus  tenetur,  congruere  pmeriij 
ita  imago  manus  dextrae  manui  sinistrae  congru¬ 
ere  poterit  \  sed  manicae  manui  dextrae  co  tigni  eu* 
lis  superficies  interior  extrorsum  vertenda  est  5  ut 
sinistrae  congruat. 

3tio*  Lude  etiam  conceptus  sequens  oritur.  Si 
\  non  omnia  puncta  in  eodem  plano  habeat  ,  ne¬ 
que  complexus  sit  ejusmodi  partium  u  et  ut  a 
et  imago  ipsius  compraesentes  nonnisi  per  locum 
discerni  queant;  tum  A  et  quodvis  tale  B,  Ut  B  et 
jjm.ago  ipsius  A  compraesentes  nonmsi  per  locum 
discerni  queant  ,  dicuntur  fot'mae  contrarie  aequu» 
/es.  Aempe  hae  sunt,  quae  congruere  nequeunt  5 
quamvis  per  A*'®8  ex  ejusdem  plani  iisdem  punctis 
in  utraque  plaga  aequales,  resultata  (per  Ax.  V.  pag. 
7)  operationum  aequalium  sint,  praeterquam  quod 
unum  in  k  una  ,  {alter  jn  in  altera  plaga  genere¬ 
tur. 

'  / 
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4to*  Unde  item  novus  cor, copius  nascitur  s  nem* 
pe  geometrice  aequalia  dici  possunt  A  et  B;  si  a- 
iiquod  C  possit  cuivis  ,  aut  ipsi  aut  imagini  ejus, 
congruere. 

5to.  Notandum  autem  est  ,  et  ad  facies  ,  qui¬ 
bus  congrui hiiia  congruere  queunt  ,  attendendum 
esse.  Ex,  gr.  Ali  non  aequicruri  imago  cum  ipso 
non iu si  (aciebus  o  regione  stantibus  ,  aut  faciebus 
aversis  tegentibus  se  invicem  congruere  possunt. 
Dicantur  ob  conceptum  faciliorem  ,  facies  obversae 
ejusdem  coloris  (ex  giv  albi},,  aversae  nigri;  faci* 
es  alba  albam  ,  aut  nigra  nigram  tegat  necesse  eu  , 
ut  congruant:  si  vero  paralielogrammi  una  facies 
alba  altera  nigra  sit  ,  tum  Ala  per  diagonalem  fa¬ 
cta  ,  nonnisi  ita  congruunt ,  ut  facies  alba  uni¬ 
us  nigram  alterius  tegat.  Circuli  vero  aut  ae- 
quicruri  imago  ,  circa  rectam  bifariam  dividentem 
ad  2  rectorum  intervallum  mota  ,  nigram  facient 
albae  obvertens  quoque  congruere  poterit. 

Sed  prius  dicta  illustrantur  adhuc  per  sequen¬ 
tia*.  si  e  puncto  quovis  fiant  ad  planum  f\u 
L.res  in  utraque  plaga  aequales:  tum  formae  ipsi¬ 
us  F  dantur  partes  tales  nt  supra  dictum  est,  nem¬ 
pe  forma  e  /\,/o  et  1 _ _ ri  quae  in  una  plaga  est  con¬ 

stans,  item  forma  ex  eodem  Alo  et  L  ri  altera 
constans  tales  sunt,  ut  complexus  earum  F  sit  ,  et 
una,  imagini  alterius  absolute  aequalis  sit; atque  F 
cum  imagine  sua  congruere  quoque  potest. 

At  si  in  una  tantum  plaga  sit  I_ris  ;  nisi  e  Lri 
aequicrtirum  bifariam  dividente  erecta  sit’, 
haec  forma  talibus  2  partibus  ut  dictum  est  ,  non 
gaudet ;  neque  potest  cum  imagine  sua  congruere. 

Sit  item  (Fig  60)  janua  *,  ad  u  sint 

cardines  ,  sit  sera  prominens,  quae  cum  pro¬ 

minentia  ipsius  ©  januam  claudit;  sit  imago  hujus 
abcb  ,  et  facies  e  regione  stantes  sint  albae:  mani¬ 
festo  sera  et  imago  ejus  prominens  erga  se  invicem 
porrecta  sunt;  atque  faciebus  albis  et  7(53  ac  ab  con¬ 
gruentibus,  sera  et  imago  ejus  in  plagas  contrarias 
cadent  :  sed  si  ad  5®  et  ©|>  (supra  et  in f  a)  omnia 


) 


aequalia  essent,  adeoque  darentur  duae  partes  ut 
dictUm  est ;  tutu  versu  ipso  a6ct>  circa  ii  usque  ad 
2  rectos  ,  ut  facies  nigra  imaginis  faciei  albae  ob¬ 
jecti  obvertatur; -prodibit  beba,  cujus  (simul,  cum  se¬ 
ra,  juxta  schemaj  facies  nigra  congruit  albae  faciei 
ipsius  2UM3).'/U  si  ad  €  sit  aliquid  ut  supra,  quod 
ad  £  non  est  ,  congruentia  impossibilis  est. 

Cujusvis  animalis  forma  externa,  (in  qua  rnon- 
trositas  nulla  est)  ita  a  natura  comparata  est  ,  ut 
gaudeat  duabus  ejusmodi  partibus,  ut  supra  di¬ 
ctum  est;  imo  talibus  ut  una,  imago  alterius  esse 
possit  ,  quasi  ex  uno  plano  in  utraque  plaga  modo 
supra  dicto  aequaliter  generata,  geometrice  (sensu 
dicto)  aequalia  essent. 


11.  Rectis  pono  pluribus  (uno  Innumerabili¬ 
bus)  punctum  p  commune  habentibus,  in  sectione 
praecedente  ob  oculos  habitis  ;  facile  cogitatur ,  re¬ 
ctam  p^P  circa  p  moveri,  et  formam  viae  ejus  con¬ 
siderare  ;  inter  vias  ejus  possibiles  occurrit  eVtatu 
via  rectae  $J>‘  circa  p  porro  ita  motae  ut  redeat. 
Via  talis  aut  erit  in  plano  eodem  tota  ,  aut  non. 


1,  Si  prius  ;  tum  via  cujusvis  puncti  (praeter 
p}  vocatui  ct)  culus ,  et,  pars  quaevis  continua  ejus 
(perimetrii m  intelligendo)  dicitor  arcus  ,  rcma  ve¬ 
ro  quae  a  p  usque  ad  punctum  est,  de  cujus  via 
sermo  est,  radius ,  p  centrum,  et  recta  ab  uno 
perimetri  puncto  ad  alitui  corda ,  et  si  haec  uer 
Centrum  eat  d^ameger,  pars  plani  inter  arcum  *  et 
cordam  ejus  comprehensa  segmentum  ,  illa  vero, 
quae  inter  arcum  et  radios  per  extremitates  arctis 
ductos  est  sector  dicuntur. 

Si  vero  (Fig  61)  punctum  ab  a  incipiendo  in 
peripheria  semper  porro  moveatur  usque  ad  quod- 
vis  punctum  i  ,  et  via  v  ejus  accipiatur  ^va,  si  via 
supra  diametrum  a b  (quae  primaria  dicatur)  inci¬ 
piat  ,  et  ‘t-va  si  via  infra 'ab  incipiat;  atque  partes 
diametri  dictae  e  centro  versus  a  ^ve  versus  6 
*”*ve,  et  L. 1  c«.  ^d  ab  supra  a6  ^ve  infra  ab  ve  ac¬ 
cipiantur  :  dicitur  distantia  mmea  f  ab  ab  (id  est 
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LvUl  ex  T  ad  diametrum  primariam) ■  di* 

etae  v  ab  a  usque  ad  f,  sive  >J<ve  si  Ve  >—  ve  lacta 
fuerit  via-,  imo  etsi  punctum  dictum  seinper  porro 
motum  quotiesvis  iterum  in  a  pervenerit  ,  dummo¬ 
do  demum  in  £  subsistat.  Distantia  centri  vero  a 
sinu!  >  ocattir  cosinus  ipsius  f.?,.  distantia  initii  d  au¬ 
tem  ab  eodem  sinu  *  siuus  versus  ipsius  v  audit'  i 
sin  v\ 

- —  autem 

eos  v 


(pro  radio  cztl)  dicitur 


tangens 


.ipsi* 


lis  r  .  et 


1 

cos  V 


secans  audit. 


ementum  ipsiuS 


«?  dicitur  talis  arcus  cv,  ut  a  +  f3.  quadranti  <7,  si 
ex  gr.  vp :3// ,  erit  arr  -h  2q.  Insignitur  autem  siri 
a  ,  tang  a,  sin  yers  &  ,  sec  a  nomine  eodem  relato 
ad  e,  nonnisi  syllaba  co  praeposita,  nempe  dici- 
1 51  r  cosiaus  v  ,  co  tangens  v  ,  cosinus  versus  v  Zfc  ; 
quasi  diceretur  complementi  sinus  &*c  -  -  -  ut  faci¬ 
le  patebit  et  cosinus  definitionem  priorem  cum  hac 
convenire  ,  uti  et  sinum  versum  dici  potuisse  1  — 
eos  ;  atque  suo  loco  omnes  has  functiones  frigo - 
nomet ricas  dictas  geometrice  exhiberi.  Nomen  si¬ 
nus  inde  exortum  est,  quod  semissis  cordae  arcus 
dupli  ,  per  s.  ins.  (idest  semissis  inscriptae  scri¬ 
bebatur. 


%  Si  non  sit  via  rectae  prius  dicta  s n  eadem 
plano  ;  tum  fadle* cogitatur  ;  rectam  motam  saltem 
in  plaga  a  plano  certo  per  p  posito  eadem  semper  ma¬ 
nere  ;  donec  porro  mota  redeat  :  dicatur  via  ejus¬ 
modi  y  forma  ad  p  apicata  ,  quum  forma  ejusmo¬ 
di  manifesto  singularitate  aliqua  ad  p  gaudeat,  quod 
vulgo  sub  nomine  apicis  venit*  * 

3.  Tum  facile  succurrit  lineam  aliquam  sim¬ 
plicem  considerare,  cujus  nonnisi^  punctum  unum 
(et  quidem  internum)  in  V  et  plane  in  p  cadit,  o- 
ninia  alia  puncta  vero  in  plagatu  spatii  ex  V  ab  da 
in  qua  piamini  est  diversam  cadant;  et  lineam  il¬ 
lam  in  superficie  aliqua,  et  demum  in  plano  sitam 
considerare  ;  et  bine  conceptinft  sequentem  generi* 
J io  r e m  eoos t r u  e r e  * 


4-  Hi  k  aut  punctum  infernum  lineae  talis 
quae  portio  formae  F  est,  aut  linea  talis  sit,  cii- 
j«*  punctum  quodvis  intermini  p  ,  internum  etiam 
est  lin  ?ae  alicujus  L  in  plano  sitae,  et  simul  por¬ 
tioni  alicui  formae  F  communis;  atque  in  casu  pri¬ 
ore  ,  linea  l  puncto  k  in  p  cadente,  in  posteriore 
voro  linea  L,  puncto  p  in  p  cadente,  in  plagam 
respectu  formae  alicujus  ad  p  apicatae  interiorem  ca¬ 
dat  :  tum  dicitur  F  ad  k  angulum  habere  ,  nempe 
turma  illa  ,  qua  F  ex  k  incipit  ,  angulus  vocatur. 

Facile  videtur,  angulos  esse  posse  in  igneis  , 
in  super ficiebus  ,  ifecnpn  in  continuo  e  linea  et 
superficie  composito. 

5»  Quaestio  anfern  fit  :  num  recta  A  e  pun¬ 
cto  interno  i  rectae  B  ducta  angulos  faciat  ?  et  quot 
angulos  efficiat  recta  A  continuata  per  i?  num  ali¬ 
qui  eorum  sint  aequales  ,  et  qui  sint  ii  ?  facile  pa¬ 
tebit  verticales  dictos  esse  senfper  aequales  ;  si  ve¬ 
ro  singuli  qualuor  qui  efficientur  ,  sint  inter  se  ae¬ 
quales,  aut  recta  A  per  i  non  continuata  ,  efficiat 
duos  angulos  aequales,  vocatur  quilibet  eorum 
't  ectu'S*  Fit  vero  ci/ig ulus  per  duas  rectas  factus  • 
rectilineus  dictus,  ,u  a/ /litas  res  pectina  (p.  20)  dD 
visione  arcus,  ex  anguli  apice  tanquam  centro,  ra 
dio  quovis  ab  una  duarum  rectarum  ^  usque  ad  al¬ 
teram  ducti,  per  peripheriam  totam  radii  ejusdem; 
si  quoti  bi  sint  pro  duabus  angulis  aequales  ,  et 
f oi mas  angulares  congruentes  incipere  demonstra** 
bitur;  si  vero  quotus  q  sit  pro  angulo  a  y  et  Q  pro 
angulo  |3  ,  atque  q~ p,  Q  ,  tum  a  dicitur  a-ngulu* 
ptuplus  anguli  |3  (p^  41).  Duorum  planorum  angulus 
autem  fit  quantitas  respecti va  ,  arcu  illo  per  su¬ 
am  peripheriam^  diviso  ,  qui  uno  eorum  pirca  se¬ 
ctionem  usque  in  alterum  moto  ,  per  quod  vis  pun 
ctum  describitur  ,*  eundem  quotum  prodire  patebit. 

Angulus  lectae  ab  cum  plano  vero  fit  quantita  s 
resp.  dividendo  arcum  illum  per  suam  perjphenam 
quo  in  superfidie  sphaerae  centri  a  (in  quo  secti*:*- 
estj  et  radii  ab,  ex  b  usque  ad  planum,  cum  radio 
<K'  nullus  minor  datur.  Denotatur  angulus  per  ;A 

K  K  k 
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6.  Passus  hinc  est  ,  cogitare :  quiri  si  forma 
aliqua  ad  nullum  sui  punctum  angulo  gaudeat  ?  di¬ 
catur  forma  ejusmodi  fluens',  quae  item  facile  cum 
quantitate  combinatur;  oriturque  conceptus  formae, 
quae  et  fluens  et  quantitas  est;  et  risci  forma  <  - 
jusmodi  uniformis  potest.  Ex  gr.  recta  ,  circulus  , 
helix,  planum  ,  superficies  sphaerae,  cylindri. 

7.  Ita  facile  conceptus  formae  fluentis  etiam 
cum  exclusione  rectae  planique  componitur  ;  ori- 
iiirque  forma  fluens,  cujus  nulla  portio  recta  aut 
planum  est,  et  dicitur  forma  ejusmodi  curva . 

8.  Porro  ad  compositionem  curvae  cum  recta 
plano  ve  itiir,  quaerendo  nuro  continuum  e  forma 
curva  ,  et  recta  planovo  forma  fjnens  esse  queat  'i 
orituique  conceptus  taiigentis.  Nempe 

.Formam  curvam  F  in  puncto  p  tangere  .di¬ 
citur, 'tam  una  recta  ejusmodi  ,  quam  complexus 
omnium  talium  rectarum  ,  ut  ctijusvis  earum  detur 
tale  punctum  internum  p  in  F  cadens,  ut  aliqua 
portio  ex  p '  incipiens  cum  linea  aliqirain  F  sita  ex 
p  incipiente  forma  fluens  sit.  Complexus  omnium 
talium  lectarum  (sive  una  tantum  sive  plores  sint) 
dicitur  ihngens  total is. 

Ex  gr.  iSphaeram  potest  tangere  recta  sed  tan* 
gens  totalis  planum  est  ,  uti  circuli  recta. 

ilinc  facile  in  discrimen  tangentium  totalium 
in  ds\ersis  formae  ejusdem  F  punctis  quaeritur': 
atque  si  tale  k  detur  in  F  ,  ut  tangentium  totali¬ 
um  ,  quae  ad  omnia  puncta  ipsius  k  sunt ,  comple¬ 
xus  ipsa  tangens  totalis  ad  p  sit  ;  tum  tangensea- 
dem  dicitur  formam  F  non  in  p  solum  ,  sed  etiam 
in  k  tangere .  Ex  gr,  planum  idem  tangere  cylin¬ 
drum  in  recta  et  quovis  puncto  hujus  potest. 

Imo  iiinc  extenditur  conceptus ;  dicendo  etiam 
for  mas  f  hient  es  quasvis  F  et  f  tangere  se  invi¬ 
cem  in  i,  si  in  quovis  puncto  ipsius  k  tangente 
totali  tam  F  quam  /  eadem  gaudeant. 

fiinc  etiam  oriuntur  conceptus  supra  (  257  } 

dicti. 
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0.  Porro  conceptus  tangentis  totalis  fscile  cum 
conceptu  anguli  recii  (paulo  antea  dicti)  combina¬ 
tur;  oriturque  conceptus  genendis  perpendicula¬ 
ri  tat  is.  Nempe 

Ss  T  tangens  totalis  formae  F  in  puncto  p  sit, 
atque  recta  r  in  p  terminata,  cum  quavis  recta  in  T 
siia  ac  in  p  terminata,  angulum  rectum  faciat  : 
dicitur  r  (etiam  utvis  continuata)  tam  ad  T  quam 
ad  p1  i/i  vel  ex  p  perpendicularis  ;  si  iecta  ejus» 
modi  utrinque  00  ta  ,  in  quam  talis  r  cadit,  sola 
tantum  sit,  etiam  pro  tali  superficie,  formam  P 
complectente  ,  cujus  tangens  totalis  ad  />,  planum 
est.  Denotatur  autem  perpendicularis  A  ad  B  per 

A  L  B-  ’ 

Extenditur  idem  generalius  quoque  ad  k  (sive 
punctum  sive  linea  sit):  nempe  si  e  quovis  puncto 
ipsius  k  detur  ejusmodi  perpendicularis  ut  dictum 
est  ;  complexus  omnium  ejusmodi  [_rium  ad  F  ex 
omnibus  punctis  ipsius  k  ,  dicitur  perpendicularis 
ad  F  in  vel  ex  k. 

IU,  Demum  rectis  ex  eodem  pnneto  p  ad  omnia 
puncta  formae  cuj uspiam  f  consideratis  ;  facile  suc¬ 
currit,  unius  earum  plagam  in  qua  p  est,  continua¬ 
re  in  CC  ,  aVque  punctum  p  semper  porro  movere, 
apice  pyramidis  abeunte  in  <X>  ;  atque  tum  quaere¬ 
re  ,  nuto  angulus  ad  apicem  rectae  alicujus  decre¬ 
scat  ?  et  si  decrescant  omnes,  num  omnes  o  l 

Patebit  ita  esse;  dariqtie  pro  quavis  rectarum  dicta¬ 
rum  rectam,  in  qua,  recta  cujus  una  extremitas  P  al¬ 
tera  q  in  f  est,  circa  q  perrectam  dictam  porro  mo¬ 
ta,  hanc  prima  vice  deserat;  imo  omnes  eas  re¬ 
ctas  punctum  p  commune  habentes  eo  modo  rectam 
eandem  omnes  simul  (prima  vice;  deserere  pos¬ 
se,  fierique  omnes  simul  infinitas. 

1.  Tum  ultro  venit  omnes  fini  as  magnitudi¬ 
nis  ejusdem  reddere  ;  et  complexui  earum  nomen 
dare.  Dici  potest,  hoc, prisma  (sensu  generali).  Com¬ 
plexu  extremitatum,  in  quib  iis  rectae  aeqa  il«s  int* 
lititn  io  f  habentes  terminantur,  F  dicio;,  pat<H 
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£mv'Hi  j>unct«  cujusvis  ipsorum  F  et/.  alterius 
ceriutn  punctum  (nempe  extremi  ratem  rectae  alte¬ 
ram  )  respondere  ,  et  cuivis  alii  aliud. 

Ex  gr.  Si  forma  /  recta  r  sit,  orietur  figura 
in  plano  sita  (ut  infra  patebit),  duabus  rectis  ex¬ 
timis  ,  recta  r  ,  et  complexu  c  punctorum  ,  in  qui¬ 
bus  terminantur  rectae  ex  omnibus  punctis  ipsius 
r  rectam  dictam  eandem  prima  vice  non  secantes  , 
clausa:  at  quaeritur,  c  qualenam  sit  ?  et  anguli 
quos  rectae  dictae  aequales,  cum  r  versus  eandem 
plagam  faciunt,  sintne  aequales? 

Unde  item  passus  est  cogitare  ;  quid  si  aequa¬ 
les  essent  {  et  patet,  quod  si  recta  r  moveatur  in  se 
rectam  extimam  in  eodem  plano  sccum  ferendo 
donec  initium  ipsius  r  in  finem  perveniat;  extre¬ 
mitatis  rectae  extimae  via  gaudebit  qualitate,  quae 
rle  F  dicta  est  ("praeterquam  quod  non  constet  re¬ 
ctas  dictas  omnes  se  invicem  modo  priorer  prima 
vice  non  secantes  esse).  Atque  hinc  conceptus  se¬ 
quens  oritur:  si  formarum  F  et  /  cujusvis,  pun¬ 
cto  cuivis  respondeat  certum  punctum  alterius,  et 
cuivi»  alii  respondeat  aliud  ;  atque  rectae  inter 
puncta  correspondentia  aequales  ,  et  quaevis  binae 
jn  eodem  plano  sint,  neque  etsi  00  tae  sint  secent 
§e  invicem  :  dicitur  complexus  rectarum  illarum  o- 
m nium  prisma  (generalius). 

2.  Interim  via  extremitatis  'lineae  extimae 
plane  dictae  novum  conceptum  parit  :  nempe  pro 
angulo  quem  ea  cum  r  facit,  facile  rectus  poni- 
ur  ;  et  manifesto  si  (Fig  62)  bc  L  ;  et  c\c~tb  ; 
ove  ad  dextram  sive  ad  laevam  moveatur  bcab  re¬ 
cta  ao  in  se  ,  et  bc  in  eodem  plano  manente  ;  oh 
generationes  utrinque  et  unde  vis  aequales  (p.7.V.  , 
describet  b  Jineam  uniformem  ,  angulos  utrinque 
et  ubique  aequales  .cum  t)C  facientem  ;  (angulum 
esse  infra  patebitj.  Dicatur  via  haec  jpsius  b  (si¬ 
ve  continuata  sit  in  CO  ,  si  ve  pars  quaevis  conti¬ 
nua  ejus  aecipiatur),  aequi  fluens  ipsius  ab  ad  di - 
\  d rstatitiam  cb*  Est  vero  linea  haec  recta  ,  si  Ax  XI 
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ucl.  constet,  et  constat  hoc  ,  si  illa  recta  sit  (de 
quo  infra).  n  ' 

r  •  i  r2.  I «  * -  U  ~ 

3.  Hinc  facile  cogitatur  ,  rectam  ab  alicubi 

« erm mari  ,  ibique  aliam  incipere ,  sive  in  eodiym 
plano  priori  ,  sive  in  alio-,  et  ubi  haec  terminatui/ 
item  aliam  incipere  ,  atque  cuique  harum  aequiflu- 
entem  ad  distantiam  eandem  cb  dare ,  contruuaijdo 
i  d  e  it  *  donec  libuerit.  Denotentur  rectae  dictae  per 
iiteras  majores,  et  earum  aequi  fluentes ;  per  mino¬ 
res  nominis  ejusdem;  nempe  sit  Jinea  2{33££D  -  -  - 
e  rectis  2(33,  33^,  -  -  -  composita,,  et  ab,  be  sint 

rectarum  2(33,  33€  aeqttifluentcs  g  in  bsecantes  se 
invicem)  ^c.  -  -  •  ->  - 

Quaestio  oritur  ,  ntim  33  et  6  in  plagam  plani 
2133ab  respectu  rectae  2(«  eandem  cadant  ?  atque  si  ge¬ 
neraliter  ponatnr,  quod  si  quaevis  litera  magna  $>  et 
parva  fuerit,  £3  et  fn  in  plagam  plani  $3bi  re* 
spectu  rectae  eandem  cadant ;  dicuntur  linea 

2133  £;£)«- «  e  rectis  composita  ,  et  linea  , ab.cb - , 

lineae  primario  aeques  Hae. 

4.  Unde  iterum  generalior  conceptus  oritur  : 
nempe  quaecunque  lineae  simplices  L  et  /,  dicuntur 
generaliter  aequesifae  ;  si  pro  ulvis  ‘parva  recta 
k  >  dentur  lineae  1/  et/'  primario  aequesifae  tales 
ut  cujusvis  ipsarum  L  et  I/,  punctum  quodvis  aut 
in  alteram  cadat  ,  aut  detur  ab  illo  ad  aliquod- 
punctum  lineae  aberitis  recta  <;  h  ;  ita  cuiusvis  li- 
ncarum  l  et  l'  punctum  quodvis  aut  in  alteram  ca¬ 
dat  ,  aut  detur  ab  illo  ad  punctum  aliquod  lineae 
alterius  recta  k, 

5.  Atque  hinc  demunt  oritur  generalis  conce¬ 
ptus  pandi  e  Usui  formatum  F  et  j  ;  si  e  cujusvis 
formarum  F  et  f  (ex  gr.  ipsius  F)  quovis  puncto 
P  ductis  in  F  quibusvis  er  quotvis  lineis  simpli- 
cibus  ,  nihil  praeter  P  commune  habentibus  ,  e  cer¬ 
to  puncto/?  ipsius  f  iis  aeqin  sitae  reperiaiuur,(eo- 
dem  ordine  se  invicem  excipientes)/  nihil  praeter 
p  commune  habentes. 


(  ) 


Aut  brevius  :  si  cuivis  lineae  simplici  in  quam¬ 
vis  ipsorum  F  et  f  cadenti  ,  detur  aequesita  in  al¬ 
tero  :  dicuntur  F  et  f  parallela. 

Sensu  latissimo  dicitur  etiam  quaevis  pars  con¬ 
tinua  ipsius  f  parallela  ipsi  F-,  si  /  et  F  parallela 
fuerint.  Denotatur  parallelisams  ipsorum  F  et  f 
per  F  II  f. 

minrt  vero  recta  alteram  primo  non  secans 
(459)  huic  parallela  sit,  aut  num  detur  recta  re¬ 
ctae  parallela,  a  decisione  Axiomatis  Euciidei 
Xlmi  pendet  ;  de  quo  inferius. 

Notandum  autem,  etiam  alium  paraleilismum 
distingvi  posse  :  si  nempe  in  definitione  aequesito- 
rurn  ,  pro  quavis  litera  magiia  $  et  parva  recta 
$3  ©t  ejus  aequifluens  in  diversas  plani  dicti  pla¬ 
gas  cadant  ;  quo  in  casu  lineae  -  -  ei  abcb  -  - 

inverse  aequesita ,  atque  inde  parallelae  inversae 
dici  possunt  (prioribus  directis  dictis);  et  tuus  con¬ 
ceptus  aeques  it  orum  quam  parallelorum  extendi 
generalius  potest  ;  si  aequesita  dicantur,  dunf  quae¬ 
vis  ^3  et  aut  simul  in  eandem  plagam  plani 
dicti  aut  quaevis  simul  in  diversas  ejusdem  plagas 
cadant. 

(Fig63)  exhibet  exemplum  simplicissimum  ,  nude 
conceptus  nascitur  pro  linea 'TfSC-O - in  plano  si¬ 

ta,  ita  (Fig64)  paralie!  ismi  inversi  :  pattn  etiam  for¬ 
mas  parallelas  tales  dari  ,  quae  se  invicem  secant. 


§.  9.  Post  haec,  cum  disquisitiones  istae, quae 
mentem  in  planum  descendentem  retinebant ,  ipsae 
indigitent,  plura  adhuc  subsidia  desiderari  ,  ut  pe¬ 
nitius  intelligantur  :  ea  in  simplicioribus  quaerens 
descendit  in  planum.  Ubi 

Imo.  Obviam  venit,  puncti  vias  in  campo 
GO  iv  innumerabiles  dari;  occurritque  praeter  re¬ 
ctam  aliaque,  etiam  linea  simplex  in  se  redieimqtiac 
in  quacunque  superficie  simplici  fnent ,  figura  di¬ 
citur  ;  et  in  plano  quoque  CUrva  varii  generis,  (quo 
pertinet  etiam  circulus  per  operationem  motus  in- 
tuitiv&m  2dam  via  ad  planum  restricti»)  <•  aut  mere 
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e  rectis  composita,  aut  mixta  esse  potest.  Si  e  3 
rectis  componatur,  triangulum :  si  e  4  rectis  con* 
stet  (iri  plano)  quadr  Hat  erum  audit;  ita  si  ex  n 
rectis  composita  sit,  n  latera  figura  rectilinem 
plana  dicitur  ;  si  vero  latera  aequalia  sint,  aequi - 
latera  ,  si  anguli  aequales  '  aequtangula  ;  si  et  la¬ 
tera  et  anguli  aequalia  sint  ,  r egularis  dicitur  ,  et 
figura  4  laterum  dicitur  quadratum  ,  si  plura  fue¬ 
rint  latera  ,  polygonum  regulare  tot  laterum  dici¬ 
tur  ,  quot  latera  habet. 

2do.  At  vero  etsi  constaret  ,  inter  quaevis  duo 
puncta  dari  rectam  ,  eam  que  totam  in  idem  planum 
cadere  ,  atque  e  quovis  puncto  plani  radio  quovis 
dari  circulum  in  planum  idem  cadentem  totum  ; 
quae  tamen  et  ipsa  adime  in  feritis  demonstranda 
erunt:  quaestio  ultro  suboritur;  nurn  dentur  {  in 
praec)  dicta  ?  et  num  rectarum  circulorumque  cer¬ 
to  numero,  ea  adesse  demonstrari  queat? 

Id  quod  certo  rectarum  circulorumque  numero 
determinatur  ,*  dicitur  geometrice  construi  posse . 

Per  geometrica  constructione  perficere  ali - 
quid  (quod  in  ita  dicto  problemate  emmeiatur),  in- 
telligi  solet  :  id  numerabilibus  ejusmodi  operatio¬ 
nibus  peragere  ,  quarum  quaevis  est  ,  rectam  du« 
cere  aut  circulum  describere;  quod  omnino  tam 
rectam  ducendo,  quam  circulum  describendo,  mo¬ 
tum  sapit,  in  ipso  Euclide  quoque ;  quatnvts  exem¬ 
plar  constructionis  geometricae  exhibeat  ,  absque  eo, 
ut  eam  ullibi  definiat  ,  (ut  lingvam  vivam  bene 
loquentes  regulas  Grammaticae  subi  icent)  ;  at  tanto 
magis  commentator  ejus  statim  apud  2dam  proposi¬ 
tionem  ,  (ubi  piinoto  j0-,  et  recta  r’ positione  datis, 
recta  in  eodem  plano  ex  p  ipsi  r  aequalis  deter¬ 
minanda  est),  constructionis  geometricae  ideam  da¬ 
re  debet,  ut  genius  Euclidis  percipiatur.  Requiri- 
tnr  nempe  ad  hoc  perficiendum  numerus  7»  Omni¬ 
bus  immotis  fit  hoc,  et  quamvis  facile  possit  ex» 
t  re  initas  ipsius  r  ipr&ni  r  in  plano  secura  ferendo 
(per  operationem  motus  Imam  intnilivam  ad  planum 
restrictam)  usque  in  p  moveri  ,  aliquid  valde  pulchri 
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habe^.^roi)^i^fMk'iem  ideae  cpiutruciiouU  geometri i- 
'cath  s*bi  Euclides  proposuit,  execmidnem. 

inierim  in  numerum  linitum  dictum  utimini  etiam 
dicta  operatio  motus  lina  potest;  ut  si  quid,  suppo¬ 
sitis  rectis,  (quas  inter  quaevis  2  puncta  ades¬ 
se  ne  monstrabitur,  infertus),  fiat  numero  finito 
^  operatio  num  ,  quarum  quaevis  aut  Imi  au  i  2  da  ope- 
ratio .. motus,-  iptuitiva  est,  via  et  generatis  ad  planum 
restrictis,  nec  piures  optationes  conjungantur, 
id  est  in  M  moto  interea  aliud  quid  haud  move¬ 
atur:  id  geometrice  construi  dicatur,  et  qui— 
oem  sensu  stricto  ;  si  vero  non  restringatur  ad  pia» 
niHn- ,  constructio  geometrica  sensu  lato  dicatur. 


3tio.  Quamquam  autem  et  veritates  aequa  di¬ 
gnitate  polleant ;  (ut  in  natura  sol,  orbium  dies, 
et  noenlucae  exigua  luminis,  in  vasta  noctae  sphae» 
i  «t,  eadem  sapientia  <X)  ta  radiant)  :  Geometria  quae 
.e! em  e  utaris  dicitur,  sensu  lato  iu  iis  ,~  quae  sensu 
lato  geometrice  construi  possunt,  et  sensu  stricto 
in  iis  ,  quae  sensu  stricto  geometrice  construi  pos¬ 
sunt.  ,  terminari  potest:;  iis  vero  quae  nonnisi  ope¬ 
rationibus  conjunctis  fieri  possunt,  ditioni  quae 
Geometria  sublimior  dici  solet  ,  assignatis;  uti  in- 
.fensis  pluribus-  exemplis  ostendetur. 

3:  Post  descensum  ,  e  spatio  quaquaversuixi 

OC'  to ,  in  campum  circumcirca  in  plano  in  00  tum 
a pei  tuta  :  disquiritor  ibidem  in  qualitates  formarum, 
pnus  quarum  omnia  puncta,  tum  carnm  ,  quarum 
non  omnia  quidem  ,  sed  quodvis,  geometrice  (sen¬ 
su  stricto)  construi  possunt;  et  demum  illarum, 
quarum  quod  vis  punctum  ope  formarum  priorum 
construi  potest*  Considerantur  autem  prius  omni¬ 
modae  'combinat iones  rectarum  et  circulorum,  pro¬ 
ut!  arbor  inferius  ostendet.  Denique  applicata  A— 
nthmeuca  e  datis  quantitates  ignotae  quaeruntur  ; 
quo  etiam  Trigonometr-ia  plana  pertinet,  docens 
e  quibusvis  triangulum  rcctiiincurn  determinantibus, 
quantitates  per  idem  A  determinatas,  ope  calculi 
computare. 
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£>aiur  quidem  (in  sequ.Jefiam  Trigamum-#- 

tria  sphaerica ;  nempe  triangula  quae  in'  sliperfl-* 
cie  sphaerae,  per  tria  plana  per  centrum  posita  ge¬ 
nerantur,  sub  loco  etiam  computantur.  Esique  p!a* 
mim,  quasi  limes  geometricus  (cujus  idea  facile  de¬ 
terminatur)  superficiei  sphaericae,  centro  remoto  io 
O0  ,  posita  Axiomatis  XI  Elici,  veritate  ;  st^us  ao,^ 
tem  alia  quaedam  superficies  uniformis  circumcir? 
ca  QC  ta  ,  est  limes  geometricus  dictus;  in  qua  A- 
xioma  XI  Eucl.  (simul  cum  tota  Planimetria  Eu* 
clidea)  demonstratur  in  Appendice  ;  Trigon-o me* 
tria  sphaerica  autem  a  veritate  Axiomatis  XI  Eiicl, 
independenter,  absolute  vera  Stabilita  ibidem  est* 

§.  i  1 6  Deih  reditur  in  abyssum  spatii  ,  undo 
in  planum  descensum  erat  :  atque  ibi  formarum  o* 
mnium  quae  in  plano  prodierunt  ,  combinationes 
(juxta  arborem  exponendam)omnimodae  considerant 
tur ;  constiulinturque  fea,  quae  sensu  lato  geome¬ 
trice  construi  possunt;  atque  applicata  Arithmeti¬ 
ca  computantur» 

§.  12.  Denique  conjunctio  operationum,  (cii* 
jus  superius  mentio  facta  est)  sequitur,  coronam 
arboris  constituens;  omniaque  spatii  -puncta*  et 
quorumvis  complexus  hoc  pacto  ,  ad  unum  aliquod 
certum  spatii  punctum  fixum  revocantur. 

Ex  gr.  1.  Moveatur  recta  A  circa  punctum  su¬ 
um  aliquod  d,  in  plano  P  semper  porro,  ita  ut 
punctum  6  ipsius  A  perdurrat  peripheriam  radii  ab 
toties  quoties  fibUerit;  dicaturcjue  nomine  genera¬ 
li  n  longitudo  viae  puncti  6  :  interea  autem  movea¬ 
tur  punctum  aliquod  c  e  certo  puncto  ipsius  A f  i n 
ipsa  eadem  recta  mota  A,  certa  lege  ,  ut  nempe 
y  dicta  via  piincti  c  i  n  A,  sit  yzn{{)u\  quaeritur  da¬ 
to  (f>  via  ipsius  c  in  plano? 

2:  Ita  si  rdeta  pa  moveatur  in  recta  eadem 
continuata  ,  circOltim  centri  p  radii  pa  sefcum  fe¬ 
rendo  in  eodem  plano,  ita  ut  interea  punctum  cer¬ 
tum  periplieriae  in  ipsa  peripheria  certa  lege  mo¬ 
veatur  , ut  sit  nimirum  via  ejus  =[E)r,  pro  t  d«, 
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notante  viam  puncti:  p  in  recta  dicta;  (ex  gr. •  si 
(F)#— —  x  y  describi  cjclois  (ut  pag.  326)  poterit. 

3.  Ita  potest  p  (centrum  circuli  C)  in  peri- 
plieria  circuii  alinijus  moveri,  circulum  C  circa 
centrum  interea  certa  lege  motum  in.  eodem  plane, 
secum  ferendo  ;  et  via  puncti  certi  peripheriae  ipsi- 
lis  C  quaeri.  Smo  etiam  circulus  in  cujus  periphe» 
ria  p  est ,  interea  lege  certa  moveri  potest. 


4.  Aut  si  planum  P  circa  rectam  certam  A  in 
P  cadentem  moveatur  sernper  porro  ;  viae,  quam 
iquod  punctum  p  ipsius  P  describit,  ion-* 
guudine::generaliter  n  dicta;  et  moveatur  interet 
certa  lege  punctum  6  ipsius  A  in  A,  B  ad  A  in 

I  SEt,!un  iei ens  ,  distantia  ipsius  6  a  certo  puncto 
determinato  a  in  A  (eodem  pro  omnibus^)  generaliter 
x  dicta  ;  atqUe  moveatur  Jinterea  punctum  c  ipsi¬ 
us  b  certa  lege  in  h ,  recta  c&  (quocunqne  perve- 
niat  c)  generaliter  y  dicta;,  nempe  ut  sit  (a )u 

et  y==(b)x5  quaeriiur  via  puncti  c  in  spatio  ? 

Manifesto  per  a?,  y  quodvis  spatii  punctum  p 
tl  e  i  er  minari',  parestf;  demissa  enim  ex  p  ad  A  Li/* 
haec  erit  y,  aut  in  a  aut  in  plagam  inde  aliquam 
cadens  ,  et  verso  circa  A  plano  P  donec  ad  p  per¬ 
veniat.,  .eousque  p  certam  viam  u  describere  potesf. 


5.  ii  a  si  ceffnm*  pmfcfum  a  rectae  A  in  P  immo¬ 
bile  cadentis  fixum  sit  ;  atque  e  certo  puncto 
.6 'ipsius  A  sit  B  L  ad  A  in  eodem  plano  P  ,  et  e 
C<J5°  puncto  c  ipsius  B  sit  C  L  ad  planum  P;  at¬ 
que  dum  punctum  b  movetur  porro  in  A,  Lrem  B 
ad  A  in  plano  P  secum  ferens;  interea  moveatur 
certa  lege  punctum  c  in  B ,  rectam  C  ad  planum 
P  scmper  L.rem  secum  ferens;  atque  interea  in  hac 
ipsa  C  quoque  moveatur  punctum  b  lege  certa:  quae¬ 
ritur  pro  datis  hujus  compositionis  moius  (non  vi¬ 
rium)  legibus,  via  puncti  b  in  spatio  ?  Si  ex  gr.  ab 
generaliter  oc ,  6c  generajiiter  y,  et  cb  generaliter  s» 
dicantur,  atque  (x,y,  %  semper  ut  co ordinatas  si- 
mu (laneas  intelligeudo)  y  sit  =  ■( ot):r,'er  s  =^(j3 )y  \ 
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s i) a t ii  puac !un  p  per 
det  ei-minatur ;  nempe  ex  p  ad  P  missa  Lris  * 
dici  potest,  et  e  puncto  illo  ipsius  P,  in  quod 
L.ris  dicta  cadit. ,  ad  A  missa  L,ris  y\  et  recta  inde 
usque  ad  'a  dici  x  potest.  Possuntque  praeterea  tam 
it  quam  y  et‘<s  et  ►{‘'.ve  'et  ^  ve  accipi;  nempe  x  ab 
a  incipiendo  in  una  plaga  rectae  A  >{<ve ,  in  altera 
►«ve,  Jfa  ordinatae  y  ex  A  incipiendo  jn  una  pla¬ 
ni  P  plaga  ►{< ve  et  «ve.  in  .altera  ,  atque  ordinatae 
%  ad  planum  P  Lues  e  P  incipiendo  in  una  spatii 
'plaga  *{<ve  et  Wve  'in  altera  accipi  possunt.  Nimi¬ 
rum  ex  (pag.  23)  determinationes,  quibus  rectae  irt 
recta  aliqua  (pro  certo  puncto  ejus  fixo  ,  atque  cer¬ 
ta  conditione  C  accipiendi  resultati)  >ftvae  a  »-i  vis 
distiugvumur ,  patent. :  ita  Lies  ad  rectam  A  fiunt 
^ vae  aliae,  aliae  ►h  vae  ,  si  pro  extremo  ibidem  di¬ 
cto  rectae  ddjUsyis  ad  A  Lris  ,  accipiatur  paralle¬ 
la  per  id  ad  A'  in  P  ducta  ,  atque  in  hanc  ponatur 
initium  priorem  excipientis  ;  et  prp.  resultato 
'  accipiatur  distantia  ab  A  extremi  rectae  .ad  A  Lris 
postremo  positae.  Ita  Lres  ad  P  aliae  aliae 

^  vae  fiunt,  si  per  cujiisvis  extremum  ad  P  super¬ 
ficies  parallela  (461)  ducatur,  in  qua  recta  prio¬ 
rem  excipiens  -  incipiat,  et  pro  resultato  distantia 
a  P  extremi  rectae  ad  P  Lris  postreoio  positaeja-cci- 
piatur,  q/m;  * 

6-  Potest  etiam '  punctum  b  in  -recta  A  niotiinK  pla¬ 
num  aliquod  -'Q'  ad  .4  Lre  secum  ferre  ,*  ita  ut  -  in¬ 
terea  in  Q-anotiis  sequens  concipiatur;  sit  s  sectio' 
plani  Q  cuin  certo  plano  fixo  P,  in  quod  recta  A 
cadit,  et  moveantur  certa  puncta  in  certis  Lribus 
ad  s  in  Q  cadentibus  ,  pro-nti  omnia  per  x  (nempe 
distantiam  a  puncto  fixo  a  fusius  A,  puncti  6  in 
recta  A  moti)  lege  certa  determinantur :  atque  da¬ 
ta  hae  lege,  complexus  locorum  in  quibus  puncta  in 
Ll’ibus  dictis  mota,  ab  initio  motus  sub  punctis  tem¬ 
poris  expertibus  omnibus  sunt ,  qualisnam  sit,  quae-' 
ri  potest.  Patet  hoc  paeto  non  lineam  tantum, sed 
superficiem  quoque  prodire,  quum  haec  comple¬ 
xus  sectionum  plani  moti  Q  cum  ea  esse  queat. 

L  L  /  * 


) 

!«io  possunt  motus  phires  quoque  vario  n  odo 
rfi^ponii  atque  campus  disquisitionum  protendi.. 

A3»  Notandum  autem  est,  formas  os:  nes 
Wtiarl^sVis;  prodierint  lineae  aut  superficies  *  dum  a- 
rlilune lice'  considerantur  ,  in  quantitates  respcctivas 
‘ei  qui dtftii  ad  formam  tempori^ reductas  (p.2!)  qm- 
Y«ui<ijas 'esse  "modo  sequente. 

‘  Pro  quavis  linea  simplici  L,  cujus  nulla  pars 
lecta  est,  inteiligatur  recta  r;  si  (quavis  linea  sim- 
piici  e  rectis  composita,  cujus  extrema  in  extrema 
xpsius  h;  fet  puncta  quaevis  ad  quae  angpium  habet, 
in  j,  cadunt,  /  dictari,  quaevis  i  sit  <C  r*,  sed  pro 
quovis  e*?  detur  tale  /,  ut  r— /<>  sit 

Ita  pro  quavis  superficie  simplici  S ,  cujus 
bulla  pars  planum  est,  inteliigatpf  illud  rectangu- 
ium  (  255),  quod  iirries  talis  superficiei  simplicis 
e  planis  recti  lineis  fex  gr.  Alis  )  compositae  est, 
&  picem  cujus  vis  anguli  in  8  habentis  ;  ut  superfi¬ 
ciei  ejusmodi  Ut  dictum  est,  limes  alius  eo  major 
non  detur. 

Hoc  pacto  omnes  lineae  ad  fpfmam  rectae, 
ita  omnes  superficies  ad  formam  rectanguli  aitttu- 
,  ditiis  ejusdem  reductae  (p.22)  comparari  arithme¬ 
tice  poterunt. 

§•  14.  Recta  (cum  omnibus  ejus  proprietatibus 
primariis)  simul  cum  plano  axioniatice  supponi 
aeleiit :  at  quaeritur,  num  ea  pro  axiomatibus 
adsum  i  possint?  Conceptus  temporis  quidem  ad  spa¬ 
tium  translatus  rectam  peperiase  videri  potest;  at* 
tamen  tropicam  istam  rei  tam  diversae  translatio¬ 
nem ,  externam  adjuvisse  experientiam  indignatu, 
tam  definitiones,  qualis  Platonis  est  a  lumine  pe¬ 
tita,  rectam  o icentis  lineam,  cujus  punctum  primum 
reliqua  obumbrat  ;  quam  quae  a  puncto  e  certo  io- 
m  alium  petente  est  ,  observato  empore  iangioquo 
ininimo  ;  nihil  tamen  magis  ad  rectam  perduxi  r. 
qtiam  reflexio  ad  omne  id  ,  quod  e  corpore,  qtms- 
cqnfjbsis  duobus  punctis  ejusdem  moto,  qi-tscu 
q»i|d  pro  axiomate  adsum  j  nequeat ;  illuti  e  quo 
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d  deduci  potest  ,  id  impiieite  continere  debet. 
Adsuriiere  itaque,  ea  (ut  fieri  solet)  ,  aut  sequenti 
modo  deducere;  jus  fasque  cuique  est.  Spatii  qua- 
qua  versum  infiniti  filia  primogenita  est  punctum  , 
dein  sphaera ;  media  quasi  inter  duo  extrema.  Sphae¬ 
rae  autem  linea  primogenita  circulus  est  ,  dein  re* 
cta;  atque-  -demum  circulus  cum  recta  par  it  pia» 
*•; 'nnm .  •"  f  .  '  ,  " v 

1.  Pro  fundamento  lineae  uniformis  simplicis 
in  se  redeuntis  (quam  circulum  esse  patebit)  posi¬ 
tum  est  (  148  )  ;  pro  rectae  construendae  fundamen¬ 
to.  ponitur  sequetis.  8?  M  portio  spatii  circa  duo 
sus  puncta  revolvatur  (  148  )  *v  idem  M  circa  ea¬ 
dem' duo  puncta,  uudevis  aequaliter  moveri,  atque 
uno  solo  quoad  viam  cujusvis  sui  puncti  modo  re- 
yalvi  potest^ 


2.  Hinc  quiescentibns  punctis  6,  omnia  ta¬ 
lia  pometa  ipsius  M,  quorum  quod  vis  circa  a 
moveri  £juxta 448)  potest;  movebuntur  etiam  si¬ 
mul  circa  a  *  h  ,  si  quod  eorum  mo  veatur  i  et  qui¬ 
dem  omnia  viis  iisdem  movebuntur  porro  {\1sqi4e 
ad  reditum  ,  quas  singula  percurrerent. 

A,  que  hinc  etiam  nullum  punctum  ipsius  M 
ex  ui-H»  loco  p,  duabus  viis  (una  qua  ex  p  moveri 
inepit,  altera  qua  redit)  plores  habet,  qui  bus  mo- 
>  um  circa  a $6  incipere  potest.  Nam  sint  ex  eodem 
puncto  n  es  rami  a,  |3,  p, in  quorum  quovis  pm.ictn.m- 
ex  f>  moven,  quiescente  a  %  5  possit;  moveaturqufa 
in  imo  casu  ,  puiiclum  ex  p  in  ramo  a  incipiendo 
et  per  j3  redeundo  ;  ramus  p  tum  haud  potuit  per- 
cum  .  nam  incipiendo  per  a  aut  redeundo  per  ji, 
punctum  idem  simul  lineam  qua  ramus  y  ex  p  in¬ 


cipit  desci  i  her  e  nequit ;  uec  antea  percurri  y  potuit, 
nam  tum  punctum  porro  motum  jam  antea  rediis- 
sei.  Cogitetur  jam  schema  totum  ita  poni ,  ut  pun¬ 
ctum  quod  antea  in  p  erat ,  extra  lineam  simpli» 
cerni  redeuntem  priorem  in  y  cadat,  simul  a  in  & 
et  h  in  :&  cadentibus ;  manifesto  motus  idem  Qir.c a 
a*h  locum  haberet  (per  i),  .sed  idem  puojCtum 
anmiiimi  n  priore  diversum  describeret  (contra  I)-. 
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3,  Sit  jam(Fig  65)  sphaera  S  centro  €  cum  puncta 
C,  clicaturque  superficies  ejus  SV  et  fiat  sphaera  s e 
centro  c  cum  puncto  hujus  superficie  s'  dicta: 
facile  patet,  nec  totam  sphaeram  s  in  S  ,  nec 
totam  S  in  s  cadere;  nam  si  ex  gr.  tota  S  in  s  ca¬ 
deret  5  centrum  jn  superficie  s'  nudum  haud  in™ 
clusum  maneret.  Habet  igitur  tam  s'  aliquid  extra 
S,  quam  S'  aliquid  extra  s.  Hinc  autem  necessario 
ipsis  S'  et  s'  aliquid  commune  est;  nam  punctum 
e  quovis  puncto  ejus  quod  ©x  s  extra  S  cadit  ,  u- 
sque  in  €  veniens  per  S'  transire  debet  ( 447  J.  Ita 
st  punctum  e  quovis  puncto  ipsius  S'  extra  s  ca¬ 
dente  in  ipsd -S'  usque  in  c  veniat;  nisi  c  circum¬ 
circa  in  S'  in  interrupte  cingatur,  punctum  dictum 
e  loco  extra  spreram  s  ad  centrum  ejus  absque 
"transitu  per  <?'  venire  posset. 

Exit  igitur  ex  3'  circumcirca  c,  jklque  ma¬ 
nifesto  generatione  circumcirca  aequali  :  adeo  ut 
(448  )  quodvis  cdtvs  punctum  p,  sphaera  S  circa 
C*«  mota ,  viam  simplicem  in  se  redeuntem  uni¬ 
formem  describere  possit. 

Idem  cie  quavis  sphaera  centri  ejusdem  c  tali, 
quae  priori  interior  est,  patet;  eiH  cogitentur 
sphaerae  omnes  interiores  usque  ad  centrum  com¬ 
mune  c,  etanniili  in  S'  se  invicem  semper  interius 
usque  ad  c  eundo  excipi&SH  Dicantur  ejusmodi 
lineae  uniformes  simplices  in  :se  redeuntes  (quos 
circulos  esse  nondum  constat};,  aon?:li,  .et  nomen  eo, « 
rum  generale  sit  A. 

■  *  lino  idem  de  quavis  sphaera-  centri  ejusdem 
C  cum  puncto  quovis  i  intra  superficiem  B/  caden¬ 
te  facta  patet :  nam. .tum  superficies  S'  tota  in  sphae¬ 
ram  novam  cadere  nequit namque  i  intra  S'  ca¬ 
dens  in  superficie,  sphaerae  novae  esse  non  posset. 
Unde  reliqua  fluunt. 

4.  A tq^e  hinc  manifesto:  puncturae  cujusvis  A 
puncto  quovis  b,  intra  annulilm  eundem  A  usque  hi 
c  id'  superficie  S'  ita  moveri  ,  cogiiari  pdtest,  ut 
semper  in  superficiem  sphaericam  centri  c  in¬ 
teriorem  veniat,  et  in  nulla  uno  plura  piiiicta  ha- 
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beat,  atque  mola  sphaera  circa  c# €,  annulss  deseri» 
ptis  linea  dicta  I  circa  c  in  §'  porro  moveatur,  donec 
redeat.  Nempe  punctum  dictum  in  quovis  loco  ubi 
sphaera  centri  c  (sive  ipsa  s  sive  interior)  ex  S' 
exit,  a  imulo  circa  c  *  €  gaudet  (perpreee);  adeoque 

omnia  quoque  simul  moveri  quiescente  possunt. 

,  ^  *  .  . 

5.  Atque  hinc  ,  propter  generationem  super¬ 

ficiei  cphaericae  circumcirca  aequalem  ,  e  quovis 
puncto  k  ipsius  SJ  datur  linea  V  priori  /  .aequalis; 
atque  l'  circa  k  in  S'  moveri  potest  donec  redeat, 
annulos  concentricos  prioribus  aequales  describen¬ 
do.  . 

Imo  quum  de  sphaeris  S  et  s  demonstrata,  de 
quavis  alia  quoque  valeant  :  pro  cujus  vis  sphaerae 
superficie  datur  linea,  quae,  .circa  quod  vis  pun¬ 
ctum  superficiei  dictae  ,  in  ea  moveri  potest,  donec 
redeat,  annulos  concentricos  (undevis  aequaliter) 
describendo. 

6.  Dari  dimidia  annuli  ejusmodi  ut  dictum 

est  (lineae  simplicis  in  se  redeuntis)  duo  puncta 
communia  habentia,  uti  cujusvis  partis  continuae 
ejus  duo  dimidia  punctum  commune  habentia  dari 
patet  sic.  Concipiantur  ex  annuli  puncto  quovis 
duo  puncta  moveri  in  eo  porro  usque  ad  reditum, 
temporibus  quibusvis  aequalibus  vias  aequales  de¬ 
scribendo,  easque  ex  eodem  puncto  diversas  sed  si¬ 
mul  incipiendo:  utrumque  per  alterum  transire  debet; 
atque  ubi  hoc  fit ,  viae  utriusque  aequales  erunt;  ita 
ex  arcus  cujusvis  extremitatibus,  aequaliter  molis 
punctis  ,  priusquam  quodvis  in  alteram  extremitatem 
perveniat,  occurret  puncto  alteri,  et  ibi  dimidium 
arcus  erit  (p.  7.V  et  44?).  , 

7.  Accipiatur  jam  ex4(Fig  65)  punctum  quod¬ 
vis  k  in  primo  anmilo  A  (Fig  66)  punctum  c  cingen¬ 
te  pro  centro  ;  et  linea  prior  l~kc  (cujus  una  ex¬ 
tremitas  in  c  altera  in  k  sit)  moveatur  circa  k  iit 
S'  donec  redeat:  manifesto  pars  viae  cujusvis  pun¬ 
cti  ipsius  l  Cadet  ab  annulo  in  unam  ipsius  ^  pla¬ 
gam,  altera  in  alteram;  nam  ut  centrum  k  claii- 
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datur  ab  Bnnnlo  per  punctum  quodvis  descripto  , 
«ecesse  est  punctum  ejus  aliquod  p  ,  extra  segmen¬ 
tum  ipsius  S'  illud  in  quo  c  est,  cadere:  atque 
hinc  via  iisqUeinc,  per  A  transire  debet,  et  qui¬ 
dem  in  duobus  saltent  punctis  a  k  ad  exu  einnases 
arcutim  utrinque  aequalium;  nam  annuitis  dictus 
cum  anliuld  A  unum  solum  piincitim  commune  ha¬ 
bere  nequit  ;  nam  titm  ex  hoc  puncto  fisqittt  ad  k 
aut  linea  simplex  esset,  aut  non  ;  et  in  neutro  ca¬ 
su  esset  annulus  tliCtus  lirtea  simplex  rediens»  EiUnt 
igitur  annuli  hiijns  n ansitus  per  annulum  A  ipsi 
k  prox  i  ini  duo  supra  dicti. 

Accipiantur  porro  qtionimvis  arcuum  ab  A  in 
plagam  non  t  (id  est  illam  in  quam  non  cadit  e) , 
meditullia  (per  6  );  atque  tum  fiat  idem  centro 
in  meditullium  arcus  illius  posito,  qui  ab  annuIo(cen- 
tro  k  per  extremitatem  tineae  kc  in  S'  descripto),  e 
duobus  punctis  ipsius  A  ipsi  £  proximis,  in  plagam 
iion  c  ipsius  S'  cadit ;  atque  idem  continuetur  in 
GO  ;  nempe  casiis  idem  redit  semper,  nisi  quod 
centrum  in  primo  A  ubivis  eligere  liceat,  postea  ve¬ 
ro  in  quovis  novissimo  A  arcus  extimi  meditullium 
pro  centro  accipiatur,  et  idem  repetatur  sii  infiiii— 
tum* 

Compleius  omnium  ejusmodi  meditulliorum  , 
coiitinuum  ,  imo  linea  simplex  est.  ut  statim  pa¬ 
tebit.  Insistit  autem  linea  haec  primo  annuld  utrin¬ 
que  aequaliter;  atque  e  quovis  puncto  annuli  ejus¬ 
dem,  lineae  ejusmodi  pei*  generationes  aequales 
circumcirca  et  utrinque  aequaliter  determinatae  pro- 
manant.  Unde  etiam  patet ,  quod  si  e  quibusvis  duo¬ 
bus  punctis  annuli  primi,  promanantes  ejusmodi  li¬ 
neae  secent  se  invicem  ,  crura  SOttlet  secantia  (ob 
generationes  utrinque  aequales)  aequalia  erunt.  Pa¬ 
ret  etiam  partem  quovis  novo  A  generatam  ,  parti 
sequente  A  generatae  (item  ob  generationes  aequa¬ 
les)  aequalem  esse. 

Complexum  punctorum  dictum,  continuum  es¬ 
se  Vel  ita  patet.  Accipiauir  complexus  a  puncto¬ 
rum  innumerabilium,  quae  per  qiiodvis  aliquod  A 
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(centro  in  eo  posito)  generantur  usque  ad  arcum 
aliquem  k  (inclusive),  et  inde  complexus  (3  pun* 
ciorum  item  innumerabilium  usque  ad  arcum  ex- 
timum  generatorum:  puncta  ipsius  /3  in  arcus  post 
k  se  invicem  continuo  excipientes  cadunt ,  qui  si¬ 
mul  sine  k  cogitari  nequeunt,  uti  complexus  prio¬ 
rum  ipsum  a  constituentium  ;  itaque  et  p  gaudet 
puncto  in  arcu  i,  quod  quum  solum  sit,  tam  ipsi 
a  quam  ipsi  (3  commune  est. 

Sed  praeterea  quoque  e  cujusvis  A  arcus  supe¬ 
rioris meditullio ,  punctu m  per  omnes  arctis  con¬ 
centricos  superiores  (id  est  supra  praecedens  A 
cadentes)  Usque*  in  centrum  moveri  potest  ;  et  qui¬ 
dem  ita  ut  per  cujusvis  arcuum  illorum  punctum 
quodvis  datum  transeat:  intuitu  patet,  idem  sim¬ 
plicissime  per  meditullia  arcuum  fieri  posse. 

Kst  etiam  linea  simplex  :  nam  e  nullius  arcus 
meditullio  3tius  ramus  dari  potest;  quia  is  per  ar¬ 
cus  praecedentes  aut  sequentes  ire  deberet, in  quo. 

rum  quovis  nonnisi  unum  punctum  ramis  duobus 
commune  datur. 


8.  Dicantur  L  lineae  ejusmodi,  quae  ex  o- 
mnibus  puociis  annuli  primi  5  utrinque  aequaliter 
insistentes,  et  semper  porro  utrinque  aequaliter 
atque  omnes  circumcirca  quoque,  per  generationes 
aequales  aequaliter*  determinatae  sunt. 

Aut  dantur  duae  tales  L,  quae  punctum  com¬ 
mune  na  beant  ,  aut  nullae  duae  dantur,  quae  pun¬ 
ctum  commune  habeant.  Posterius  fieri  nequit  :  nani 
tum  portio  ilia  ipsius  S',  quae  supra  quodvis  A  u- 
?que  ad  arcum  superiorem  novi  A  est,  (imo  totum 
A)  innumerabilibus  Vicibus  repeteretur  in  ipso  S'* 
adeoque  S  non  esset  quantitas  finita  (  p.  28  )  de 
quo  plura  interius.  ^  ^  ^  ’ 

.  NemPe  rum  (Fig  65J  (per  469)  sphaera  S' 
circa,f*€  mota,  movetur  tota  L,  omnibus  punotis 
annuios  se  invicem  excipientes  describentibus.  Quod 
'annuitis  punctt  cujusvis,  in  Jinea  L  ulterius  gene¬ 
rati,  ulterius  situs  sit  ,  patet  inde;  quod  si  ab  a- 
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liquo  annulo  sequentes  aliquamdiu  regrederentur;  id 
aut  statim  post  annulnm  centri  alicujus  A  (juxta  ge¬ 
nerationem  dictam)  fieret,  aut  post  meditullium 
arcus  alicujus  supra  A  generati;  prius  fieri  nequit, 
nam  tum  punctum  aliquod  ipsius  L  (ob  generatio¬ 
nes  utrinque  aequales)  intra,  non  extra  praecedens 
A  caderet;  nec  posterius  fieri  quit,  tunc  enim  c 
centro  piius  dicto  sphaerica  superficies  exterior 
cum  aliqua  interiore  aliquid  commune  haberet. 

Atque  per  hoc  adhuc  simplicius  patet,  super¬ 
ficiem  sphaericam,  si  nullae  lineae  L  secarent  se  in¬ 
vicem  ,  quantitatem  linitam  non  esse.  Potest  enim 
e  centro  cujusvis  A,  in  S'  describi  talis  anntilus  in¬ 
terior  ipso  A  ,  qui  (juxta  Fig  67)  nec  cum  ibidem 
praecedente  nec  cum  sequente  quidquam  commune 
habeat.  Quod  cum  (per  generationes  aequales)  sem- 
per  porro  locum  habeat  :  annulus  dictus  innume¬ 
rabilibus  vicibus  repetetur. 

Si  igitur  superficies  sphaerica  quantitas  finita 
sit:  ne  cesse  est  duas  lineas  L  se  invicem  secantes 
dari.  At  si  duae  dentur  ,  omnes  se  invicem  in  eo¬ 
dem  puncto  secabunt.  ISam  sit  (Fig  68)  ob  arcus 
is  primi  annuli  ,  e  cujus  extremitatibus  pomanan- 
tes  lineae  L  concurrunt  ;  linea  Le  meditullio  q  ar¬ 
ens  ob  erecta  quoque  per  p  transibit :  nam  sit  bq—br, 
adeoque  ob=rqv,  et  br=rt,  adeoque  bt=  bo,  (posito 
ob  esse  dimidio  primi  annuli  minus,  quum  si  ob 
dimidium  annuli  sit,  res  pariter  facile  pateat);  lineae 
L  ex  r  et  q,  ita  ex  b  et  t  erectae  concurrent,  erunt- 
que  singulae  aequales  {propter  generationem  aequa¬ 
les).  Hinc  autem  linea  L  ex  t  erecta  necessario  in 
p  cadit  ;  atque  ut  lineae  L  ex  r  et  q  erectae  oc¬ 
currere  possint,  aut  prior  vel  posterior  transibit 
per  bp  ,  aut  prior  per  pf,  vel  L  ex  q  erecta  per 
op  transibit;  quodvis  horum  fiet,  si  punctum  tran¬ 
situs  p  sit;  sed  inter  p  et  f,  aut  inter  p  et  o  tran¬ 
situs  fieri  nequit;  nam  si  ex  gr.  L  ex  r  erecta  in¬ 
ter  p  et  t  transiret  ,  idem  transitus  punctum  etiatn 
ipsi  bp  commune  esset  ;  si  vero  L  ex  v  per  bp  in¬ 
ter  b  et  p  transiret ,  punctum  idem  et  lineae  ex  q 
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erectae  commune  esset;  et  lineae  L  ex  t  et  ()  ere¬ 
ctae  usque  ad  punctum  concursus  ,  essent  ipsa  hp 
minores.  Necessario  igitur  in  eodem  p  concurient. 

Atque  hinc  colligitur*  bisecando  arcus  in  GO  , 
atque  circumcirca  transferendo ;  ex  omnibus  annu- 
li  primi  punctis  omni  dabili  pro  prioribus  erectas 
lineas  L  omnes  in  eodem  p  concurrere. 

Unde  si  sphaera  S  moveatur  circa  pun¬ 

cto  in  annulo  primo  porro  moto,  simul  cum  toto 
linearum  L  e  punctis  bisectionum  erectarum  sche¬ 
mate:  nullum  tempus^  erit,  quo  punctum  p  viam 
describat;  nam  ab  initio  motus  quodvis  temporis 
punctum  cogitetur,  Jam  antea  punctum  in  annulo 
motum  per  innumera  puncta  transiit,  pro  quibus 
schema  linearum  L  dictum  in  p  fuit. 

Consequenter  sphaera  S  circa  ita  moveri 

potest,  ut  p  quiescat*  Atque  hinc  ( per  469),  si  S 
circa  moveatur,  p  quiescere  debet. 

Omnia  dicta  autem  ad  quemvis  annulum  su¬ 
perficiei  cujusvis,  applicari  manifestum  est ;  si  pun¬ 
cto  quovis  ejus  pro  centro  accepto,  cum  Jiriea 
quadam  interna  annuli  fiant  circuli  concentrici  to¬ 
les  ,  quales  e  quovis  sphaerae  illius  superficiei 
pnneto  aequaliter  dari  dictum  est» 

9-  Atque  hinc  superius  (470  )  segmentis  omnium 
s'  in  S  cadentibus  generaliter  $"  dictis;  cogitetur 
in  omni  slf  punctum  illud,  in  quo  lineae  L,  ex  an¬ 
nulo  ipsi  S'  et  illi  s'  communi  ,  in  illo  s "  genera¬ 
tae  concurrunt:  complexus  omnium  ejusmodi  pun¬ 
ctorum  simul  cum  c  et  C,  lineam  simplicem  esse 
ut  supra  (  472  )  patet.  Sed  manifesto  etiam  sphae¬ 
ra  S  circa  mota,  cujusvis  s"  punctum  quod¬ 

vis  praeter  punctum  dictum  in  ea  (448  )  move¬ 
bitur;  atque  hinc  omnia  s"  (469)  movebuntur  , 
et  tota  linea  dicta  quiescet  mota  sphaera  S  circa 
c*£. 

10.  At  vero  in  $  quoque  ex  annulo  egressus  exti¬ 
mo  antea  generatum  p  quiescebat  mota  S  circa  c^€; 
atque  si  pro  centro  p  eadem  fiant  quae  ab  altera 
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parte  centro  e  facta  sunt ;  prodibit  linea  c€p  quie¬ 
scens  mota  sphaera  circa 

<3[uaev*s  a|^a  $uo  puncta  lineae  dictae  ac¬ 
cipiantur ,;  motus  dictus  sphaerae  S  quiescentibus  iis 
peragebatur:  itaque  (  469  )  circa  quaevis  duo  pun¬ 
cta  dicta,  motus  idem  est. 

Sed  nec  ullum  punctum  spbaerae  S  extra  line¬ 
am  dictam  cadens  quiescit:  nam  illud  aut  intra  se¬ 
gmenta  extima  ex  t  et  p  generata,  aut  inter  illa 
cadit;  atque  tale  circumcirca  aequaliter  determina¬ 
tum  gaudet  annulo  (per  443).  Si  vero  in  aliquo 
motu  circa  duo  puncta  annulo  gaudeat,  circa  ea¬ 
dem  duo  puucta  ("per  469)  semper  eundem  annu- 
lum  describet. 

11.  Patet  porro  inter fquaevis  duo  spatii  puncta  da« 
n  lineam  ejusmodi :  nempe  accipiatur  unum  pro 
centro,  fiatque  sphaera  cum  puncto  altero  ;  atque 
applicantur  de  sphaeris  S  et  s  dicta.  Atque  hinc 
etiam  patet,  rectam  e  quavis  portione  spatii  fini¬ 
ta  egredi  e  quovis  puncto  ejus;  quum  possit  gene¬ 
rari  sphaera  ex  eo  puncto  ,  totam  portionem  inclu¬ 
dens. 

12.  At  quaeritur,  nuin  e  centris  sphaerarum  qua¬ 

rumvis  inaequalium  generatae,  centris  coinciden-. 
tibus  ,  congruere  possint,  usque  ad  superficiem 
sphaerae  minoris?  Omnino;  nam  (Fig  69)  feratur 
minor  in  alteram  centro  in  centrum  C  majoris  po¬ 
sito  ;  sitque  linea  in  sphaera  majori  hac  cir- 

ca  mota  quiescens;  transeat  haec  per  super¬ 

ficiem  minoris  in  C*c^.  Mota  sphaera  majore  circa 

omne  praeter  lineam  movebitur,  pcr- 

ageturque  motus  quiescentibus  c,  S  ;  itaque  tum  et 
sphaera  interior  circa  c  *  (£  movebitur  ;  adeoque 
(per  469)  idem  inter  c  et  S  quiescet  quod  .antea. 

13.  Hinc  etiam  linea  talis  continuari  e  quavis  sphae¬ 
ra  in  aliam  quamvis  majorem  utrinque  potest;  ne¬ 
que  intra  ullius  sphaerae  .superficiem  detinetur. 

14.  Si  porro  cujusvis  lineae  ejusmodi  unius  exire- 
,  ma  a,  6,  et  alterius  a'7  b'  sint,  atque  a  in  a '  et  b 
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in  6'  simul  cadere  queant;  congruentibus  extremis, 
et  lineae  ipsae  eoineidunt. 

Nam  feratur  ad  €  linea  ab  simul  cum  sphaera 
illa ,  ia  qua  generata  est,  ( sive  ia  centrum  ejus 
cadat  a  aut  b  sive  non),  atque  ponatur  a  in 
atque  sphaera  centro  €  sphaeram  allatam  includens, 
et  eodem  centro  a  fiat  sphaera  puncti  6.  Manifesto 
linea  ejusmodi  ut  dictum  est,  (quae  dicatur  X)r 
in  sphaera  reliquas  duas  includente  e  centro  £  ge¬ 
nerata,  per  superficiem  sphaerae  puncti  6  e  centro 
eodem  €  generatae,  transit  in  aliquo  puncto  i;  mo¬ 
veatur  X  circa  £  simul  cum  sphaera  majore,  donec 
t  in  6  cadat;  atque  tum  moveatur  sphaera  eadem 
major  quiescentibus  punctis  6,  a;  movebitur  etiam 
sphaera  allata  inclusa,  quiescentibus  iisdem  b  ,  o ; 
adeoque  infer  b  et  a  linea  eadem  quiescet,  quae 
motu  solius  sphaerae  allatae  quiescentibus  iisdem 
punctis  ,  quiesceret.  Itaque  linea  allata  ab  coinci- 
dit  cum  linea  sphaerae  majoris  inter  (l  et  6  quie¬ 
scente.  Pariter  adferri  linea  a'bl  simul  cum  sphae¬ 
ra  illa  in  qua  generata  est,  potest,  a'  in  g  posi¬ 
to;  atque  manifesto  et  eidem  congruet,  cui  ab 
congruebat,  '  ^ 

15,  Hmc  etiam  patet,  lineam  ejusmodi  redire  non 
posse:  nam  tum  puncto  uno,  unde  duo  puncta  di¬ 
versis  viis  profecta  porro  moverentur,  et  altero 
ubi  p lima  vice  sibi  mutuo  occurrerent,  communi¬ 
bus,  uterque  ramus  inter  eadem  2  puncta  coinci- 
deret. 

16.  Sed  linearum  priorum  (in  14)  continuationes 
quoque, (nempe  continuatio  e  centro  "sphaerae  allatae, 
ct  continuatio  e  centro  (E)  eoineidunt.  Nam  si  prio¬ 
ris  punctum  p  extra  lineam  ex  (E  prodeuntem  u« 
ti  in  que  in  continuatam  celeret;  sphaera  puncti 
p  e  centro  €  habeat  punctum  p*  cum  linea  posterio¬ 
ri  commune :  fi  at  que  sphaera  tam  sphaeram  hanc 
quam  allatam  includens  ;  mota  hac  quiescentibus 
n,  6  ,  et  p  quiescet,  p  autem  movebitur  ;  quod 
fieri  non  posset,  si  p  in  continuationem  primam 
caderet;  tunc  enim  quiescentibus  a i  b  ,  et  p  quie<* 
sceref.  r 
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17*  Denique  linea  (licta  fper  449)  rectu  *st. 
Nam  (Fig  70;  71)  quaevis  duo  puncta  q  et  r  fuerint 
illius ,  (utrinque  continuatae  in  QO  )  ,  omnia  spatii 
puncta  eorundem  unica, complectetur.  Ftenim  quod¬ 
vis  punctum  lineae  dictae  ipsius  q*r  unicum  est 
nec  ullum  aliud  spatii  punctum  ejusdem  q*v  uni¬ 
cum  est* 

Namque  sit  quodvis  punctum  p  lineae  di- 
ctae;  nullum  punctum  f  a  p  diversum  tale  datur, 
ut  q^r^p  :£:q  *r*f.  Esset  enim  t  aut  in  linea  ipsa 
aut  extra  eam:  neutrum  fieri  potest.  Nam  si  f  in 
lineam  cadat ;  aut  in  aliquod  ipsorum  q  et  r  ca¬ 
deret  ,  aut  inter  ea,  aut  extra  ea :  atque  etiam  p  pa¬ 
riter  cadere  potest* 

Si  p  in  t  (aut  q)  cadat,  patet  nullum  t  a 
p  (aut  q)  diversum  dari:  itaque  tantum  casus  alii 
considerantur.  Sit  prius  p  inter  q  et  r;  tum  t  aut 
etiam  inter  q  et  r  in  f  aut  t" ,  aut  extus  cadet  (ex 
gr.  in  ?")•  Si  in  V  caderet,  tum  ut  q*r*P~ 
sit  ,  qf'  =  qp  esset  (pars  toti);  pariter  si  i  in  i"  cade¬ 
ret  ,  tum  q  f"  =  qp  esset.  Si  vero  t  in  t"  caderet;  tum 
qf"  -  qp  esset  (pariter  pars  toti).  Nempe  (per  dicta) 
e  quovis  puncto  linea  talis  aequaliter  incipiens  ae¬ 
qualiter  quoque  continuatur. 

Si  vero  p  extra  qr  (ex  gr.  in  p')  cadat  (Fig 
71  )s  tum  i  aut  in  f,  aut  in  i”  aut  in  £" '  aut  iu  E"" 
cadere  deberet,  (quum  manifesto  in  ipsorum  p',q,t 
nullum  cadere  queat  J*  In  t'  cadere  nequit ,  quia 
tum  qp'  =  qf  esset;  neque  in  f",  quia  tum  qp'  =  q!" 
esset;  nec  in  f"  cadit;  quia  xV"  =  rp'  (pars —  toti) 
esset  ;  neque  in  E""  cadit ;  quia  tum  esset  rE""=  rp' 
r=.rq-Fqp',  et  qp'  =  qE""=qr-f  r!""  ;  et  hunc'  valorem 
substituendo  ipsi  qp'  in  aequatione  priore  ,  esset 
r£""  =  rq  4*  qr  +  vf  "V 

Sed  neque  extra  lineam  dictam  datur  tale 
f,  ut  q  *t*p  q*t*E.  Nam  fiat  e  centro  sphaerae  in 
qua  linea  dicta  generari  coepit ,  sphaera  punctum  t 
includens;  quiescentibus  r,  q,p  mota  sphaera  hac, 
movebitur  t  (476);  si  vero,  q  in  q,  et  r  in  r  ca¬ 
dentibus,  p  inp  cadet].,  p  cum  i  circa  r*q  mo¬ 
veri  poterit  3  quod 'antea  quievit  (contra  469). 
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Sed  nt>c  ullum  spatii  punctum  f  extra  line¬ 
am  dictam  cadens  ipsius  unicum  est;  quum 

sphaera  plane  dicta  circa  (J^r  mota,  et  illud  mo¬ 
veatur  ,  adeoque  m  alia  aeque  posita  puncta  ve¬ 
niat. 

Est  igitur  linea  dicta  plane  complexus  omnis 
puncti ,  quod  quorumvis  duorum  punctorum  ejus 
nnicum  est. 

Si  non  recta,  e  rectis  aut  aliis  lineis  constet:  fa¬ 
cile  patet,  non  quorumvis  2  punctorum  adesse  quod¬ 
vis  punctum  unicum. 

18.  Recta  etiam  quantitas  est.  Nam  quaevis  par¬ 
tes  continuae  ejus  accipiantur  ;  et  ponatur  una 
extremitas  unius  in  unam  alterius;  fiantque  sphae¬ 
rae  centro  in  eam  posito  cum  extremitatibus  alte¬ 
ris  :  prodibunt  duae  partes  in  sphaerae  interioris 
(nisi  utraque  eadem  sit)  superficie  terminatae,  qua¬ 
rum  extrema  (adeoque  et  ipsae)  congruere  pos¬ 
sunt. 

19.  Recta  polest  in  se  porro  moveri.  Nam  e 
quovis  pnneto  p  (per  dicta)  aequaliter  continuatur 
in  GO  • 

20.  Planum  quoque  hinc  facile  construitur  modo 
sequente.  Patet  generatione  circumcirca  aequali,  per 
quodvis  punctum  circa  2  puncta  usque  ad  reditum 
porro  motum  ,  describi  lineam  simplicem  in  se 
redeuntem  talem ;  quae  et  ipsa ,  ut  recta  (et  super¬ 
ficies  sphaerica)  erat  ,  quantitas  est  b  atque  etiam 
e  quovis  puncto  sive  antrorsum  sive  retrorsum  ae¬ 
qualiter  determinatur. 

Accipiatur  quaevis  talium  annulorum  ;  sitque 
fper  471)  (Eig  72)  in  punctis  d,  b  bifariam  divisus, 
et  dimidietas  abb  sit  in  b  bifariam  divisa  ;  atque  sit 
rectae  ab  meditullium  in  c  i  erit  (ob  generationes 
utrinque  aequales)  forma  e  rectis  cb  et  ca  composi¬ 
ta,  formae  e  rectis  cb  et  cb  compositae  aequalis  * 
adeoque  recta  bc  est  [_ ris  ad  ab  in  c  (  457  } ;  et 
quod  vis  rectae  cb  punctum  extra  rectam  ab  utrin¬ 
que  QO  tam  cadit*  Fiat  sphaera  e  centro  C  totum 
schema  includens ,  et  moveatur  circa  a*b  (sive  re- 
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clam  utrinque  00  tam)  :  quod  vis  punctum  rectae 
Ct)  describet  annulum  ,  qui  (propter  generationes 
Utrinque  aequales)  utraque  facie  sibi  congruere  po  • 
test  ,  (quod  de  antea  dictis  nondum  constat).  Co— 
gitetur  jam  recta  cb  in  quovis  loco  suae  viae  con¬ 
tinuata  per  b  iri  GO  ;  erit  complexus  omnium  ea¬ 
rum  superficies  circumcirca  00  ta  et  circumcirca  et 
utrinque  aequaliter  generata  ,  ut  circa  c  in  se  mo. 
veri,  facieque  uiraque  sibi  congruere  queat ,  atque 
spatium  in  duas  plagas  aequales  dividat. 

Est  autem  superficies  ista  planum .  Nam  quae¬ 
vis  duo  puncta  11  et  33  sint  ejus,  quod  vis  punctum 
€  ipsius  unicum  in  rectam  3(33  utrinque  in 

DO  continuatam  cadit,  ilecta  3(33  vero  necessario 
in  superficiem  dictam  cadit:  cogitetur  enim  in  ge¬ 
neratione  hujus  ,  {  469  )  recta  cb  versus  b  00  ta  , 
ex  li  versus  33  usque  in  33  per  annulum  plane 
dictum  mota;  nisi  per  3(33  transeat,  aut  cadet  ab 
una  aut  ab  altera  parte;  neutrum  vero  fieri  potest; 
nam  si  quod  fieret ,  et  alterum  fieri  deberet;  et 
idem  de  continuata  3(33  patet:  accipiatur  nempe 
sphaera  e  centro  c  radii  majoris  quam  recta  quae¬ 
vis,  quae  a  c  ad  3 (33  est;  exibit  ex  hac  sphaera 
utrinque  tam  recta  3(33  quam  cb  versus  b  00  ta ;  un¬ 
de  reliqua  patent.  Posset  etiam  brevius  dici,  quod  si 
ex  uno  puncto  superficiei  ad  aliud  ducta  recta  in 
unam  plagam  caderet,  in  altera  quoque  esset,  et  in¬ 
ter  2  puncta  2  rectae  fierent. 

22.  Unde  etiam  patet;rectam  3(33  etiam  utrinque 
00  tam  in  planum  cadere ,  si  puncta  li ,  33  in  eo 
sint. 

23.  Sed  quaeritur  >  num  per  quaevis  3  puncta 
3(,33,€  etsi  non  in  recta  sint,  planum  detur?  O- 
mnino  :  nam  3£*33  in  planum  dictum  poni  potest, 
li  in  c  posito  (Fig  73.),  acceptaque  ex  c  versus  6 
recta  rectae  3 (93  aequali.  Si  jam  non  in  eo 
plano  esset  ;  fiat  e  centro  c  cum  puneto  £  sphae¬ 
ra;  sitque  ex  gr.  recta  c(£~c6— ca;  manifesto  sphae¬ 
ra  radii  c(£  e  centro  c,  per  planum  in  unum  dimi¬ 
dium  superius  alterum  inferius  dividetur  *  atque  mo- 
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m  tphacra  circa  ab,  quodvis  superficiei  sphaerica* 
punctum  praefer  a  et  6,  dimidium  annuium  supe-* 
rius  ,  et  alterum  inferius  describet  ;  atque  ubi  pun¬ 
itum  (£  transit,  habetur  petitum. 

24.  Imo  etiam  per  eadem  3  puncta  ©  .  (£  non 
in  recta  sita  ,  nullum  aliud  planum  poni  pote*t. 
Nam  (  in  praec.)  71  in  e,  et  ©  in  S  positis,  at¬ 
que  &  in  planum  ibidem  generatum  cadente;  pona¬ 
tur  quodvis  aliud  planum  (imo  ejusdem  plani  pars 
alia)  per  71*33  nullum  punctum  p  (Fig  73.  > 
unius  extra  aliud  cadere  poterit.  Nam  rectae  71©, 
©£ ,  et  7f£  ,  extremitatibus  earum  in  iitrtimqne  ca¬ 
dentibus,  et  ipsae  in  utrumque  cadent  totae.  Sit 
jam  p  in  uno  eorum;  cadet  aut  supra  lineam  composi¬ 
tam  ex  Tie,  e»,  et  continuationibus  rectae  7133  ex  It 
ad  laevam  et  ex  ©  ad  dextram  ;  aut  infra  eam.  Si 
supra  eam  cadat  ;  tum  recta  pq  transit  per  lineam 
compositam  dictam;  si  per  continuationem  alteru¬ 
tram  rectae  71©  iret,  tum  et  transitus  et  q,  adeoque 
et  p  in  71©  GO  tam  caderet;  si  per  7(£  vel  @©  eat  * 
fiat  id  in  t  ,*  tum  recta  fq  utrique  plano  commu¬ 
nis  ,  et  continuata  punctum  p  complectens  in  u* 
Iram  que  incidet.  Si  vero  infra  cadat  in  p'  vel  p"; 
recta  e  quovis  horum  usque  ad  p  {jam  utrique  com¬ 
mune)  transit  per  lineam  compositam  dictam  ex 
una  plaga  in  alteram  ;  et  item  duo  puncta,  adeo- 
que  recta  per  ea,  utrique  plano  communia  erunt. 

25.  Manifesto  etiam  (in  Fig  72)  bc  ex  c  conti¬ 
nuata  in  planum  (  480)  primo  generatum  cadit;  at¬ 
que  planum  (ob  generationes  utrinque  aequales)  in 
duas  plagas  aequales  dividit:  atque  quum  quaevit 
plani  P  recta  in  ciS,  simul  cum  plano  P  ita  poni 
possit, ut  P  cum  plano  primo  generato  coincidat :  pla¬ 
num  quodvis  per  quamvis  rectam  in  ea  sitam,  in 
duas  plagas,  inter  se  omnes  prioribus  aequales  dividi 
patet.  Imo  evidens  est  ,  quovis  plani  puncto  in 
idem  dictum  c  posito  ,  et  congruentibus  planis  * 
circulos  quosvis  radiorum  aequalium  aequale*  esse; 
atque  etiam  punctum  in  plano  motum  ,  ipsum  pla¬ 
num  in  eodem  plano  secum  ferre  posse. 

N  M  n 


\ 
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26.  Ita  forma»  duarum  rectarum  angulares  con¬ 
gruere  ,  si  arcus  e  verticibus  radiis  aequalibus  in- 
ter'’  crura  descripti  aequales  sint  ,  circulo  facto  pa¬ 
tet;  necnon  omnes  rectorum  angulorum  formas  ae¬ 
quales  esse  ;  ita  ex  nno  puncto  rectae  in  plano  u» 
nam  solum  Lrem  dari  ;  et  summam  angulorum  in 
Una  plaga  ad  rectam  circa  punctum  c  positorum  esse 
^  2R  ;  atque  conversim  duas  rectas,  c  commune  ha* 
bentes,  in  una  recta  esse,  si  siimma  angulorum  in 
una  plaga  sit  2=  2R  (  per  R. rectum  intelligendo )* 

27.  Patet  etiam  planum  qtiantitatem  esse :  nam 
quaecunque  /luae  portiones  ejus  accipiantur  ;  po¬ 
natur  utrinsque . punctum  aliquod  internum  in  di¬ 
ctum  e,  ita  ut  portiones  ipsae  in  planum  primo 

,  generatum  incidant  :  circuli  ,  recta  illa  qtia  e  c 
usque  ad  perimetrum  nulla  minor  est,  pro  radio 
accepta,  congruent;  et  (p.20.)  locum  habet. 

§.  15;  1.  Si  recta,  cum  recta  aut  plano  aliquid 
commune  habeat,  id  nonnisi  punctum  es?:  nam  si 
duo  puncta  .communia  sint,  recta  in  alteram  (con¬ 
tinuatam  in  CO  ),  et  pariter  in  planum  incidit. 

2.  Planum  vero  cum  piatio  (si  utraqne  00  ta 
concipiantur);  aut  nihil  commune,  aut  ree  tam  00  tam 
communem  habent:  et  tam  recta  quam  planum,  si¬ 
ve  rectam  sive  planum  secantia  ,  transeunt  in  pla¬ 
gam  alteram.  JNam  (Fig  74  )  secet  recta  ab  rectam 
bq  ;  nisi  transeat  in  plani  per  abq  determinati  pla¬ 
gam  alteram,  necessario  aliquorsum  in  bf  cadet; 
cum  qp  enim  nullum  punctum  praeter  b  commune 
habet  ,  quia  tum  tota  incideret.  Itaque  abf  recta  es- 
Set;  atque  tam  p,  quam  a -f  P -fp,  dimidia  peripheria 
radii  bf  esset. 

Mine  ob  per  planum  etiam  transit,  si  b  cum 
eo  (nec  qnidquam  aliud)  commune  habeat :  si  enim 
in  eadem  plaga  maneat  ,  manifesto  pro  quovis  pun¬ 
cto  q  plani  in  b  secti  ,  casus  praecedens  erit. 

Mine  etiam  si  duo  plana  P  et  p  punctum  b 
commune  habeant :  fiat  e  quovis  puncto  a  ipsius 
p  tali,  quod  ipsi  P  commune  non  est,  recta  ab; 
transibit  Jista  per  P  (per  pracc.}  \  fiat  tum  se  mi- 
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t ire u lus  in  plano  f  radio  '6<r  centro  h  ;  transibit  is 
per  P;  atque  recta  per  punctum  hoc  et  punctum 
b,  tam  in  P  quam  in  p  incidet;  nec  ullum  p»n- 
cturn  praeterea  commune  utrique  est,  nam  tum 
uiraque  coihciderent.  Patet  simul  planum  p  quo¬ 
que  transire  in  alteram  plagam. 

3*  Ad  rectam,  e  quovis  ejus  puncto  Lrem  dari 
patet  ex  (Fig  72  p.  479)  ;  uti  etiam  e  quovis  plani 
puncto  dari  rectam  ad  planum  (_rem  ?  quum  quod- 
vis  planum,  puncto  quovis  in  c  posito,  primo  ibi¬ 
dem  generato  congruere  queat. 

Sed  quamvis  e  quovis  puncto  tam  ad  rectam 
quam  ad  planum  dari  L-reni,  in  ferius  demonstretur : 
duas  ex  eodem  puncto  Lres  ad  eandem  rectam  (aut 
idem  planum  )  diversas  non  dari  facile  patet  ; 
nam  tum  duae  illae  rectae  cum  recta  duo  illa  pun¬ 
cta  in  quae  L.res  caderent  connectente  ,  tale  Ahim 
efficerent  ,  cujus  ad  basim  uterque  angulus  rectus 
esset.  Hoc  autem  fieri  nequit  ;  quia  si  duae  rectae 
iu  eodem  plano  ad  eandem  rectam  in  eadem  pla¬ 
ga  concurrerent,  idem  (ob  generationes  utrinque  ae¬ 
quales)  et  in  altera  fieret;  adeoque  recta  utraque 
propter  ‘2  puncta  comtnunia  coincideret. 

4.  Inierim  si  recta  ad  bc  et  fc  (Fig  75)  dtias 
plani  rectas  [^ris  fuerit;  erit  ad  omnes,  adeoque 
ad  planum  (per  fcb  determinatum)  ipsum  P  LvU7 
Nam  sit.  cp  L  et  cq  L.cb;  moveatur  fcp  circa  fc 
porro  donec  redeat,  ita  bcq  circa  bc  ;  via,  ipsius  cp 
erit  (per  480)  planum  K  complectens  omnes  Lres 
quae  ex  c  ad  fc  fieri  possunt;  ita  via  ipsius  cq  erit 
planum  Q  complectens  omnes  |_re§  ex  c  ad  bc., Da¬ 
tur  autem  ex  c  ad  planum  P  ;  atque  ea  ia m 

ad  fc  quam  ad  bc  est  L  vis  .  &ed  ejusmodi  recta 
quae  ad  tc  et  bc  simul  [__ris  sit,  nonnisi  una  dalui, 

nempe  sectio  planorum  K  et  Q;  adesse  enim  | _ i  is 

ex  C  ad  fc  in  K,  et  [_ris  ex  c  a(i  bc  iu  Q  debet  ; 
adeoque  illa  quae  tam  ad  fc  quam  ad  bc  f__ris  e*  v 
tam  in  K  quam  in  Q  adesse,  id  est  utrique  commi-.- 
nis  esse  debet.  Consequ,  recta  ad  fc  et  bc  sM»*au 
f_  ris  ,  est  ipsa  ad  P  Lris  • 

N  N  //  * 
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5.  Fst  etiam  planum  quod  vis  p  in  quod  L»'i* 

*d  P  cadit ,  ad  P  Lre  ,  Nempe  angulus  duorum 
planorum  generatur  modo  sequente:  sint  (Fig  76) 
ad  rectam  ab  Lres  aequales  bc  ,  fe,  in  eodem  piatio 
P,  atque  flc=be;  et  moveatur  plaga  plani  superior 
circa  (1*6  porro  donec  redeat-  describent  puncta 

simultaneos  arcus  aequales  circulorum  radii  ae¬ 
qualis,  (propter  generationes  omnino  aequales).  Ita 
•*  1 —  $b  ,  atque  accipiatur  pq  eq  ;  erunt  moto 
schemate  circa  p  *  Q  ,  viae  punctorum  f)  et  f  simul- 
taneae  aequales  (ob  generationes  aequales) :  sed  f  eo¬ 
dem  modo  inovetur, sive  a*b  sive  p^q  quiescant,  quum 
omnia  simul  quiescere  debeant.  Consequ.  omnium 

I _ rimn  aequalium  extremitates  arcus  simultaneos 

aequales  describent.  Fst  autem  (  456)  quantitas  an¬ 
guli  planorum  via  ejusmodi;  quae  si  quadratis  sit, 
erit  (459)  planum  ad  P  L_ie  .  Patet  hinc  quantita¬ 
tem  anguli  planorum  esse  quantitati  anguli  L^imn 
e  quovis  puncto  sectionis  eorum  aequalem. 

6.  Oritur  autem  anguli  cujusvis  ,  (tam  duarum 

rectarum  ,  quam  duorum  planorum)  ,  per  iransnuoi 
cujusvis  in  alteram  plagam  ,  suus  verticalis  :  quos 
pro  lineis  rectis  aequales  esscdvel  ita  patet.  Sint  angu¬ 
li  lii  verticales  u  et  v  (Fig  77)  :  si  hi  moto  ]3  circa  e, 
donec  extremitas  arcmn  5  describat,  non  sint  aequa¬ 
les;  erit  unus  ex  gr.  altero  v  ,  (nempe  y  ;>  6 

pro  radiis  oc  et  j3  aequalibus).  Fiat  ;  erit  (per 

generationes  aequales),  si  a  moveatur  (in  eodem 
plano  intelligendo)  circa  c,  donec  arcum  de¬ 

scribat  ;  erit,  z  quoque  <  arcu  quem  extremitas 

das  /3  interea  descripsit.  Fst  ver  >  .manifesto  arcus 
liic  <C  $  (propter  transitum  rec  ae  per  rectas  in 
plagam  alteram).  Consequ  esset  z  (quod  =&  est) 
minor  arcu  ipso  3  minore.  Pariter  patet,  si  v  u 
esset;  et  pariter  de  allero  veiticaiium  pari. 

Atque  rectis  pro  luctis,  quorum  angulus  (re¬ 
spectu  quantitatis)  angulo  planorum  aequatis  est: 
manifesto  etiam  anguli  planorum  verticales  aequa¬ 
les  sun 
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7.  Plani  per  centrum  sphaerae  positi,  «tectio? 
nem  cum  superficie  sphaerica,  circulum  radii  ra~ 
dio  sphaerae  aequalis  [circulum  maximum  dictum) 
esse  (ex  480)  palet;  quaevis  duo  plana»  autem  per 
centrum  C  posita  se  invicem  in  recta  e  centro  can¬ 
te  secare,  cujus  punctum  p  iri  superficiem  sphae¬ 
rae  cadens,  circulis  maximis  e  centro,  in  utroque 
plano  descriptis  commune  est;  et  patet  rectam  ean¬ 
dem  (utriusque  plani  sectionem)  coni  innatatu,  alie-, 
rtun  quoque  eorundem  circulorum  punctum  commu¬ 
ne  proebere. 

8.  Angulus  vero  circulorum  maximorum  sphae¬ 
rae,  quantitas  respectiva  fit,  per  arcum,  quo  quan¬ 
titas  anguli  planorum,  in  quae  circuli  illi  cadunt, 
exprimitur.  Si  igitur  (Fig  78)  a  puncto  p  supra 
tabulam  s*to  iu  duobus  circulis  maximis  ,  quadran¬ 
tes  accipiantur  ,  pa  in  tino  et  pb  in  altero;  circuli 
maximi  arcus  ab  exprimet  angulum  eorum  ;  nam 
pc  sectio  plani  pca  cum  plano  pcS  est,  et  propter 
quadrantes  pa  ,  pb  ,  anguli  pca  ,  peb  recti  sunt. 

9.  Hinc  etiam  arcus  circuli  maximi  ad  arcum 
ab  1  -res  iu  extremitate  quadrantum  concurrent  (iu 
ita  dicto  polo  circuli  cujus  ab  arcus  esr).  Nam  p^ 
est  ad  ac  et  bc  simul  Lris  ;  adeoque  ad  totum  pia. 
mini  abe  Lris  est;  itaque  (  484)  et  plana  acp ,  bcp 
sunt  ad  planum  abe  L ria ,  adeoque  angulus  qua¬ 
drantis  utriusque  cum  arcu  ab  rectus  est.  Consequ. 
arcus  ex  a  et  b  ad  ab  L  es  in  p  concurrunt.  Patet 
autem  schemate  circa  pc  moto,  arcum  quemvis  per 
a  describi  posse,  et  Lrem  circulum  e  quovis  arcus  ab 
puncto  unum  solum  generari. 

10.  Si  vero  plana  P  et  Q  se  invicem  ad  angu¬ 
lum  rectum  secent  iu  recta  ab;  v  qtiovis  puncto  p 
ipsius  P  ad  ab  demissa  Lris  est  L  Q, atque  e  quovis 

puncto  ipsius  ab  erecta  ad  Q  i _ A is  iu  P  cadet.  Nam 

sit  pb  L  ab;  ducatur  in  plano  Q  ad  ab  Lris  bf;  erit 
*mgult;s  pbf  recius,  qusa  p  n  Q;  adeoque  pb  ad  duas 
piani  Q  rectas  (nempe  ab  et  btj  Liis  ,  consequ.  et¬ 
iam  ail  Q  Lris  est. 

Quaecunque  Lris  autem  fuerit  ex  a  ad  pia, 
num  Q;  illa  in  plamiu»  P  cadit  :  nam  si  exui»,  c*. 
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cierer,  ex  eodem  puncto  a  duae  essent  (contra  4 $3) 
quia  (per  praec.)  Lris  ex  a  ad  ab  in  P  cadens  «at 
ad  Q  Lris  * 

11.  Denique  si  duo  plana  P  et  p  srccnt  se  iu- 
Ttcem  ^  et  utrumque  Lre  sit  ad  planum  C| :  gsrotin 
priorum 'ad  Q  est  Lris  .  Nam  si  P  [_  Q  ,  et  s tenui 
p  L  Q  ,  sit  A  sectio  planorum  P  ei  Q  ,  et  <?  se¬ 
ctio  planorum  p  et  Q;  secabunt;  A  ei  a  in  Q  ca¬ 
dentes  se  invicem;  quia  nisi  secarent,  nec  plana 
ex  A  et  a  ad  Q  Lri^  secare  se  invicem  facile  pa¬ 
tet.  vSit  sectio  rectarum  A  et  a  in  a,  Lris  ex  a  ad 
Q  cadit  (per  praec)  tam  in  P  quam  in  />,  adpoque  in 
sectionem  solam  planorum  P  et  p  ,  cui  &  Commu¬ 
ne  est. 

12.  Quoad  angulum  quem  recta  ac  facit  cum  pla¬ 
no  P;  in  quo,  centro  C  sit  descriptus  circulus  radio 
bc  ;  supposito  (sed  .  inferius  demonstrando),  bypo— 
thenusam  ecse  catheto  majorem,  et  rectis  e  quovis, 
puncto  eodem  exfra  peripfteriam  ,  ad  eam  ductis, 
angulum  ad  centrum  crescere ;  facile  patet  ,  n  Ui 
ac  P  sit,  esse  angulum  qcb  minimum  (457).  Nem¬ 
pe  sit  6  punctum,  in  quod  Lris  ex  a  ad  P  c.tdn  ; 
erit  bc  cathetus  <5  hypotM.  ac ;  tum  radio  bc  descri¬ 
pto  in  P  circulo,  erit  quivis  angulus  bea  )>  bea, 
nam  concipiatur  a  omnino  supra  planum  bbc;  erit 
in  A  vecsilineo  qbb  angulus  ad  b  rectus,  quia  ab  L 
P;  atque  hinc  hypotln  ob  5>*b’  „  Concipiantur  jam 
duo  Ala,  nempe  qbc  et  abe ,  et  ponatur  C  in  c  et 
a  in  a,  atque  vertatur  /\  utrumque  (Fig  79)  in 
eandem  a  recta  ca  plagans  in  P  ;  patetque  per  sup¬ 
posita  ,  esse  angulum  qcS<Cacb. 

§,  16.  Sed  dicetsdusn  etiam  (  450)  de  planis 
et  rectis  se  invicem  (etiamsi  iu  00  producta  sint) 
ut»n  secantibus  est.  Si  (S^ig  80)  rectae  ac  et  bb  ad 
reo  am  ab  (sive  in  eodem  plano  sive  non)  Lres  f  ue- 
rini,  nullum  punctum  commune  habent  (489);  pa¬ 
riter  st  cabb  circa  ab  usque  ad  reditum  moveatur  , 
plana  per  rectas  qc  et  bc  (essi  QQ  tae  concipiantur), 
nullum  punctum  couiinune  habent;  na  m  ibi  aliqua 
40  ©ta  ac  et  aLqua  bb  pi  eductae  secarent  sc  unicem* 
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•  P 

tr-rt  ium 
i  &.  m  eat 
i  ?i  ^  irem 
.  t:d  ,  in 
i  ahrr<  n  t 


alfi  etiam  ,  quod,  si  duo  haec  plana  per 
««centur:  i'1  etae  illae  in  quibus  hoc  pricr~ 
,  in  idem  planum  tertium  cadant,  nec  se 
secent;  quia  tum  duo  priora  punctum  li¬ 
quo  hae  se  invicem  secarent ,  commune 


1,  At  quaeritur,  nuni  per  punctum  (t  solum  pla- 
i.iifi:  putis  detur  ,  quod .  planum  in  ferias  nempe  viam 
rectae  bt>  antea  .dictam  haud  sccct  ?  Atque  haec 


quaestio  eo  redit  ,  minrc  per  a  sola  recta  ac'  detur 

in  .eodem  plano  rrctani  fc  b  non  secans? 

Aui  sojaoi  rectam,  solum  que  planum,  in  ali¬ 
quo  e  a  sai  j  aut  innumera  in  omni  casu  dari  patetur. 

X/ 

II.  Moveatur  ab  ( efficiens  cum  recta  bt>  angulum 
t  ,  qtn  sit  ex  gr.  H  ( denotante  Ii  rectum }  circa 
(  Fig  SC  )  per  quadrant  en?  usque  in  at  ;  aliquam* 


diu  secabit  a  b  tam  quadrantem  quam  rectam  b  b 
semper  porro,  in  ac  perveniendo  autem  non  secat; 
dari  igitur  punctum  aliquod  ultimum  p  quadrantis  de¬ 
luet  (  per  p.16)  ,  per  quod  'recta  ex  a  ducta  talis 
est,  ut  quaevis  alta  interior  secet  recasu  bb  ;  illa 


autem  ipsam  non  serat,  quia  idjn  puncto  a!iq'uo  rectae 


bb  esset,  et  recta  b  ’0  e  recta  secanto  in  plagatu  supe- 
riorein  transiens  ,  innumera  puncta  habere!,,  in 
quibus  a  recta  circa  a  ulterius  mota  secari  posset; 

ladeoque  recta  a.p  non  esse*  ultima  earum  .  intra 

.  ■N/  ^ 

quas  quae  vis  seent  rectam  b  t>  Ita  tue  ap  est  primo 
non  secans.  Sed  quaeritur  quantitas  anguli  u  nem¬ 
pe  arcus  bp ? 


Axio  n  a?  is  ICuclidei  Xlmi  sensus  est;  quod 
si  ad  q  nani  aeris  rectae  ab  extrema, ,  in  eandem 
plagam,  rectae  ac  et  bb  ponantur,  canant  avis  fuerit 
summa  angulorum  internorum  u  ef  r.  2  rectis  mi* 


iiior,  et  ulvis  partita :  rectae  at  et  6 &%c  inufuo 
secant. 

Ttia  igitur  hoc  continet,  quorum  quodvis 
sedum  ad  reliqua  duo  demonstranda  ex  asse  sof- 


(  <i«  ) 

fi-cej-et  ;  nempe  Inio  si  pro  uno  «oio  ab  non 
«<H;  pro  quantovis  ab,  summa  duorum  interno- 
rum  u  et  v  ,  pro  quibusvis  rectis  se  invicem  pri¬ 
mo  non  secantibus  erit  2do.  Si  constaret  sum¬ 

mam  internorum  u  v  v  dictorum  .  omni  dabili  mi- 
,  / 

norern  fieri  non  posse,  etsi  recta  ad  cujus  extre¬ 
ma  in  eandem  plagam  positi  «uiit,  quovis  dabili 
major  fiat  ,  tum  quoque  certum  esset,  in  omni 
casu  esse  n 4- 1  ss  1 0 .  Si  nempe  (pro  angulo  utvr$ 
parvo  //)  (FMgSi.  posset  ap  ita  removeri,  ut  re¬ 
cta  ex  a  aii  angulum  n  posita,  primo  non  secans 
ipsius  bt>  sit,  uJira  bb  quoque  ad  distantiam  a'  ab 
aequalem  .  angulo  u  posito  ,  erit  rectarum  ex 
a  et  a'  se  invicem  (ut  facile  pater)  primo  non  se¬ 
cantium  ,  angulus^uterque  ==//,  et  summa  interno¬ 
rum  ~'ht ,  quod  o.  Eritque  (ut  patebit)  aut 

semper  qtiod\is  aut  u  o ,  si  ab  a-*-\ 

00  . 

r  * 

3 tio.  Si  constaret;  quod  si  pro  certis  u  et  v  e 
finibtis  certae  rectae,  secent  rectae  se  invicem,  etiam 
ad  angulos  u+z  et  v — z  ad  fines  rectae  ejusdem 
positae  secent  se  invicem  ;  (nempe  pro  eadem  in< 
tertiorum  summa  u t \  i s  partita)  :  tum  quoque  facil¬ 
lime  constarent  omnia. 

Vix  concipi  posset,  taritum  Geometram  tale  a- 
xiorna  ponere  potuisse  :  at  in  manu  scriptis  antiquis 
inter  postulata  positum  repertum  est.  Nimirum,  io*- 
ta  Geometria  Euclidis,  quasi  una  propositio  consi¬ 
derari  potest;  si  dicatur.  Posito  A  poni  G  , 
(per  A  axioma  XI,  per  G  geometriam  intelligen- 
do ).  At  | )  I  a  s  *  e  Iioc  ,  quod  poni  debeat  ,  atque  et 
contrarium  aeque  poni  possit;  nempe  quum  omnia 
reliqua  axiomata ,  tahi  cum  eo  si  (Fig  80)  u  rectus 
■  1 1  ,  quam  cum  eo  eo  n-inor  sit,  (imo  quantus¬ 
vis  sit  ab  II  finchisive)  usque  ad  o  (exclusi ve),  ae¬ 
que  subsistant;  duo  svstemata  oriuntur,  prouti  u 
—  vel  . !*  ponitur,  utraque  vera  ,  unum  sub  con¬ 
ditione  quod  si  j y=R  sit.  alterum  posito 
quamvis  contraria  respectu  eorum  prodeant,  quae 
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a  quantitate  dicta  ipsius  u  dependent.  Imo  prouti 
quantitas  ipsius  u<^  R  pro  certa  recta  06  supponi¬ 
tur;  eo  respectu  innumera  systemata  oriuntur;  quae 
tamen  certo  respectu  consentiunt  ,  et  omnia  sub 
systemate  generali,  quod  suppositioni  inni¬ 

titur,  continentur;  ex  gr.  (Fig.  81)  summa  interno¬ 
rum  pro  rectis  se  invicem  primo  non  secantibus,  in 
omnibus  a—* \  o,  si  distantia  a— -\  OC  ;  ita  summa 
angulorum  &1I  rectilinei,,  o,Pdum  latus  quodvis 
- - -  00  ^ 

Si  igitur  utrumque  systema  elaboratum  sit;  etsi 
per  reliqua  axiomata  indecisum  maneat,  quodnam 
reipaa  locum  habeat;  dabitur  Geometria  eo  sensu, 
quod  non  solum  quodvis  dictorum  systematum  sup- 
posititie;  sed  etiam  inconditionate  verum  sit,  duo¬ 
rum  aliquod  reipsa  esse  ;  ea  tamen  cum  restrictio¬ 
ne,  quod  etsi  constaret,  systema  pro  u  <;  R  reipsa 
locum  habere,  eorum  quainitas,  quae  plane  a  quan¬ 
titate  ipsius  u  recto  minoris  determinata  depen¬ 
dent,  eatenus  indecisa  maneret. 

Aliud  est,  si  res  non  a  priori,  sed  quoad  praxim 
consideretur  ;  e?  (Fig.80)  pro  data  a&,  rectae  ac,  donec 
adhuc  secet  recram  6b,  angulus  a  posteriori  mensu¬ 
retur;  nempe  tum  saltem  a  posteriori  constabit  u 
a  recto  ,  pro  tantis  lineis  quas  nobis  tentare  licet , 
haud  multum  differre.  Sed  quidsi  af>  usque  ad  Sy¬ 
rium  protenderetur,  aut  ulterius?  Utcunque  sit; 
tempus  ab  aeterno  connata  spatii  soror,  ei  auxilio 
venit;  et  quum  motus  corporum  coelestium  calculis 
posito  innixis  conveniant;  pro  omni  men- 
surationum  nostrarum  sphaera,  in  praxi  eidem  sup¬ 
positioni  tuto  conquiescere  monet. 

III.  Omnia  systemata  nobis  (si  praefer  axiomata  re¬ 
liqua  nullum  ponatur )  subjective  possibilia,  (id  est  e 
quibus  unum  tantum  est,  sed  quodnam  absolute  verum 
sit,  decidere  haud  valemus),  generaliter  compre¬ 
hendens,  Appe?idicis  Auctor ,  rem  acumine  singu- 
lari  aggressus,  Geometriam  pro  omni  casu  absolu¬ 
te  veram  posuit;  quamvis  e  magna  mole,  tantum 
summe  necessaria,  in  Appendice  hujus  tomi  exhi- 

OOo 
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huerit,  limitis  (ut  tetracdri  resolutione  generali,  plu¬ 
ribusque  aiiis  disquisitionibus  elegantibus)  brevitatis 
studio  omissis. 

Pro  data  quavis  recta  ciS,  angulum  u  (Fig  80) 
geometrice  construere,  docetur  in  Appendice  dicta: 
de  quantitate  ipsius  u  tamen,  quamvis  in  concre¬ 
to  quasi  ante  oculos  stet,  a  priori  decidi  nihil  po¬ 
test ,  nisi  quod  non  o  et  non  R  sit. 

Ibidem  porro  in  spatii  scientia  distingvuntur 
ea,  quae  a  quantitate  dicta  ipsius  u  non  dependent; 
id  est  aeque  vera  sunt,  sive  u  —  It  ,  sive  quaevis 
alia  quantitas  ejus  inter  o  et  R  ponatur:  atque 
Trigonometria  sphaerica,  et  quaedam  alia,  ut  talia, 
demonstrantur. 

Illa  vero  quae  '  absolute  a  quantitate  dicta 
ipsius  u  dependent,  per  ejusmodi  functiones  deter¬ 
minatas  ipsius  u  exprimuntur,  quae  pro  quovis  va- 
lore  ipsius  u ,  Od  est  quicunque  valor  ipsius  u  re- 
ipsa  fuerit) ,  eo  in  expressione  substituto  ipsi  u , 
quantitatem  quaesitam  exhibent.  Si  ex  gr.  quantitas 
certa  in  spatio,  absolute  a  quantitate  ipsius  u 

dependeat;  et  sit  talis  expressio,  quae  nonni¬ 

si  ipsum  u  et  quantitates  datas  complectitur :  con¬ 
cipiatur  abscissa  a  o  usque  ad  II  crescens ,  omnes 
valores  cogitabiles  ipsius  u  ( a  o  exclusive  usque 
ad  rectum  inciusive)  exhibens;  et  erigatur  a  fine 
cujusvis  abscissae,  ordinata  =^f)w  pro  illo  valore 
ipsius  u ,  atque  pro  w  — R  fiat  ordinata  valori  illi 
aequalis,  quem  expressio  pro  z/=R  capit. 

Quum  autem  omnes  istae  expressiones,  quan- 
fitamm  in  toto  spatio  a  quantitate  ipsius  u  depen¬ 
dentium  ,  cum  reliquis  axiomatibus  aeque  subsi¬ 
stam  ,  quicunque  innumerabilium  valorum  dictorum 
substituantur  ipsi  u :  ex  iisdem  axiomatibus  quan¬ 
titas  ipsius  u  determinari  nequit. 

IV.  Nihilominus  tamen  quaestio  suboritur  :  quid- 
si  novum  axioma  detur,  per  quod  determinetur  u  i 
tentamina  idcirco  quae  ojim  feceram  ,  breviter  ex¬ 
ponenda  Veniunt;  ne  saltem  alius  quis  operant  ean¬ 
dem  perdat*! 
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Distinxeram  ea,  e  quibus  Ax,  Xfmum  Euclidis 
demonstrari,  adeoque  theoria  parallelarum  eucii— 
dea  stabiliri  posset ,  in  axiomata  situs ,  in  quanti • 
tativa ,  et  intervalli  ^  atque  similitudinis . 

I.  Axiomata  situs* 

1.  Summa  duorum  internorum,  quas  rectae 
in  plani  ejusdem  plaga  eadem,  ad  rectam  positae 
faciunt;  utcunque  haec  crescat,  nequit  continuo  de¬ 
crescendo,  omni  dabili  minor  fieri,  nisi  eae  se*in- 
yicem  sccent. 

2.  Si  (Fig  82,}  a  s  non  capitur  y  \  neque 
a  z  4*  v  capitur  v+y,  Haec  est  axiomatis  eucii-/ 
dei  3tia  pars,  nempe  eadem  summa  ad  fines  ejus- 
d  em  rectae  aliter  partita. 

3.  (Fig  81)  Si  C  ante  finem  temporis  t  dabi» 
lem  quamvis  portionem  spatii  universi  utvis  QC  tam 
(dummodo  nullum  punctum  rectae  quae  post  a  ad 
dextram  est  incidat),  complectatur;  et  ad  finem 
temporis  t  fiat  C  ipsum  spatium  universum  :  id  quod 
e  spatio  praeter  C  est;  ante  finem  temporis  £,  seni- 
per  illi  C,  quod  tunc  est,  absolute  aequale  com  - 
plecti  nequit.  Duo  spatia  hoc  pacto  quaquavesuin 
infinita,  nullo  puncto  praeter  dimidiam  rectam  ex¬ 
cluso  prodire  videntur;  nisi  XI  axioma  Eucl.  verum 
sit ,  (ut  infra  videbitur).  _  •_ 

II.  (luant  it  at  iv  a* 

1.  Si  A  habeat  dimidia  absolute  aequalia;  in¬ 
numerabilia  dimidia  a  se  invicem  prorsus  distincta, 
prioribus  absolute  aequalia  habere  nequit. 

2.  Nullum  A  habet  partes  innumerabiles  a  s® 
invicem  prorsus  distinctas,  quarum  quaevis  ipsi  A 
absolute  aequalis  sit. 

.4 

3.  Nullum  A  tale  est;  ut  (pro  n  / — v  GO  )  ,  — 

m . 

queat  ipsum  A  (uti  est)  continere  ,  nonnisi  Zde» 

n 

ficiente0 


0  0  «  * 
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III.  Intervalli, 

Si  duarum  linearum  simplicium  uniformium  u- 
trinque  QO  tarum ,  in  plano  se  invicem  secantium  , 
apertura  (id  est  angulus  ad  punctum  sectionis)  ma¬ 
neat  utrinque  constante  quodam  earundem  linearum 
angulo,  semper  major  ante  temporis  t  finem:  in 
puncto  experte  temporis  ipsum  t  terminante,  una 
alteram  transiliisse  nequit 

Similitudinis :  Sphaera  nulla  per  ullam  quali¬ 
tatem  ,  praeter  magnitudinem  locumque  ab  ulla  alia 
discerni  potest. 

Aut  idem  de  quibusvis  duobus  punctis  in  spa • 
Ifo^dici  potest. 

Quovis  horum  posito ,  XI  axioma  omnino 
cum  rigore  demonstratur  :  et  aut  aliquod  horum  , 
vel  alicui  aequivalens  adsumendum  est;  aut  nulla 
alia  Geometria  absoluta  datur ,  nisi  quae  in  Ap¬ 
pendice  stabilita  est  ;  et  quae  in  omnem  casum 
absolute  vera,  magni  imo  eo  majoris  pretii  est;  quod 
nullum  axiomatum  propositorum  simplicitate  ce¬ 
terorum  Geometriae  axiomatum  gaudeat.  Si  igitur 
nullum  propositorum,  inter  axiomata  referatur; 
dabitur  quidem  Geometria  ,  sed  quantitas  ipsius 
u  semper  indecisa  manebit:  fons  purus  veritatis 
in  aeternitate  est,  eoque  nos  per  noctem  sepulcro- 
rem  in  lucem  allicit;  quum  mortalibus  labiis  inde 
haurire  haud  liceat. 

Interim  quantitativum  aliquod  axioma,  in 
Geometria  adsumere  neeesse  est:  nempe  quod  sub 
iis  axiomatibus,  quibus  relatio  totius  ad  partes  ex¬ 
primi  solet,  latet  (p.  44).  Et  hoc  est  sequens: 

Quaevis  portio  spatii  undique  terminata,  tam 
ipsa,  quantitas  finita  est  (p.  44),  quam  superficies 
ejus  (si  quantitas  sit).  Inde  sequitur,  etiam  quam 
titates  respectivas  ejusmodi,  finitas  esse. 

oc  quasi  introitum  aperire  videtur  ,  alicui 
axiomatum  quantitativorum  :  utcunque  sit;  quomo¬ 
do  ope  cujusvis  dictorum  demonstretur  esse, 

breviter  referre,  paucis  primariis  (ab  hoc  indepen- 
dentibus)  suppositis  ,  liceat. 
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Imo.  Ex  (Ax.  1,2)  facile  sequeretur  modo  sequente  : 
(Fig  82)  si  nempe  u+v  *< 211 ;  ad  punctum  t>  dein¬ 
ceps  positis,  residuum  dicatur  y;  ductaque  e  quo¬ 
vis  puncto  i  cruris  anguli  y  recta  ad  c,  angulus 
quem  tc  cum  cb  facit,  dicatur  z;  ponaturque  ad  c 
supra  z  angulus  v.  Manifesto  y  a  z  noncapimr,  adeo- 
ique  (per  Ax.)  neque  y+v  capitur  a  z  +  v.  Consequ. 
pro  internis  u  et  v  +  z  sectio  cst;idquc  tanto  fortius, 
si  pro  v  +  z  angulus  minor  v  ponatur. 

2do.  Quoad  reliqua:  consideretur  ( Fig  83)  via 
extremitatis,  rectae  2la  Lris  ad  2(03  in  eodem  plano; 
accipianturque  inde  ab  a  incipiendo  (sive  ad  dextram 
sive  ad  laevam)  partes  hujus  viae  (quae  L  dicatur),  se 
invicem  excipientes  ab,bc  ,  cb  omnes  inter  se  ae¬ 
quales;  ducanturque  rectae  ab,  bc,  cb  Angu¬ 

los  omnes  x  (propter  generationes  aequales)  patet 
aequales  esse.  At  quum  puncta  a.  b5  c5  b  -  «  -  in  ,recta 
esse  neutiquam  constet  ;  quaeritur  mim  x  rectu» 
vel  obtusus  aut  acutus  sit  ? 

1.  Si  x  rectus  esset:  tum  (Fig  84)  punctum 
lineae  L  e  meditullio  (E  ipsius  2(33  generatum  quo¬ 
que  in  rectae  ab  meditullium  c  cadit.  Nam  recta 
meditullia  (E,  c  connectens  f  per  generationes  utrin- 
que  aequales)  ,  tam  ad  €  quam  ad  c  angulos  utrin- 
que  aequales,  adeoque  rectos  facit.  Si  jam  punctum 
lineae  L  per  Lrem  ipsi  a  aequalem  ex  £  erectam 
in  p  aut  q  caderet;  in  casu  primo  fieret 
adeoque  a^>  R,  qui  i  #=£+/4=R  erat;  at  idem  a<R 
esset,  quia  p= R  externus  interno  a  major  est  (uti 
suo  loco  indepedehter  demonstratur);  inaltero  ca¬ 
su  autem  fieret  izsih  ,  adeoque  i R ,  quamvis  ex¬ 
ternus  i  sit>(/?=R).  Unde  etiam  a)(^r  (Ec  esset. 

Atque  eodem  modo  punctum  lineae  L  e  me¬ 
ditullio  rectae  2((E  pariter  in  meditullium  rectae 
QC  caderet ;  atque  hoc  per  dimidiationes  cujusvis 
dimidii  in  QO  continuari  patet.  Tum  vero  nulla 
pars  Continua  lineae  L  ex  a  supra  aut  infra  rectam 
ab  cadere  poterit ;  nam  inter  a2(  et  Lrem  e  puncto 
quovis  lineae  dictae  ex  0  incipientis  fet  omne  jun¬ 
ctum  praeter  a  extra  rectam  ab  habentis)  ad  2fb 
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demissam ,  innumera  lineae  ejnsdem  puncta  per 
dimidiationem  dictam  generata  dantur  in  rectam  at> 
cadentia.  Essetque  hoc  pacto  linea  L  eadem  cum 
recta  nbcb —  (Fig  §3);  unde  ("per  inferiora)  omnia 
facile  patent* 

2.  Si  vero  a;  acutus  vel  obtusus  esset:  tum  a&eb--» 
talis  linea  e  rectis  composita  esset,  cujus  latera 
4lf>,  bc,  cb ---■  (^utrinque  in  QO  ),  essent  aequalia,  et; 
anguli  quoque  lateris  cujusvis  cum  praecedente  la^ 
iere  et  sequente  in  eadem  plaga,  aequales  essent. 
Si  x<2R,  tum  angulus  rectarum  aS  et  6c  inferior 
est  <22R;  si  R  esset,  «um  ubiqne  superior  es¬ 
set  <2  2R  ,*  potest  quidem  demonstrari  x  ^  R  non 
esse  ;  quia  tum  per  diagonalem  a33  duo  Ala  fierent, 
quorum  summa  angulorum  >*4R,  adeoque  A  da¬ 
retur,  cujus  angulorum  summa  ^>2R,  (quia  4  in 
duas  partes  dispesci  ita  nequit,  ne  aliqua  >2  sit); 
hoc  autem  fieri  non  posse  ("item  independenter ) 
pluribus  modis  demonstrari  potest.  Sed  sufficit 
nunc  linea  dicta  abeb---,  cujus  per  quemvis  angu¬ 
ium  duobus  rectis  minor  inteliigatur  :  dicatur  haec 
linea  X. 

3.  Manifesto  vero  lineae  X  nullum  latus  ex  gr. 
cb  ad  dextram  continuatum,  partem  ipsius  X  per 

1 res  ad  3(33  a  puncto  2  ad  laevam  cadentes  ge¬ 
neratam,  (ita  nec  ullam  L.rium  porro  ad  laevam 
cadentium)  secare  potest  :  nam  tam  omnes  [__res 
dictae,  quam  omnia  quae  inter  tales  L^es  sunt,  in 
plagam  plani  illam  cadunt,  quae  a  €c  ad  laevam 

est;  itaque  ut  sectio  dicta  fiat,  recta  cb  per  rectam 

2e  alicubi  praeter  c  transire  deberet,  et  tum  cb  in 

€e  caderet. 

***** 

4.  Ita  Lris  quaevis  2c  per  verticem  anguli 

ipsius  X  ex  c  ad  2133  missa,  angulum  ipsum  omni¬ 
no  bisecans  ,  nullum  praeter  c  punctum . cum  X  (aut 

cum  L)  Commune  habet:  nam  si  quod  pnnctmn  p 

/ — -/ 

Ipsius  X  adhuc  cum  2c  commune  esset;  hoc  p  in 
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jLrem  e  puncto  rectae  2133  a  €  diverso  erectam 
caderet;  et  si  p  etiam  in  caderet,  duae  rectae 
ad  eandem  rectam  Lres  concurrerent. 

5.  (Fig.85)  Rectae  ab,  ac,  ab  ex  eodem  a  ad  extre 
ma  laterum  lineae  X  ductae  vocentur  Q  ,  Q* ,  Q"  —  et 
nomine  generali  dicantur  Q;  atque  sit  Q  angulum 
lineae  X  quae  ad  a  est  bifariam  secans  .  (adeoque 

L_m  ad  2133  per  a)  ;  angulus  abc  est  r=6cb— cte  ^c; 
sed  quaeritur  ,  quo  cadat  respectu  aiicujus  Q  latus 
sequens  lineae  X  ?  Primo  statim  bc  infra  ab  cadit , 
quia  (  494  )  angulus  2  rectis  minor  accipitur;  por¬ 
ro  cb  infra  Q' cadit ;  secus  enim  aut  in  Q' aut  supra  Q* 
caderet.  In  Q7  non  cadit;  quia  id  aut  intra  c,  aut 
ultra  c  ex  gr.  in  t  esset;  et  in  casu  posteriore  /\  bd 

>  2R  esset,  in  altero  vero  per  t  b  secaretur  pars 
ipsius  X  ante  generata  (contra  494).  Idem  fieret,  si 
cb  supra  Q' 'caderet,  fieri  enim  hoc  inter  Q'  et  cb 
deberet  ;  nam  si  extra  cb  caderet,  /\lns  211  esset. 

Demonstratione  eadem  sempcr  ulterius  appli¬ 
cata ,  patet  quodvis  latus  sequens  infra  rectam  ex 
a  ad  initium  ejus  ductam  cadere. 

6.  Hinc  si  Q  circa  a  moveatur  per  bcbe  —  ; 
usquequo  in  2ta  perveniat  :  omnino  semper  in  ul¬ 
terius  punctum  lineae  X  veniet  ,  adeoque  eam  se¬ 
cabit  aliquamdiu,  ipsum  2(a  vero  nullum  latus  li¬ 
neae  X  secabit  (  494  J;  itaque  ut  supra  (  487)  da¬ 
tur  aliqua  recta  £)'  lineam  X  primo  non  secans,  in¬ 
tra  quam  quodvis  Q  angulum  utvis  parvum  £  cum 
Q'  efficiens  secat  lineam  X. 

Sed  tum  etiam  nullum  latus>  lineae  X  (ex 

gr.  cb)  ad  dextram  utvis  continuatum  secat  re¬ 
ctam  £2'  ullibi  (ex  gr.  in  t ).  Nam  Lri»  e  quovis 
puncto  ulteriori  (ad  dextram)  lateris  cujusvis  ut¬ 
vis  continuati  quoque  semper  ulterius  cadit:  nam¬ 
que  e  a  Lri  3Db  ad  dextram  cadit;  ita  continuatio 
rectae  be  per  Liem  transit  ad  dextram  ,  et  Lris 
e  quovis  puncto  rectae  hujus  quae  ab  c€  ad  de¬ 
xtram  cadit,  pariter  ad  dextram  cadit  ;  uti  etiam 
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l _ ii*  e  quovis  puncto  rectae  quae  per  novam  Ire»  ad 

dextram  transit. 

itaque  si  sectio  i  fieret;  tota  b  e  f - exce¬ 
pto  puncto  b  intra  abi,  adeoque  inter  Lres  3Ia 

et  i3  contineretur  quodvis  punctum  ,  et  quaevis 
Lris  generans  ex  eo  ad  313  missa,  et  ultra  3  nulla 
Lris  generans  daretur.  Idem  valet  quocunque  ca¬ 
dat  i,  atque  etiam  si  abcbef  -  -  -  versus  3155  convexa 
esset;  fquod  ut  dictum  est,  fieri  non  posse  faci¬ 
le  ostendi  potest). 

7.  Manifesto’  autem  hinc  pro  z  utvis  parvo  , 

,  q 

ex  gr.  z  \  pro  n  integro  utvis  magno  ,  crura  ali- 

n 

cujus  anguli  constantis  q ,  producta  in  00  etiam,  in¬ 
ter  crura  anguli  z  continentur.  Atque  hinc  si  q 
e  vertice  in  n  partes  aequales  dividatur;  inter  cu- 
jusvis  ejusmodi  mae  partis  crura  quoque  contine¬ 
bitur  unum  q  cum  cruribus  infinitis,  et  omnes  hi 
anguli  q  a  se  invicem  prorsus  distincti  erunt,  si  in 

quovis  “ita  accipiatur  Ilt  crura  ipsius  z 

e  vertice  anguli  ^  intra  [crura  anguli  cadant. 

Unde  cum  axiomate  fll  ,  2)  proposito,  angu¬ 
li  u  (  487  )  quantitas  >  aut  <  R  consistere  nequit. 
Consequ.  u  rectus  est. 

8,  Hine(Fig86)  si(exFig.  83)a3(=fr58,  et  angu¬ 
li  ad  3(,  a,  33, 6  recti  sint;  erunt  anguli  atyet  a'+/  ac 
0,  /3#  (alterni  dicti)  aequales,  uti  externus  ex  gr. 
j3''  interno  opposito  (3'”  aequalis  ,  et  quaecunque  re¬ 
cta  a6  secet  ipsam  3153  et  ab,  summa  interno¬ 
rum  est  duobus  rectis  aequalis.  Nam  /\la  rectan- 
g«la  3(a$8  et  653a  propter  bypothenusam  communem 
et  cathetum  a3£  catheto  655  aequalem  sunt  (per  in¬ 
teriora  ab  his  (independenter)  aequalia;  adeoqut 

a'  et  p  =  /3' ;  et  hinc  quia  |3=j3"  (nempe  suo 
verticali),  est  etiam  j3"=  |3'.  Atque  hinc,  quum 
“by+fltzsUR,  erit  etiam  p'4-y  -+-a— 2R. 
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9.  Hinc  item  quod  vis  A  fuerit;  (Fig  87)  per 
verticem  ta ii  linea  (sit  in  praec.)  generata,  erit 
7~/,  et  fi=[3's  adeoque  a  -f  ^  +  +  /=2'R. 

iO  Atque  hinc  o4-^=j3  +  a-l-^zz:2R ;  et  £=ixf  (3; 
nempe  producto  latere  quovis  Ali,  angulus  exter¬ 
nus  est  summae  internorum  oppositorum  aequalis. 

11.  Ft  hinc  jam  facile  sequitur  ;  quod  si  (Fig 
88  )  summa  internorum  <2K;  tum  rectae  seeent 

,  £eW 

se  invicem.  Nam  si  z/ -f-^-Fco 2  R,  et  $8  5  ipsam 

71  a  primo  non  secans  sit ;  erit  tum  recta  e  quo- 

***** 

vis  puncto  a  ipsius  71  a  ad  3$  ducta  ,  angulus  ad  a 
Ali  Tkb  (per  9)  aequalis  2R — u— p~u+p  +  ca  +  q — u 
— *jp=«  +  y.,  essetque  semper  \  quod  falsum  es¬ 
se  patet  (ex  Fig  89):  nam  si  a':r=a,  ita  /3,=p,  et 
ita  porro  cuivis  novo  lateri  ex  &  ducto,  e  fine  ejus 

in  71  a  aequale  accipiatur;  orientur  Ala”  aequi  crura 
se  in  00  excipientia;  in  quibus  *=± 2*% 
itaque  angulis  *,  -  generaliter  *  dictis, 

«  z' — vo.  Nempe  An  aequicruri  angulos  ad  basim  esse 
equales  infra  ab  hoc  indepedenter  demonstrabitur. 

12.  Superius  generatam  L  (per  def.p.463)  paral-^ 
lelam  ad  7 i-95  esse  patet ;  et  jam  hic  posito  axio*4 

mate  dicto ,  manifesto  recta  a  &  non  secat  rectam 

/N/ 

7135,  quaevis  alia  per  a  ducta  autem  ,  quum  ab 
aliqua  parte  summa  internorum  «<2R  fiat,  secat  re- 

ctam  7153 ;  et  manifesto  datur  eodem  modo  paral¬ 
lela  ad  rectam  quamtis  per  punctum  quodvis  ,  ea- 
que  una  sola  est. 

13.  Atque  hinc  (Fig  90)  si  rectae  A,  B  seeent 
se  invicem  in  p  ;  ubicunque  sit  A'  ad  A  parallela, 
etiam  A#  secatur  a  B.  Sit  enim  ex  p  recta  ad  quod¬ 
vis  aliquod  punctum  q  rectae  A';  erit  »4*e+w=2R; 
itaque  «?4*m<2R;  conseq.  B  uJtra  p,  et  A*  ultra  q 
continuatae  concurrent. 

14.  Pariter  patet ,  quocunque  moveatur  B  sibi 
parallele  (ex  gr.  in  B');  rectas  A'  et  B'  quoque  se- 
sare  se  invicem ,  et  angulos  %  et  k  ,  in  sectione 


498  ) 


r 

( 

\ 

prima,  esse  angulis  %  et  k  sectionis  posterioris  ae- 
.  quale*. 

1T>.  E  superius  dictis  autem  sequitur  etiam  in¬ 
ter  crura  anguli  ulvis  parvi  v  continuata  in  00  , 
angulum  4  rectis  quantovis  minorem,  simul  cum 
cruribus  continuatis  in  00  ,  imponi  posse,  nisi  ?*z;R 
sit  (  487  ). 

Nempe  inter  crura  anguli  utvis  parvi  v  (496) 

R 

angulus  certus  <$«=~  (pro  R  rectum  et  n  integrum 

n 

denotante)  imponi  potest,  adeoque  etsi  b  fu  e- 

rit ;  fiat  id  ad  distantiam  d  a  vertice  anguli  v  = 

Atque  hinc  fiat  ("Fig  91  )  linea  polygonalis 

a  b  c  b - ,  cujus  latus  quod  v  is  —  ri ,  et  angulus  qui¬ 

vis  (2  rectis  minorem  intelligendo)  sit  zz  2R-— 
1 

Bicaturque  a  continuatio  lateris  ah  efficiens 

1 

angulum  cum  bc ,  et  fiat  ex  b  recta  bb',  ex  c 

recta  cc',  ex  b  recta  bb'  ^c,  singulae  angulum—  b 

al 

eum  lateribus  e  punctis  $,  c5b - incipientibus  ef- 

fidentes  ,  ut  inter  crura  cujusvis  6  ad  distanti- 

am  d  sit  ~~~  $  +  =  b  positum  ;  quaevis  litera 

graeCa  autem  fuerit  ad  initium  lateris  alicujus,  effi¬ 
ciens  cum  eo  in  plaga  dextra  angulum  aliquem  jp, 
recta  ad  finem  lateris  ejus  cum  continuatione  e- 
jusdem  efficiens  anguium  externum  ~p  ,  insignia¬ 
tur  litera  graeca  sequente ;  ex  gr.  p  efficiet  cum 

continnatione  lateris  b  c  angulum  -i—  b  ,  ita  y  effi- 

t 

ciet  cum  continuatione  lateris  tb  angulum  2  »~b  , 

1 

ita  b  cum  continuatione  lateris  be  angulum  3.-j*5 

et  ita  porro  ,  donec  litera  graeca  prodeat  ,  quae 
cum  continuatione  lateris  praecedentis  efficiat  an- 
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gulum  ( adeoque  cum  latere  se¬ 
quente  faciat  angulum  4;/ .  b~ 2R. 


Mani  "esto  j3  in  plano 


supra  a,  et  y  su¬ 


pra  p  ,  ac  £  supra  y  ^c,  ac  quaevis  sequens  su¬ 
pra  omnes  praecedentes  cadit:  imo  si  omnium  re- 
c tarum  literis  graecis  denotatarum  tantum  pars  a 
linea  6  cb  e  « -  -  in  plagam  dextram  cadens  conside¬ 
retur  :  quaevis  supra  omnes  praecedentes  cadet  ; 
ii  i  e  c  illa  (quae  cum  latere  sequente  2  It  facit,  adeo- 


tfue  in  recta  erit  }  secat,  ipsam  a.  Erit  igutur  tota 
ihaec  recta  utrinque  00  ta  inter  crura  ipsius  i?  = 

,,  ««j»  ^  *ys> 

. nempe  6  6'  est  intra  aia',  cc'  intra  bb,  b  b' 


intra  c  c'  C/c. 

Unde  etiam  (Fig  92)  ad  rectarum  A,}B  an- 
;gulum  utvis  parvum  v  efficientium,  latus  quodvis 

\A  potest  talis  l _ ris  poni,  quae  utvis  producta  Ia» 

tus  alterum  B  utvis  productum  secare  nequeat.  Sit 
>enim  C  recta  talis,  quae  (per  praec.)  etiam  utrin- 
ique  00  ta  inter  crura  anguli  v  ab  ea  parte  in  GO 
producta  maneat:  demittaturque  e  quovis  puncto  p 
ipsius  G  L.ris  pq  ad  A  ;  cadet  haec  in  plagam  can- 
kiem  cum  C,  quia  si  in  alteram  caderet,  fieret 
cujus  unus  angulus  rectus  esset,  alter  autem  obtu¬ 
sus,  nempe  ipsi  v  acuto  deinceps  positus;  eonti- 
muatio  ipsius  pq  vero  transit  per  C  in  alteram  pla¬ 
ngam  ,  quae  pariter  tota  inter  crura k  angui  i  v  conti- 
metur. 


Atque  bine  (Fig  93  )  inter  crura  anguli  2v- , 
(quod  \  o  si  v  o) ,  non  solum  totam  L.iem 


:cc,  sed  a'c~ac  facta,  etiam  angulum  bfa't'  aequalem 
14 H— 2®  simul  cum  cruribus  00  tis  imponi  posse^pa- 
tet. 

Si  igitur  6a  circa  a  moveatur  versus  ac  u- 
squequo  in'  ac  perveniat ;  atque  priusquam  <\h  in  ac 
perveniat,  accipiatur  semper  tale  a',  et  tale  <5'  ad 


P  P  p  * 
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angulum  ei  quem  a b  cum  <ic  facit  aequalem,  ut 

0'fr'et  fl  6  se  invicem  haud  secent ;  atque  cogitetur 
semper  spatium,  quod  si  schema  circa  ea' revolve¬ 
retur  ,  maneret  a  via  ipsius  ab  ad  laevam,  et  id  quod 
a  via  ipsius  a'b'  ad  dextram  esset.  Hoc  pacto  quae¬ 
vis  spatii  portio  s  nihil  cum  recta  acf  (saltem  prse- 
ter  punctum  a]  commune  habens,  manifesto  alicui 
spatio  ad  laevam  generato  includetur;  pro  v  mi¬ 
nore  ,  qjiam  angulus  quivis ,  quem  recta  ex  a  ad 
aliqnod  punctum  ipsius  s  ducta  cum  aa'  facit;  at¬ 
que  a'  sufficienter  remoto  ,  ad  angulum  v  alteri  v 
aequalem,  aderit  alterum  s  quoque  cum  priori  ni¬ 
hil  commune  habens.  Unde  applicatio  4x.  propo- 
siti  (I;  3.)  patet :  non  tamen  duo  spatia  prodibunt; 
nam  dum  06  in  ac  pervenit ,  nascitur  quidem  to¬ 
tum  spatium  ,  sed  a'  in  00  tq  disparens  nullibi  am¬ 
plius  in  temporis  puncto  experte  ultimo  reperitur; 
et  antea  quidem  quodvis  punctum,  in  spatium  ad 
laevam  inclusum  est ,  sed  omne  nunquam  ante  fi¬ 
nem. 

16.  Ita  facile  demonstrantur  sequentia  : 

Imo.  Lineam  uniformem  L  (  495  )  nisi  recta 
sit,  extra  lineam  ab  cb  --  fluere,  cum  hac  (Fig  85) 
nonnisi  puncta  a b cb - communia  habentem:  at¬ 

que  hinc  applicatio  (Ax.  III.)  patet;  nempe  angu¬ 
lus  quem  continuatio  inferior  ipsorum  Q  cum  L 
extus  facit  ,  infrorsum  «,  superius  ad  2R 

(si  per  R'  intelligatur  angulus  quem  continuatio  re 
ctae  ali  cum  L  facit),  et  uterque  est  semper 
inferior  crescit  continuo,  superior  decrescit,  et 
manifesto  sunt  anguli  ad  utramque  continuationem 
cujus  vis  Q  aequales. 

2do.  7133  circa  21  sursum  motum  illico  secat  Ii- 
neam  L ,  i^ti  etiam  quaevis  Lris  ad  a7(  inter  a  et 
J  :  et  statim  post  11 ,  ad  dextram  laevamque  secat 
ipsum  L  ad  angulos  utrinque  aequales,  a  limite 
dicto  a  decrescentes  ,  et  dato  constante  aliquam¬ 
diu  semper  majores. 
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3tio.  Manente  a  ©t  remoto  li  in  semper 

porro  deorsum  in  00  simul  cum  Lri  31£3;  ac  ge¬ 
neratis  super  quavis  TtSB  cum  Lri  ali  lineis  L  ,  et 
angulo  ,  quem  recta  ipsam  L  primo  non  secans 
cum  ali  facit  ,  generaliter  u  dicto  ;  atque  etiam 
quovis  centro  li  radio  o2l  descriptis  circulis;  angu¬ 
lus  u  o;  alioquin  recta  pro  certo  angulo  Lrem 
utvis  remotam  secaret  (contra  499)  ;  porro  lineae 
L  solum  punctum  a  commune  habebunt,  et  descen-  < 
dent  ;  circuli  vero  idem  punctum  u  solum  commu* 
ne  habebunt,  sed  ascendent  continuo,  gaudebunt- 
que  limite  geometrio  certo  eodem  :  quem  existere, 
uti  et  superficiem  per  revolutionem  hujus  lineae 
circa  ali  ,  atque  utramque  formam  uniformem  esse 
constat;  estque  si  XI  Ax.  Fuci.  verum  sit,  linea 
dicta  recta ,  et  superficies  plantem;  in  omni  tamen 
casu  tam  linea  haec  quam  superficies,  sola  ^deter- 
minatur  in  spatio . 

Describi  vero  linea  dicta  motu  puncti  con- 
tinuo  potest  modo  sequente.  Sit  prius  (  Fig  94 ) 
//=11 ,  et  moveatur  ab  circa  a  usque  in  ac;  simu¬ 
lae  6  in  arcu  a  viam  aliquam  describet ,  illico  da¬ 
bitur  aliqnod  c ,  Unde  erecta  Liis  primo  non  secans 

rectae  ab  est,  ©t  pro  ca/=ca  erit  etiam  cfb'  primo 

non  secans  ipsius  ab.  Puncto  b  in  arcu  k  porro 
moto  vero  ,  punetnm  c  ab  a  incipiendo  semper 
porro  movetur ;  nam  pro  quovis  puncto  interiore 
ipsius  a,  datur  c ,  et  quidem  semper  ulterius;  nec 
ullum  punctum  ultra  quodvis  c  ab  a  incipiendo 
est,  cui  aliquod  punctum  ipsius  a  non  respondeat, 
et  cuivis  ulteriori  puncto ,  interius  punctum  ipsius 

o^respondet.  Nam  si  ab  primo  non  secans  ipsius 

cp  sit,  interius  ducta  recta  secabit  ipsam  c  p ,  a- 
deoque  illa  Lris  quam  non  secat,  ulterius  esse  de** 
bet;  si  vero  aliquod  c  esset,  cui  non  responderer 
punctum  aliqnod  interius  ipsius  a,  tum  Lris  ex  a 

esset  primo  non  secans  ipsius  cp  ;  atque  tum  pro 


(  502  ) 

recta  ac  verum  esset  Ax,  XI;  et  tum  de  omnibus 
facile  demonstraretur.  Potest  igitur  c  ex  a  incipi¬ 
endo  ita  moveri  porro  ,  ut  mota  ab  circa  a,  (adeo- 
que  mota  6  in  a)  donec  u  (prius  =K}  fiat  cp 

semper  tale  sit,  ut  ab  primo  non  secans  illitis  sit : 

atque  hinc  eadem  ad  a'  applicando,  poterit  a'  ex  a 

.  ***  ^ 

ita  porro  moveri,  ut  ab  et  a'b',  quaevis  alterius 
primo  non  secans  sit.  *  * 

Atque  jam  moveatur  (Fig  95)  ab  circa  a 
versus  ali  in  eodem  plano,  donec  u  (prius  =R)  fiat 

— o  ,  atque  interea  in  a  6  moveatur  punctum  b' 

semper  porro,  ita  ut  6'  in  moto  ab  semper  in  lo¬ 
co  dicto  ipsi  u  respondente  sit  :  erit  via  ipsius  6' 
(per  motum  hunc  compositum)  linea  dicta .  Peli-’ 
qua  autem  ultro  patent;  uti  et  ea  quae  reliquo¬ 
rum  axiomatum  propositorum  quovis  posito,  rem 
deciderent:  nec  operae  pretium  est  plura  referre; 
quum  res  tota  ex  altiori  contemplationis  puncto  , 
in  ima  penetranti  oculo,  tractetur  in  Appendice 
sequente,  a  quovis  fideli  veritatis  purae  alumno 
digna  legi. 
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APPENDIX. 

scientiam  spatii  absolute  veram  exhibens ' 

a  veritate  aut  falsitate  Axiomatis  XI  Eucltdei 
(a  priori  haud  unquam  decidenda )  in- 
dependentem;  adjecta  ad  casum  fal- 
sitatis  5  quadratura  circuli 
geometrica. 


Anetor  e  johanne  bolyai  de  eadem,  Geometrarum 
in  Exercitu  Cacsareo  Regio  Austriaco  Ca¬ 
strensium  Capitaneo 


/ 


EXPLICATIO  SIGNORUM. 


ab  -  -  - 


abc  -  -  - 


<v 

ahc  -  - 


abc  - 


-  - 


L  -  -  - 
A  -  -  - 
R  -  -  - 

ah~cd  - 


a 

o  - 

©r  - 


«6  denotet  complexum  omnium  punctorum  eum 
punctis  a,  $  in  recta  sitorum. 

rectae  ab  in  a  bifariam  sectae  dimidi¬ 
um  illud,  quod  punctum  b  complectitur. 

Complexum  omnium  punctorum  ,  quae 
cum  punctis  #,  $,  c  (non  in  eadem  recta 
sitis)  in  eodem  plano  sunt  s 

plani  abc  per  ab  bifariam  secti  dimi¬ 
dium,  punctum  c  complectens. 

portionum  ,in  quas  abc  per  complexum 

rectarum  ba>  bc  dividitur,  mitiorem-, si* 

ve  angulum ,  cuius  ha,bc  crura  sunt 

r- — / 

(si  d  in  abc  sit  et  ba7  cd  se  invicem  non 

secent)  portionem  ipsius  abc  inter  ba, 

bc ,  cd  comprehensam  ;  bacd  vero  por» 

tionem  plani  abc  inter  ab ,  cd  sitam, 
perpendiculare, 
angulum, 
angulum  rectum. 
cab  —  acd . 
congruens  *).  ■ 

x  tendere  ad  limitem  a, 
peripheriam  circuli  radii  r. 
aream  circuli  radii  r. 


v;i 


'V> 


*)  Sit  fas  ,  signo  hocce  ,  quo  summi**  Geometra  O-AUSS 
numeros  congruos  insignivit;  congruentiam  geometricam  que-- 
que  denotare  :  Rulla  ambiguitate  exinde  metuenda. 


\ 


%  1.  (Fig.l.)  Si  rectam  am  non  secet  plani  ejusdem 
recta  bn  ,  at  secet  quaevis  bp  (in  abn)  i  designetur 
lioc  per  bn\\\am.  Davi  talem  bn,  et  quidem  unicam, 
e  quovis  puncto  b  (extra  «/»),  atque  bam  \ahn  non) 
%R  esse  patet;  nam  bc  circa  b  mota,  donec  bam 

f&bczz 2R  fiat,&T  ex  am  aliquando  primum  exit,  est- 
que  tunc  bc\\\am.  Nec  non  patet  esse  bti[\\em,  ubi¬ 
vis  sit  e  in  am  (supponendo  in  omnibus  talibus 

casibus  esse  am  >  ae ).  Et  si,  puncto  c  in  am  abeun- 
te  in  infinitum,  semper  sit  cdrz  cb  ;  erit  semper 
cdbrz  ( chd  <C  ubc);  ast  nhc  o\  adeoque  et  adh 


o. 


am . 


§2,  (Fig  .2),  Si  5n\Uam.;  est  quoque  cn 
Nam  sit  d  ubicunque  in  macti.  Si  c  in  bn  sit;  bd\ 


secat  am  (propter  bn\\lqm),  adeoque  et  cd  secat 

am;  si  vero  £  in  bp  fuerit;  sit  hq\\\cdz  cadit  bq  in 

abn  (§  l),  secatque  am ,  adeoque  et  cd  secat  am>\ 

Quaevis  cd  igitur  (in  acti)  secat  in  utroque  casu 

am  absque  eo,  ut  cn  ipsam  am  secet.  Est  ergo  sem« 
per  ctt.ll jam. . 

§3.  (Fig.2).  Si  tam  $^quam  cs  sit.I||an»-3  et  c  non 

sit  in  br  ;  tum  br ,  cs  se  invicem  liaud  secant.  Si 

enim  br,  cs  punctum  d  commune  haberent ;  (per 
§.  2.)  essent  dr  et  ds  simui  j[|  ani,  caderetque  (§•  E) 

ds  in  dr  et  c  in  br  (contra  hyp). 

§  4.  (Fig.3),  Si  mati  )>  mab  ;  pro  quovis  puncto 

h  ipsius  ab  datur  tale  c  in  am,  ut  sit  bcm  =  nam - 
Nam  datur  per  (§.  1.)  bdm y  nam.,  adeoque  mdp  ^ 
man,  caditque  b  in  nadp.  Si  igitur  nam  juxta  am  ~ 

ratur ,  usquequo  dn  in  dp  veniat ;  aliquando  uti 
per  b  transiissc,  et  aliquod  bcm  ~  nem  esse  oporie\ 

2 


<  *  ) 

§5.  (Fig.  l).  Si  hn 1||  Qtjxh  ,  datur  tale  punctum  / 

in  am,  ut  sit  fmi 2=  hn.  Nam  per  §.  1.  datur  bcm"}  ' 
cbn\  et  si  ce— ch ,  adeoque  ec  =2=  ;  patet  esse 

dem  *\  ehn.  Feratur p  per  ec,  Ale  semper  u,  et 
Aio  pfesemper  v  dicto  ;  patet  a  esse  prius  ei  si¬ 
mul  tan  eo  v  minus,  posterius  vero  esse  inajus.  Cre¬ 
scit  vero  u  a  hem  usque  hem  continuo  ;  cum  (per 
§.4.)  nullus  Aius  hem  et  <(  hem  detur  ,  cui  u 
aliquando  non  fiat;  pariter  decrescit  v  ab  ehn  usque 
chn  continuo:  datur  itaque  in  ec  tale  f  ,  ulbfm— 
ihn  sit» 

**  /'V/ 

§  6.  Si  bn\\\  am .  atque  ubivis  sit  e  in  am^tgin  hn: 

tum  gn\\\em  et  em  |jj  gn.  Nam  (per  %.  !•)  est  bn\\\  mi, 
et  hinc  (per  §.2.)  gn[\\  em.  SI  porro  fm£a  b&£§.5.')} 
tum  mfh?i—uhfm ,  adeoque  (cum  hn\\!fm  k  sit)  et¬ 
iam  fm[\\  hn  ,  et  (per  praec.)  em^jgn. 

§  7.  (Fig.  4),  Si  tam  hn  quam  cp  sit III»*»,  et  c 

non  sit  in  hn;  est  etiam  bn\\\cp%  Nam  cp  se 
invicem  non  secant  (§..  3);  sunt. vero  am,  hn ,  cp  aut 
in  plano  ?  aut  non;  atque  in  casu  primo  am  aut  in 
hncp  est,  aut  non.  Si  pq  hn ,  cp  in  plano  sint,  et 

am  in  hncp  cadat :  tum  quaevis  hq  (  in  nhc )  secat 

am  in  aliquo  puncto  d  (quia  hn\\\ am)  ;  porro  cum 

dml\\cp  sit  (§.  6.),  patet  dq  secare  cp,  adeoque 
esse  Snl\\cp.  Si  vero  hn,  cp  in  eadem  plaga  ipsius 
am  sint  ;  tum  aliqua  earum  ex.  gr.  cp  ,  intra  du- 

'v/ 

as"  reliquas  hn,  am  cadit;  quaevis  hq  (in nha)  au- 
em  secat  am ,  adeoque  et  ipsam  cp.  Est  itaque 

■Snltl  cp.r-  ■  n 

. c  Si  mah,  mac,  /\lum  efficiant  ;  tum  ehn  cum  ahn 
nonnisi  bn  ?  atn  vero  (in  ahii)  cum  bfi ,  adeoque  nhc 
quoque  cum  am ,  nihil  commune  habent.  Per  quam- 
vis  bd  (in  nha)  autem  posbum  hed  secat  am,  quia 
(propter  hnljj  am)  bd  secat  am.  Moto  itaque  bcu.c ir- 
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ca  bc7  donec  ipsam  am  prima  vice  deserat,  postre- 

ino  cadet  bccT  in  bcn.  Eadem  ratione  cadet  idem 

in  bfy;  cadit  igitur  bn  in  bcp.  Porro  si  br\\\cp  ; 
'tum  (quia  etiam  am\\\  cp^)  pari  ratione  cadit  brin. 

bam  5' nec  non  (propter  br\\\cpi)  in  bcp.  Itaque  6/* 

ipsis  mab ,  pcb  commune,  nempe  ipsum  bn  est,  at¬ 
que  hinc  bn\\\cp* 

Si  igitur  cp\\\am,  et  b  extra  eam  sit;  tum  sec¬ 
tio  ipsorum  bam  ,  bcp  ,  nempe  bn  estilitam  ad  am , 

quam  ad  cp.  '  ■ 

§8.  (Fig.5).  Si  bn\\\  et  ^  cp  (vel  brevius  bn\i \&> 
^X^^tque  amft[ in  nbcp )  rectam  bc  L  riter  bisse- 

cet;  tum  bti\\\ am.  Si  enim  bn  secaret  am  ,  etiam 

cp  secaret  am  in  eodem  puncto(cum  mabn~macp\ 

quod  et  ipsis  bn  ,  cp  commune  esset  ,  quamvis  bn 

ij I  cp  sit.  Quaevis  bq  (in  cbii)  vero  secat  cp  ;  adeo- 

que,.  secat^  etiam  anu  Consequenter  bn[\\am. 

§9.  (Fsg.6).  Si  bni\\am ,  map\__mab  ,  atque  A, 
quem  //$6?  cum  (in  ea  plaga  ipsius  mabn ,  ubi 
est)  facit,  sit  <(  J?:  tum  et  se  invi¬ 
cem 'secant.  Nam  sit  bam  =  ac  L_  (sive  in  5 

cadat  c,  sive  non)  et  ce  L  (i11  tibd)\  erit  (per 

byp.)  ace  <(  i?,  et  (L-  iu  acG  cadet.  Sit  ap 

sectio  (punctum  a  commune  habentium)  abf  etamp% 
erit  bap  —  bam  ~  R  (cusu  sit  bam  [__  map ),  Si  deni¬ 
que  abj^.  in  «<5  wT  ponatur  (0  et  b  manentibus);  ca¬ 
det  ap  in  am \  atque  cum  ac  L  et  af  L  ac  sit, 
patet  af  intra  bn  terminari ,  adeoque  bf  in  abn 
cadere.  Secat  autem  bf  ipsam  ap  m  hoc  situ 
(quia  bn\\ lam),  adeoque  etiam  in  situ  primo,  ap  et 
bj  invicem  secant;  estque  punctum  sectionis  ip- 


t 
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sis  map  et  nhd  commune:  secant  itaque  map  et  nhd 

se  invicem.  Facile  exhinc  sequitur  map  et  nhd  s© 
mutuo  secare ,  si  summa  internorum,  quos  cum  mabn 
efficiunt,  <(  2 R  sit. 

§  10.  (Fig.7).  Si  tam  hn  quam  cp  sit  ilf  =Qa  am  ; 
est  etiam  hn\\\  =2s  cp.  Nam  mab  et  mac  aut  /\lum 
efficiunt,  aut  in  plano  sunt. 

Si  prius;  bissecet  qdf  rectam  ah  \_riter\  erit 

dq[^ah ,  adeoque  dq  Illam  f§.8.) ;  pariter  si  ers 
bissecet  rectam  ac  [^riter ,  est  er\\\am ;  unde  dq 
l|j  er  (§.  7.).  Facile  hinc  (per  §.  9.)  consequitur  * 


qdf  et  ers  se  mutuo  secare,  et  sectionem  fs  esse 
itldq  (§.  7.)  ,  atque  (propter  b?i\\\  dq)  esse  etiam 

ir 

fsj[l  hn.  Est  porro  (pro  quovis  puncto  ipsius  fs ) 

fh~fa~fc  ,  caditque  /6*  in  planum  rectam 
\__rUer  bissecans.  Est  vero  (per  §.  7.)  (cum  sit 
fs\i\hn)  etiam  gt\\\b?i.  Pari  modo  demonstratur 
gtlll  cp  esse.  luterim  gt  bissecat  rectam  bcl^riter; 
adeoque  tbgn~E-tgcp  (§«1.)  et  hn\\j  &  cp. 

Si  am ,  cp  in  plano  sint;  sit  ( extra  hoc  pla¬ 
num  cadens)  fs ](|  tum  (per  praec.)  /y|jj  £» 

tam  ad  hn  quam  ad  cp ,  adeoque  et  hn\ jj=0=  cp . 
f§  11.  Complexus  puncti  a,  atque  amnium  puncto¬ 
rum  ,  quorum  quodvis  h  tale  est,  ut  si  hnW  qm? 
sit,  sit  etiam  hn  £*  am ;  dicatur  F:  sectio  vero  ipsi¬ 
us  F  cum  quovis  plano  rectam  am  complectente 
nominetur  L .  In  quavis  recta,  quae  J|  jam  est,  F 
gaudet  puncto  ,  et  nonnisi  uno  ;  atque  patet  L  per 

am  dividi  in^duas  partes  congruentes  ;  dicatur  am 
axis  ipsius  L  ;  patet  etiam,  in  quovis  plano  re- 

Ctam  am  complectente,  pro  axe  am  unicum  L  dari. 

Quodvis  eiusmodi  X, dicatur  L  ipsius  am  (  in  plano* 
de  quq  agitur,intelligendo).Patetper  L  circa  am  revo- 

lutum,  F  describi,  cuius  am  axis  vocetur,  et  vicissim 


F 'axi  am  attribuatur. 


!(  M 

§  12.  SI  b  ubivis  in  I  ipsius  am  fuerit ,  et  bulli 

~  ,  _'V/ 

am  (§.ll);tum  L  ipsius  am  et  L  ipsius  bn  cornei « 

idunt.  Nam  dicatur  X  ipsius  ^  distinctionis  er¬ 
igo  /;  sitque  c  ubivis  in  / ,  et  cp |j|  =£s  bn  \  (§.  ll.J  ; 
eerit  (cum  et  j|£k  am  sit)  cp\\\~  dm  (§.  10), 
mdeoque  c  etiam  in  L  cadet.  Et  si  c  ubivis  in  L 
ssit,  et  ,fcjpl||  =2»  am ;  tum  cp\\\£±  bn  (§•  10.);  cadif- 
jque  c  etiam  in  l  (§.  11).  Itaque  L  et  l  sunt  eadem; 

lac  quaevis  bn  est  etiam  axis  ipsius  L  ,  et  inter 
omnes  axes  ipsius  L ,  £b  est.  Idem  de  F  eodem  mo» 
Mo  patet. 

§.13.  (Fig.8)*  Si  bnlHam,  cp\\\dq ,  et  bamdfabn 
^2 11  sit  ;  tum  etiam  dcp^cdq  zz  2/£.  Sit  enim  eazzeb 
>et  efm  —  dep  (§.4.);  erit  (cum  bamfab?i=z2Rzz  dbn 
\fabg  sit)  ebgzzeaf;  adeoque  si  etiam  bg  =?  af  sifc> 

'/ivbg^&eaf ,  beg^aef,  cadetque  ^  in /e.  Est 
)porro  gfm-ffgn  =2 J?  (quia  tgj  =  e».  Est  etiam 
gnlllfm  (§,  6.);  itaque  si  mfrs—pcdq,  tum  fsMg» 
(§.7.)  ,  et  r  in  vel  extra  /g-  cadit  (si  non  =  /)r, 
mbi  res  jam  patet).  * 

I.  In  Casu  primo  est  frs  non  >  (2/2—  rfm  =  fgn), 
tfuia  rsljifm;  ast  cum  rslljgn  sit,  est  etiam  frs 
non  </§■«;  adeoque  frs  =:  fgn,  et  rfm+frs  -gfm* 
tfgn  -  211.  Itaque  et  dcp-fcdq  z:2R. 

II-  r  ^extra  fg  cadat  ;  tunc  ngr—mfr ,  sitque 
vnfgn—ngKl ~lhko  et  ita  porro ,  usquequo  fk  =  vel 
iprima  vice  >  fr  fiat.  Est  heic  kol\lhl\\lfm($.7\  Si 
^  m  r  cadat;  tum  ho  in  rs  cadit  (§.}.);  adeoque 
Tfmffrs  =  kfmffko  =  Sfmffgn  =2 R  ;  si  vero  r  in 
ihk  cadat,  tum  (per  I.)  est  rh(^krs—2R^  rfm+frs 
zz  dcp\cdq. 

§14.  Si  Suillam,  cpHjdq,  et  SamfaSn  <C%R  sit; 
tum  etiam  dcp^cdq  <^2R.  Si  enim  dcpfcdq  non  es-  ■ 
,®et  <>  adeoque  (per  §.  1.)  esset  =  2 R  ;  tum  (per 
s!§.13.)  etiam  bam\abn  h2J?  esset  (contra  byp). 

§15.  Perpensis  §§.13.  et  14.  Systema  Geometriae, 
'mypothqsi  veritatis  Axiomatis  Euclidei  XI.  insi- 
stens  dicatur  22.;  et  hypothesi  contrariae  super - 
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structum  sit  S.  Omnia ,  quae  expresse  non  dicens 
tur ,  in  2  vel  in  $  esse  ;  absolute  enuntiari ,  i.  e. 
illa ,  2  $  reipsa  sit ,  asseri  Intel - 

ligatur. 

§  16.  (Fig.5).  Si  «m  sit  axis  alicujusX  ;  tum  L  in 
2  recta  L.am  est.  Nam  sit  e  quovis  puncto  £  ipsius  I 
axis  ;  erit  in  2  bam\abn  = ‘Ibam  —  2J2,  adeoque 

rs/  :  A  »'  ’ 

bam~R.  Et  si  c  quodvis  punctum  in  ab  sii  ,  at-» 
que  cp\\\am ;  est  (per  §.  13.)  cp  am ,  Jadeoque  c 
in  L  (§.  1 1.) 

In  $  vero  nulla  3  puncta  «,-5,  c  ipsius  L  vel  F 
in  recta  sunt.  Nam  aliquis  axium  am ,  bn^cp  (ex.gr. 
am)  intra  duos  reliquos  cadit  ;  et  tunc  (per  §.  14.) 
tam  bam  quam  cam  <*• 

§  17.  L  est  etiam  in  S  linea ,  et  F  superficies . 

Nam  (per  §.  11.)  quodvis  plahilm  ad  axem  ^  (per 
punctum  aliquod  ipsius  Fj  [_re ,  secat  ipsum  Xin 
peripheria  circuli,  cuius  planum  (per  §.  14.)  ad 

nullum  alium  axem  bn  L  re  est.  Revolvatur  F 
circa  bm,  manebit  (per  §.  12.)  quodvis  punctum  ipsi- 

*•  -V  . 

ns  F  in  JF,  et  sectin  ipsius  F  Cum  plano  ad  bn 
non  L .ri->  describet  superficiem;  atqui  jP  (per  §.12), . 
quaecunque  punctae, b  fuerint  in  eo,  ita  sibi  con¬ 
gruere  poterit,  ut  a  in  b  cadat;  est  igitur  F  su¬ 
perficies  uniformis.  Patet  hinc  (per  §.  11.  et  12) 
X  esse  lineum  uniformem . 

§l8.(Eig.t).  Cvjusvis  plani,  per  punCtum  ^ipsiusr 
_Facf  axem  am  oblique  positi, sectio  cum  F  in  S  peri * 
pheria  circuli  est.  Nam  sint  a,  b,  c,  3  puncta  hujus 
sectionis ,  et  bn ,  cp  aXes ;  facient  ambn ,  amcp 
f\lum ;  nam  sectis  planum  (ex  §.16.)  per  a,b,c 
determinatum  ipsam  am  complecteretur  (contra 
hyp).  Plana  igitur,  rectas  ab ,  ac  L riter  bissecan- 

tia  se  mutuo  secant  f§-  10.)  in  aliquo  axe  fs  (i- 
psius  jP)  ,  atque  fb  —fa  7=<fc.  Sit  «AL  fs^  et  revolva¬ 
tur  fah  circa  fs  ;  describet  a  peripheriam  radii  ha, 

'V/ 

per  b  et  c  euntem  5  et  simul  in  F  et  ahc  sitam 
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nec  Fet  abc  praeter  O  ha  quidquam  commune  ha* 
bent  (§.  16.)*  Patet  etiam  portione  fa  lineae  L  (tan- 
quam  radio)  in  F  circa  j*  mota  ipsam  O  hk  descri¬ 
bi. 

§  19.  (Fig.5).[_ Iris  ad  axem  bn  ipsius  L  (in. 

planum  ipsius  L  cadens)  est  in  S  tangens  ipsius  L. 

Nam  L  in  It  praeter  b  nullo  puncto  gaudet  (§.14.), 
si  vero  bq  i n  tbn  cadat,  tum  centrum  sectionis  pia- 

ni  per  bq  ad  tbn  cum  F  ipsius  bn  (§.18.)  ma- 

' — y 

nifesto  in  bq  locatur,  et  si  bc  diameter  sit,  patet  bq 

*****  ^ 

lineam  L  ipsius  bn  in  c  secare. 

§.20.  Per  quaevis  2  puncta  itiF  linea  L  determi¬ 
natur  (§.  11.  et  18);  atque  (cum  ex  §§.  16.  et  19  L 
L  ad  omnes  suos  axes  sit)  quivis  y\  L  lineus  in  F, 
Al°  planorum  ad  F  per  crura 

§  21.  (Fig.  6).  Duae  lineae  Lformes  ap ,  bd  in, 
eodem  F ,  cum  tertia  Lformi  ab  summam  inter¬ 
norum  ^  2R  efficientes,  se  mutuo  secant  (per  ap‘ 

m  F  intelligendo  L  per  ap  ductum,  per  ap  vero^  di¬ 
midium  illud  eius  ex  a  incipiens ,  in  quo dp  cadit). 

Nam  si  am9  bn  axes  ipsius  F  sint;tum  amp ,  ^^secant 
se  invicem  (§.9.);  atque  F  secat  eorundem  sectio- 

iie.m  (per  §§.7.  et  11.);  adeoque  et  ap.  bd  se  mutuo 
sccaiit. 

Patet  exhinc  Axioma  XI.  et  omnia ,  quae  in  Geo¬ 
metria  Trigonometriaque  (plana)  asseruntur,  abso- 
lute  constare  in  F,  rectarum  vices  lineis  Z  subeunti¬ 
bus:  idcirco  functiones  trigonometricae  abhirfc  eodem 
sensu  accipientur,  quo  inSveniunt;  et  peripheria  cir¬ 
culi,  cuius  radius  L  formis™,/'  in  F,  est==2jrr,  et  pa¬ 
riter  O  r  (in  F)  ™  $rr2  (per  it  intelligendo  1  Qi  in 
JF,  sive  notum  3,1415926«--) 

22.  (Fig.9.  Si  ab  fuerit  L  ipsius  am ,  et  c  in 
am ;  at9ue  A  ca&  (e  recta  am  et  lformi  linea 

*  B. 
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>  ab  compositus)  feratur  prius  juxta  ab^  tum  juxta 

la  sero  per  porro  in  infinitum  :  erit  via  cd  ipsius 
c  linea  L  ipsius  cm.  Nam  (posteriori  l  dicta)  si€ 

punctum  quodvis  d  in  cd  ,  dn\\\cm,  et  6  punctum 

ipsius  L  in  dn  cadens  ;  erit  hn  am,  et  ac  —  hd 
ad  eo  que  dn  =£=  cm  ,  consequ.  jn  /.  §i  vero  ^  in) 

et  dti  1  fi  cm  ,  atque  6  punctum  ipsius  L  ipsi  "dn  com¬ 
mune  sit  ;  erit  amd±  bn  et  cm  =£b  dn  ,  unde  mani¬ 
festo  bdzzac ,  cadetque  e? in  viam  puncti  c3  et  sunt 

/  et  cd  eadem.  Designetur  tale  2  per  /II  L. 

§.  23.  (Fig.9)  Si  ljnea  Lformis  edf\\  ab  e  (§.22.), 

et  al  —  le,  atque  am,6n,  ep  siht  axes;  erit  mani¬ 
festo  cd  —  df\  etsi  quaelibet  3  puncta  a,b,e  fue- 

rint  ipsius  ab ,  ac  a[^=n.cd.  erit  quoque  ae~n.  cf; 
adeoque  (manifesto  etiam  pro  ab,  ae,dc  incommen¬ 
surabilibus)  ab  :  cd  —aci  cf*  estque  ab  :  cd  ab  ab 
mdependens ,  et  per  ac  prorsus  determinatum.  De¬ 
notetur  quotus  iste  ,  nempe  ab  x  cd  litera  majori 
eiusdem  nominis  (puta  per  X),  quo  ac  litera  minus¬ 
cula  (ex.gr.  x)  insignitur. 


'  '  'V 

24e  Quaecunque  x  et  y  fuerint ;  est  X~  F^~(§.23) 
Nam  aut  erit  alterum  (ipsorum  x,  y)  multi d Ium  al¬ 
terius  (ex.gr.  y  ipsius  x),  aut  non. 

Si  y — nx ;  sit  x  zz  ac=:  cg  ~  gh  usque  quo  ah~ 
y  fiat ;  sit  porro  cd  ll  gk  II  M  ;  erit  (§.23.)  X=-ab  :  cd 


=  cd  igk —  gkz )ki\  adeoque  ~  =  (— )^5  sive  I 


JL 


X  —  ^  *  .  Si  y  multipla  ipsius  i  sint,  puta  ars. 
mi,  et  y  —  ni ;  est  (per  praec.)  X=  In  ,  Y—In 

<y 


consequ.  F  „  Xm  _  X.  x  .  Idem  ad  casum  incotn- 
mensmabilitatis  ipsorum  x  ,y  facile  extenditur.  Si 
vero  luerit  q~y—x%  erit  manifesto  Q=Y  i  X. 
Nec  non  manifestum  est5  in  2  pro  quovis  x  es- 


( 
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se  ,  in  8  vero  X)>  1  esse,  atque  pro  quibus¬ 

vis  ab ,  abe  dari  tale  cdf  ii  abe,  ut  sit  cdf—ab^u n« 
de  ambjizEamep  erit ,  etsi  hoc  illius  qualevis  mul¬ 
tiplum  sit  ;  quod  singulare  quidem  est ,  sed  absur- 
ditatem  ipsius  S  evidenter  non  probat, 

§.25.  (Fig.lO)  In  quovis  rectilineo  £Jo  sunt  pe- 
Ttpheriae  radiorum  lateribus  aequalium 3  uti  sinus 
,f\Jorum  oppositorum . 

Sit  enim  abc  =  R  ,  et  am  U  bac *  atque  sint  bn  5 
cp \\\arn;  erit  cab  [__  ambn  ?  adeoque  (cum  cb  ba 
sit)  cb  L  ambn  ,  conseqn.  cphn  ambn.  Secet  JP 


ipsius  cp  \  rectas  bn,  am  (respeetive)  in  d,  e,  et 
fascias  cpbn^  cpam->  bnam  in  lineis  Xformibus 
'*cd,  cer  de;  erit  (§.  20.)  ctfe  “  [\lo  ipsorum  n dc,  ude , 
adeoque  zz  R ;  atque  pari  ratione  est  ced  ^z:  cab 9 
Est  autem  (per  §.21.)  in  Zlineo  A  ced  (heic  ra¬ 
dio  semper  =  1  posito)  ec  :  dc  ~  1  :  sin  dec  zz.  1 :  sin 
cab .  Est  quoque  (per  §.21.)  ec  dc  ~  Q  ec  i  0  dc 
(in  F )  =  i  (§.  18.);  adeoque  est  etiam 

Xjac  :  C)bc  zz  1  :  sia  ;  unde  assertum  pro  quo¬ 
vis  A lo  liquet. 

§.20.  In  quovis  sphaerico  A  lo  sunt  sinus  la¬ 
terum  ,  uti  sinus  filorum  iisdem  oppositorum* 

Fig.  11.  Nam  sit  abc  —  II ,  et  [_ad  sphaerae 
radium  oa;  erit  ced  A  aob,  et  (cum  etiam  boc  L 
iboa  sit)  cd  L  ob.  Iri.  A  A  eeo ,  edo  vero  est  (per 
25.)  0ec  :  0oc  :  Q)dczz  sin  coe  :  1  ;  sin  cod~ 
sin  ac  i  1  :  sin  bc;  interim  £§.25.)  ctiamQec  :  O  dc= 
sin  ede  :  sin  ced ;  Itaque  sin  ac :  sin  bc  =  sin  Gde 
:  sin  cedi  est  vero  cdezz  F  —  cba  ,  atque  cedzz  cab . 
.Consequenter  sin  ac  :  sin  =  1  2  sin  a .  E  quo  pro- 
wnanans  Trigojiometria  sphaerica ,  «5  Axiomate 
'XI  independenter  stabilita  est 

§.  27.  (Fig.  12.)  Si  ac,  sint  ,  efc  feratur 

UjffJ  juxta  ab;  erit  (via  puncti  c  dicta  heic  cd)  :  ab— 
sin  u  i  sin  v.  Nam  sit  de\_^ca;  est  in  A  A  ade  9 
mdb  (per§25.)  Qed  :Q)adi  Qab  zz  siu  m  :  1 :,sin  v.  Be 
voluto  bacd  circa  ac  ,  describetur  Q)ab  per  b,Q)  d 
per  d ;  et  via  dictae  cd  denotetur  heic  per  Qdte. 
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Sit  porro  polygonum  quodvis  bfg  —  ipsi  Q)ab  in¬ 
scriptum  ;  nascetur  per  plana  ex  omnibus  lateri¬ 
bus  bf ,  fg  & ,  ad  Qab  L ria  y  in  Qcd  quoque  figu¬ 
ra  polygonalis  totidem  laterum  ;  et  demonstrari  ad 
instar  §.  23  potest,  esse  cd  z  ab  =  dh  z  bf~hk  zfg 
y ,  adeoque  dhfhk  0* :  bfffg  ~  cd  z  ab.  Quovis 
laterum  bffg - ad  limitem  o  tendente,  manife¬ 
sto  bf\fg - ■/— 0  aby  et  dhflik - /«-^  Q)°d.  Ita¬ 

que  etiam  Qed  :  Qab~cd  z  ab. Erat  vero  0«m?  :0 °>b 
sin  u  z  sm  v.  Conseq.  cd  z  ab  —  sin  u  :  sin  v. 
Kemoto  ac  a  bd  in  infinitum  ,  manet  cd  z  ab  y 
adeoque  etiam  sin  u  z  sin  v  co?istans ;  u  vero/— -\  11 
($.1.),  et  si  dm\\\bji  sit,  v  unde  fit  cd  z  ab 

s^l :  sin  s*.  Via  dicta  cd  denotabitur  per  cd  II  ab. 

•»  — 

§.  28.  (Fig.  13.)  Si  bn\\{£zam  y  et  c  in  am  ,  at- 

*)ue  aczi  &  sit :  erit  X  (§.23.)  =  sin  u  z  sin  v.  Nam 
si  cd  et  ac  sint  L  bn  ,  et  bf  Q  am ;  erit  (ad  in¬ 
star  §.  27.)  (f)bf:  0c£?  =  sin  u  z  sin  Est  autem 
evidenter  bf  zz  ae  ;  quamobrem  o  ea  :  Qic  ~  sin 
u  z  sin  e.  In  superficiebus  vero  ivfornnUus  ipso¬ 
rum  am  et  cm  (ipsum  ambn  in  ab  et  cg  secanti¬ 
bus)  est  (per  §.2l.)  0  ea  :  0  dc  ~  ab  z  cg  zz  X.  Est 
itaque  etiam  X zz  sili  u  z  sin  v. 

§.29.  (Fig.14.)  $ibam~Ry  ab  =:yy  et  bti\)\am  sit; 

erit  in  <8,  cot  u.  Nam  si  fuerit  ab  =  ac  .  et 

«yUJa*»  (adeoque  bn\\J£±c])f  atque pcd—  qcd;  datur 

(§.19.)  «fe  L  cd ,  ut  ds\\\  Cp^  adeoque  (§.  1.)  dt\\lcq 

.  'v» 

sit.  Si  porro  be  L.^  ;  erit  (§.  7.)  |jj  bn  ,  adeoque 
(J.6.)  hn\\\esy  et  (cum  dt\\\ cg  sit)  bq\\\ et ;  consequ. 
(§.  1.)  ebnzzzebq.  liepraesententur,  bcf  ex  L  ipsius 
bn  ,  et  fg ,  dh ,  ck  et  el  ex  Zformibus  lineis 
ipsorum  fty  dty  cq  et  et\  erit  evidenter  (§.22.)  hg~ 
dj  ~  dk  —  hc  ;  itaque  cg  =  2cA  zr  2v.  Pariter  patet  5 
bg  =  2  6/  =:  2«  esse.  Est  vero  ~  % — ;  quapro¬ 
pter  y  — v  ,  adeoque  (§.24.)  Y zz  Z  :  V.  Est  de¬ 
mum  (§.  28.)  X  zz  1  :  et  F  =  1  :  sin  (i?— 

Yzzicot  -g- 
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§..  30.  (Fig.15.)  Verum  tamen  facile  (ex  §.  25) 
patet,  resolutionem  problematis  Tri'go?iometriae 
planae  in  peripheriae  per  radium  expressae  in¬ 
digere;  lioc  vero  rectificatione  ipsius  L  obtineri  po- 

test.  Sint  «6,  cm^dm*  L  atque  b  ubivis  in  ab\ 
erit  (§.25.)  sin  u  :  sin  v  : Q)p :  €t  sinw'  :  sin 

»'=  Qp  ;  Qy'-,  adeoque  ‘ 


,S1H  V> 

0  y  ~  cos  v9*  * 


y *.  Est  vero  (per  §  27)  sin  #  :  sin  vf^zcosu  :  cos  %d % 

consci-  Ov  ~^r7Qy'isenQy 5  O y’~  tans 

u4 :  tang  w  =:  tang  w  :  tang  w4  Sint  porro  cn ,  »5, 

et  cd.dd'  lineae  Xformes  ad  ab  L^;  erit  (§.21.)  et* 
iam  Qy  :  Qy^rr  :  adeoque  r  :  tangw  :  tang 

Crescat  iam  p  ab  a  incipiendo  in  infinitum; 
tum  w  — v  s,  et  w' A~-\  zf;  quapropter  etiam 

r  :  rr—  tang  &  :  tang  zK  Constans  r  :  tang  %  (ab  jr 

independens )  dicatur  i%  dum  >  o?  est  (*y  ==; 


l  tans  z 


)  A—\  1 ,  adeoque  -^g— -  A— \  i.  §.  29 


Ex 


/s- \  *> 


y  *  /  *  tail5  js 

fit  tang  s  =  f  ( Y-Y~l)i  itaque^— 

seu  (§.24.)-^i—  ' — ■■  «• 

/  1 

Notum  autem  est,  expressionis  istius  (dum  y 

a-n  o)  limitem  esse  .*og  „^7  5  est  ergo  -^-5^7. 

=i,  et  /nze:=z2,  718281S- quae  quantitas  insi¬ 
gnis  hic  quoque  elucet.  Si  nempe  abhinc  i  illam  re¬ 
ctam  denotet,  cuius  1=.  e  sit,  erit  r  i  tang  %. 
Erat  autem  (§.21.)  Qyzz2^n  est  igitur  Q)y  =£  2rc* 

zzzT\i(Y-~ Y**1)  z=:m  (e  *—*  e  i  /^'iog uat  Y 

(E—  V-1)  (per  §.24.)  \ 

§.31.  (Fig.16.)  Ad  resolutionem  omnium  florum 
rectangulorum  rectilineorum  trigonometricam  (e  qua 
omnium  &lorum  resolutio  iji  promtu  est)  in  S , 
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3  aeqnationes  sufficiunt :  nempe  (a,  b  cathetos  ,  c 
hypotenusam ,  et  a,p  /\los  cathetis  oppositos  deno¬ 
tantibus)  aequatio  relationem  exprimens  Imo  inter 
«,  6,n.;  2 do  inter  a,  a,p-  3 tio  inter  a,  6,  c\  nimi¬ 
rum  ex  his  reliquae  3  per  eliminationem  prodeunt. 

I.  Ex  §.25.  et  30:  est  I  s.  sin  a  —  (C — C — > 
■  £.  *~~c  a  — a 

A"^1)"(e  1  —  e  1  ):(e*  -—e  (aequatio  pro  et  \ 

cy  a). 

II.  Ex  §.27.  sequitur  (si  p  mUlyn  sit)  cos,  a  :  sin 
13=1  :  sin  a;  ex  §.  29  autem  fit  1  :  sin  u~~(Af 

itaque  bos «rs  sin  /3=^  (;lf  .4  )  =  — j-.- 

a  —a 

(e  1  i  )  ( aequatio  pro  a,  j3.,  «). 

III.  Si  aa^L]3a/  ,  atque  pp r  et  yy'  fuerint  II  aa.ry 

(§.27),  atque  L  erit  manifesto  (uti  in 

1  =  J  =) 

-«  auf  A 


a-  27)  ^ 


Sili  u 


(B\B  1 )  >  ac.— j*  =  (Cf  consequ.~~(6f 


11  £_  — g 

)  =:  2~  ( /i ^-.4 ” 1 ) (B^fB^1)  ,  sive  (e  J  e 

1  @  —  a  5  — & 

—  TT  (e  *  .f  e  * )  (eT”  *j.e  2  (aequatio  pro 

<?). 

§.32.  Si  /?, et  p<$  sit  ;  erit  Qc:  0«=s* 
1 :  sin  flf,etQc  :  Q(*fc  P<$)  =  1 :  cos  cr*  adedque(Qa;2 
pro  quovis  x  factum  Q)x,  Q)x  denotante)  mani¬ 
festo  Qa2fQ42-^  Q<?2  .  Egjt  vero  (per  §.27.  et  II.) 


0*--0&  *)>  conseqti.  (e  « 


6*  .2 


■_  .T) 


i  r  “7al  r  — Ji-i  i — «L  ~zfL~\2 

'4  Le£  fe  •  J.  lei  — c  *  J +L«  *  —  *  *J> 

aequatio  pro  ay  by  c:  (cuius  membrum  %dum 
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facile  ad  formam  symmetrieam  seu  invar  labilem 

E 
2 


Seducitur.)  Denique  ex  *  ==  ^  ,  at 


sin  p 

(BfH""1),  fit  (per  III,)cot  <r.  cot  (3 


COS  P 

<iue  'sir^  ^ 

I  _£ 

—  ~2  (e  i  fe  1  )  (aequatio  P™  «,  P,  e). 

§.  32.  Restat  adhuc  modum  problemata  in  $  resol¬ 
vendi  breviter  ostendere,  quo  (per  exempla  magis 
obvia)  peracto ,  demum  quid  theoria  haecce  prae¬ 
stet,  candide  dicetur. 

I.  (Fig.17.ySit  ab  linea  in  plano,  et  yz=if(x}  ae¬ 
quatio  eius  (pro  coordinatis  \_ribus) ,  et  qucrdvis 
incrementum  ipsius  z  dicatur  dsr,  atque  incremen¬ 
ta  ipsorum  x  ,  y  ,  et  areae  eidem  -d&  respon¬ 
dentia,  respective  per  d#,  dy,  d u  denotentur;  sitque 

bh  a 

lh  II  et  exprimatur  (ex  31.)  -- —  per  y  ,  ac 


dr 


quaeratur  ipsius  limes  tendente  dx ad  limitem 
o,  (quod  ubi  eiusmodi  limes  quaeritur,  subintel li¬ 
gatur):  innotescet  exinde  etiam  limes  ipsius 

adeoque  tang  hba\  eritque  (cum  kbc  manifesto  nec 
nec  <  adeoquemij  sit),  tangens  in  h  ipsius  Ig 
<per  y  determinata. 


t 


I ; 


II.  Demonstrari  potest,  esse 

dy-i  bh 2 

Hinc  limes  ipsius  et  inde  &  integratione  (per 

x  expressum)  reperitur.  Et  potest  lineae  cuiusvis  in 
concreto  datae  aequatio  in  8  inveniri,  e.  g.  ipsius 

L .  Si  enim  am  axis  ipsius  L  sit ;  tum  quaevis 

<v< 

cb  ex  am  secat  L  (cum  (per  §.19.)  quaevis  recta 
■ex  a  praeter  am  ipsum  L  secet);  est  vero  (si  hn 
axis  sit),  1  :  sin  cbn  (§.  28.),  atque  1=  cot  ^ 


.r 


cbnl%. 29  )  unde  fit  Y=z  Xf|/(X^~03seu  e  *‘ 


X 

i 


e 1  f 


(  16  ) 


2X 


1  « — 1)  aequatio  quaesita.  Erit  hinc 


dy 

dx 


bh 


X(X2 — 1)  2»  atqui  -jj-  —  1 :  sin  cbn~ A";  adeo- 

X 2  (X2 


dy 

q,ie  bh 

■  4 

— 1 


,  0  d/ 

(  X2~~\)  2  ;  It^r  - 


/ - V 


ds 


2' 


— 1)  ’  6/i 


A-"n  X\X2 — atque 


dz 
d  z 


d^2 


X(X*— l)”1»  wf  ^  A'2  (X2— l)-1’  atque 


dz 


dx 


^  X2  (  X2  —  1  )  2  ;  unde  per  integrationem 


invenitur  *=  *  (X2— 1)  2 —  i  cot  cbn  (uti  §.30.); 

III.  Manifesto  ™-  /— n  quod  (nonni¬ 

si  ab  y  dependens)  iam  primiim  per  y  exprimen¬ 
dum  est;  unde  u  integrando  prodit. 

Si  (Fig.12.)  ab^=.p^  ac=zg,et  cd^=zf$  atque  cabdc» 

= s  sit;  poterit  (uti  iit  IL)  ostendi,  esse  ^  A-^r, 

quoti  =  l  -p  (ef-  f  r&  at1Ue  inteSrand°  4  ~ 

_q  '  ^jL 

—  pi  (e  *  —  e  O*  Potest  hod  absque  integratione 

quoque  deduci.  Aequatione  e.  g,  circuli  (ex  §.  31 , 
111),  rectae  (ex  §  31,  U),  sectionis  coni  (per  praec) 
expressis;  poterunt  areae  quoque  his  lineis  clau* 
sae  exprimi. 

Palam  est,  superficiem  i  ad  figuram  planam  p 
(in  distantia  q')  11  lam  ^  esse  ad  p  in  ratione  poten¬ 
tiarum  2darum  linearum  homologarum  5  sive  uti 

q  — <7 

-—-(e  i  f  e  1  )  :  1.  Porro  computum  soliditatis  pa¬ 
ri  modo  tractatum,  facile  patet  duas  integrationes 
requirere  ,  (cum  et  dilferentiale  ipsum  hic  nonni¬ 
si  per  integrationem  determinetur )  ;  et  ante  o- 
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ronia  solidum  a  p  et  t  ac  complexu  omnium  re¬ 
ctarum  ad  p  | _ rium  fines  ipsorum  p,  t  connectcnti- 

iim,  clausum  quaerendum  esse.  He peritur  solidum 

istud  (^tam  per  integrationem  quam  sine  ea)  =  ^ 

2.g 

e  2  — e 

porUm  in  S  determinari  possunt ,  nec  non  curva¬ 
turae,  evolutas,  evolventesque  linearum  qualiuin- 
vis  Quod  curvaturam  attinet;  ea  in  S  aut 

ipsius  L  est,  aut  per  radium  circuli  ,  aut  'distan¬ 
tiam  curvae  ad  rectam  lllae  ab  hac  recta,  determi¬ 
natur;  cum  e  praecedentibus  faeiie  ostendi  possit, 
praeter  L ,  lineas  circulares,  ac  rectae  lUas?  nullas 
in  plano  alias  lineas  uniformes  dari. 

IV.  Pro  circulo  est  (uti  in  III*)  ^  —  A — n  Q}#  •> 


Superficies  quoque  cor- 


unde  (per  §.29.)  integrando  fit0#=: 


X 


— 


+  e  i  3.  ' 

V.  Pro  area  cahdc^z  u  (Fig.9.)  (linea  Zformi  ah 
~r ,  huic  Ida  cd=y  9  ac,^  rectis  ac,  hd  ~  %■  clausa) 

— .r 

atque  (§.  2i.)ly~re  i  ;  adcoque 


est 


Ji?j 

dx 


-X 


(integrando)  u—ri  (l—e  *  ).  Crescente  x  in  in- 


- X 


finitum  ,  fiet  in  S,  e  1  ©,  adeoque  u  rt. 

Per  quantitatem  ipsius  mahn  ,  in  postorum  li¬ 
mes  iste  intelligetur.  Simili  modo  invenitur,  Quod 
si  p  sit  figura  in  F%  spatitim  a  p  et  complexu  a- 


Xium  e  terminis  ipsius  p  ductorum  clausum  =  1 

pi  Sit. 

VI.  Si  angulus  ad  centrum  segmenti  (Fig.  10) 
sphaerae  sit  2 u,  peripheria  circuli  maximi  sit  p ,  et 
arcus  fc  (/\li  *)=: x ;  erit  1  :  sin  uz=.p  :  Q6c($.25), 


C 


{  13  ) 


et  hinc  Qbc~p  sin  u .  Intcrim  est  x—  ^  ,  ac  d# 


pdn 


iit 


*  Est  porro 


d.g 


(\z 


C 6c’ et  hinc  dj 


p  ,  t  finv  u 

—  sin  u,  unde  (integrando)  snr  ~~ —  p 2.  Cogite- 

Uir  JF*  in  quod  p;  (per  meditullium  f  segmenti 

transiens)  cadit  ;  planis  fem^  cem  per  af  ac  ad  F 
Llilel’  positis  ,  ipsumque  in  feg,  ce  secantibus  ;  et 
considerentur  L  formis  cd  (ex  c  ad  feg  L ris  )  nec 
non  L  formis  cf ;  erit  cef~  n  (§.20.) ,  et  (§.21.) 

frf  sfnv  u 

—■p-  i  adeoque  z^rzfd.p.  Ast  (§,  21.)  p~n. 

fdg  x  itaque  z~x.  fd.fdg.  Est  autem  (§.  2!.)  fd. 
fdg=fc.fc  ;  conseqti  z^nt.fc.fc^zQjfc  in  F.  Titiam 
(Fig.14.)  hj-zzzcjz^r-,  erit  =(§.  29.)  2 r—i  (F — 
adeoque  (§.2!.)  ©2r  (in  F)  zr  ni*  (  F— F~“ l)2.  Est 
quoque  (i A)  Q)2y~ni'1  (l  2 — 24-  F“2)  ;  igitur  ©2r 
(in  I)=(j  2^,  adeoque  qt  z~Q2p  ,  sive  superfi¬ 
cies  ^  segmenti  sphaerici  aequatur  circulo ,  chor¬ 
da  fc  tanquam  radio  descripto .  Hinc  tota  sphae- 

rae  superficies gz:Qfg=fdg.p—  — ,  sunt  que  super* 

f ictes  sphaerarum, uti  2dae  potentiae  peripheriarum 
ear  undem  maximarum . 

\1I.  Soliditas  sphaerae  radii  .r  in  $  reperitur 
simili  modc=  n/3  (A2— -A/“2)-— 2tu2#;  superficies 
per  revolutionem  lineae  ce?  (Fig.12.)  circa  ab  or- 
ta™“  nip  ( 4 2- — 2)?  et  corpus  per  cahdc  de¬ 


scriptum —  —Tti2p  (^2-j-^  2).  Qz/G/Horfo  -roro  o- 

mtiia  a  (IV.)  hucusque  tractata  ^  etiam  absque 
integratione  perfici  qjossint  brevitatis  studio  sup¬ 
primitur. 

Demonstrari  potest,  omnis  expressionis  ut  eram 
t  continentis  (adeoque  hypothesi ,  quod  detur  «, 
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innixae)  limitem ,  crescente  i  i/i  infinitum ,  e.vpri* 
mere  quantitatem  plane  pro  5  (adeoque  pro  hypo- 
thesi  nullius  i)  ,  siquidem  non  eveniant  aequatio¬ 
nes  identicae .  Cave  vero  intelligas  putari,  syste¬ 
ma  ipsum  variari  posse  (quod  omniiio  in  se  et  per 
se  determinatum  est)  sed  tantum  kypothesin,  quod 
successive  fieri  potest,  donec  non  ad  absurdum 
perducti  fuerimus.  Posito  igitur,  quod  in  tali  ex* 
pressione  litera  i  pro  casu,  si  S  esset  re  ipsa,  il¬ 
lam  quantitatem  unicam  designet,  cuius  1=3  sit; 
si  vero  revera  S  fuerit  ,  limes  dictus  loco  expres¬ 
sionis  accipi  cogitetur  %  manifesto  omnes  expres¬ 
siones  ex  hypothesi  realitutis  ipsius  S  oriundae 
(hoc  sensu)  ahsolute  valent ,  etsi  prorsus  ignotum 
sit  ,  num  S  sit  ,  aut  non  sit . 

Ita  e.  g.  ex  expressione  in  §.  29.  obtenta  facilo 
(et  quidem  tam  differentiationis  auxilio,  quam  abs¬ 
que  eo)  valor  notus  pro  S  prodit  Q.r =2 r;  exi. 
(§.  31.)  rite  tractato,  sequitur  3  :  sin  e*™  c  :  a ;  ex 

II,  vero  -—1 ,  adeoque  a  +  j3= ;  aequatio  pri¬ 
ma  in  III.  iit  indentica,  adeoque  valet  proY],  quam* 
vis  nihil  in  eo  determinet ;  ex  secunda  autem  fluit- 
cs  =0*  dr  b~ .  Aequationes  notae  fundamentales  tri - 
goJiometriae  planae  in  Porro  inveniuntur  (ex 
§.  32.)  pro  £  area  et  corpus  in  IV  ,  utrumque=z^; 

ex  IV.  Q.i?= nr  ;  (ex  VII )  sphaera  radii 

& .  Sunt  quoque  theoremata  ad  finem  (Vlj 
^nuntiata  manifesto  inconditionate  vera . 

§.  33.  Supcrest  adhuc  quid  theoria  ista  sibi  ve¬ 
lit ,  (in  §.  32  promissum)  exponere. 

I.  Num  £  aut  >S  aliquod  reipsa  sit,  indecisum 
manet. 

II.  Omnia  ex  hypothesi  falsitatis  Ax.  XI.  de¬ 
ducta  (semper.  §.  32.  intelligendo)  absolute 

valent  3  adeoque  hoc  sensu  nulli  hypothesi  inni¬ 
tuntur,  Habetur  idcirco  trigon om stria  plana  a 
priori  in  qua  solum  systema  ipsum  ignotum  adeo* 
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que  solummodo  absolutae  magnitudines  expresio- 
Tium  incognitae  manent,  per  unicum  yero  casum 
notum  ,  manifesto  totum  systema  figeretur.  Trigo- 
Tiometria  sphaerica  autem  in  §.26.  absolute  stabi¬ 
litur  (fiabeturque  Geometria,  Geometriae  planae 
in  "£  prorsus  analoga  in  F). 

III.  Si  constaret ,  Y!  esse,  nihil  hoc  respectu 
amplius  incognitum  esset;  si  vero  constaret  non  es - 
se  YZ,  tunc  (§.  31.)  (e.g.)e  lateribus  x9  y  et  /\lo  re- 
ctilinco  ab  iis  intercepto ,  in  concreto  datis  ma¬ 
nifesto  in  se  et  per  se  impossibile  esset  Alum  ab¬ 
solute  resolvere  (i,  e.)  a  priori  determinare  y\los 
ceteros  et  rationem  lateris  tertii  ad  duo  data; 
nisi  X,  Y  determinentur  ,  ad  quod  in  concreto  ha¬ 
bere  aliquod  a  oporteret ,  cuius  A  notum  esset ; 
atque  tum  i  unitas  naturalis  longitudinum  esset, 
(sicuti  e  est  basis  logarithmoruin  naturalium).  Si 
existentia  liujus  i  constiterit ;  quomodo  ad  usum 
saltem  quam  exactissime  construi  possit,  ostende¬ 
tur. 

IV.  Sensu  in  I  et  II  exposito  patet ,  omnia  in. 
spatio  methodo  recentiorum  Analytica  (intra  jtistos 
fines  Valde  laudanda)  absolvi  posse. 

V.  Denique  lectoribus  benevolis  haud  ingra¬ 
tum  futurum  est;  pro  casu  illo  quodsi  non  YZ  sed 
S  re  ipsa  esset ,  circulo  aequale  ^rectilineum  con¬ 
strui. 

§.  34.  (Fig.12.)  Ex  d  ducitur  dm\\\a7i  modo  se¬ 
quenti.  Fiat  ex  d  9  db[^an\  erigatur  Je  puncto  quo¬ 
vis  aliquo  a  rectae  ab ,  ac\_ an  (in  dba )  ,  et  demit¬ 
tatur  de[^ac  ;  erit  C)ed  :  Qjab=l :  sin  z  (§.27)  si¬ 
quidem  j fuerit  dm  III  b/i.  Est  vero  sin  z  non  >1, 
adeoque  ab  non  >  de.  Descriptus  igitur  quadrans 
radio  ipsi  de  aequali,  ex  a  in  bac  9  gaudebit  pun* 

cto  aliquo  6  vel  o  cum  bd  communi.  Priori  m  ca¬ 
su  manifesto  zznM  ;  in  posteriori  vero  erit  (§.25) 
( Cjao  zzz  (§,ed)  :  Q)ahz=z  l  :  sin  a  oh,  adeoqU@  zzzaod* 
Si  itaque  fiat  z^z  aob\  erit  dmlljbn» 
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§.  35.  (Fig.18.)  Si  fuerit  S  reipsa;  ducetur  re¬ 
cta  ad  /\li  acuti  crus  unum.  Lris  V  quae  ad  alte¬ 
rum  ii|  sit,  hoc  modo.  Sit  am\_ht ,  et  accipiatur 
abzzz  ic  tam  parvum  (per  §.19.),  ut  si  ducatur  bn\\\  am 
(§.  34.),  sit  abn>  AXo  dat0*  Pacatur  porro  cp\\\am 
(§.  34.)  ,  fiant  que  nbq ,  utrumque  =  /\lo  dato  ; 

et  ,  cd  se  mutuo  secabunt.  Secet  enim  %(quod 

per  tonstr.  in  cadit)  ipsam  cp  in  e\  erit  (pro¬ 
pter  bn—cjf)  ehc  <!  ecb  ,  adeoque  ec  <C  eb.  Sint  ef 
—ec  ,  efr~z  ecd ^  et  fs\\\ep  ;  cadet  fs  in  bfr.  Nam 
cum  bn  H I  cp  ,  adeoque  bnlllep  ,  atque  5^|j|/>  sit; 
erit  (§.  14.)  fbn+bfs  <  (21^/6/*  +  4/V)  ;  itaque 


<£bfr.  Quamobrem  /r  secat  ep7  adeoque  cd  quo 

que  ipsam  iiq,  in  puncto  aliquo  d.  Sit  iam  dgzzzdc , 
atque  dgtzzzdcpzzz  gbn erit  (cum  ti^  sit)  bn£^ 
gt^-cp.  Si  fuerit  lineae  L  formis  ipsius  bn  ,  pun¬ 


ctum  in  hq  cadens  k  (§.  19.)  ,  et  axis  M  ;  erit  bn£z 
hl ,  adeoque  bkl^z  hgt~dcp  ;  sed.  etiam  bl^cp:  ca¬ 
dit  ergo  X:  manifesto  in  g  ,  estque  illj&rad  Si  ve¬ 
ro  .4«  ipsum  %  [^riter  bissecet ;  erit  Iio\\\bn  con¬ 
structum. 


§.36.  (Fig.10.)  Si  fuerint  data  recta® cp  et  planum 
mab7  atque  fiat  cb[_  mab ,  bn  (in  bcp)  L4c,et  e^lll 
(§.34.);  sectio  ipsius  (si  haec  in  bcq  cadat) 
cum  (in  chii)l  adeoque  cum  mab  reperitur.  Et 

si  fuerint  data  duo  plana  pcq  ,  mab ,  et  sit 

'N»?  ****  i 

,  cr  Ll^^atque  (in  bcr)  bn  L.4c,  cadent 

»//  in  mab ,  et  es  in_  pcq  ;  et  sectione  ipsarum 
0/^66*  (si  detur)  reperta  ferit  L  ris  in  pcq  per  ean- 

-j  <r>»  ^ 

dem  ad  e,?  ducta,  manifesto  sesctio  ipsorum  mab% 

PC(I •  ^  ■" 

§•  37.  (Fig,  T.^In  «m|||  6/2  reperitur  tale  «,  ut  sit 


(  n  ) 

etni&ihn ;  si  (per  §.  34.)  construatur  extra  nbin  ,  gt 
III 5  et  fiant  gczzzgb  ,  atque  cpjlf^po- 

naturque  ^  ita,  ut  efficiat  cum  ^6  /\ium  illi 

aequalem,  quem  cum  facit ;  atque  quaera- 

tur  (per  §.  36.)  sectio  ipsorum  7260  ;  fi  at¬ 
que  ba^dq.  Erit  enimvero  ob  Alorum  L  lineo¬ 
lam  in  F  ipsius  bn  exortorum  similitudinem  (§.21.) 
manifesto  db~da  ,  et  am£±bn. 

Facile  hinc  patet  (Z  lineis  per  solos  terminos 
dati«s)  reperiri  posse  etiam  terminos  proportionis 
4tunu  ac  medium,  atque  omnes  constructiones  geome¬ 
tricas  ,  quae  in  S  in  plano  fiunt,  hoc  modo  in  F 
absque  XI.  Axiomate  perfici  posse.  Ita  e.  g.  4i£  in 
quotvis  partes  aequales  geometrice  dividi  potest,  si 
sectionem  istam  in  Z/perficere  licet. 

2-  38.  (Fig.14.)  Si  construatur  (per  §.37.)  e.  g. 

nb ((='--  R 3  et  fiat  (per  §.35)  in  S  ad  bq  { _ eU 

amlUbu  ,  atque  determinetur  (per  §.  37.)  jm^bn; 
erit,  si  ja=x  sit ,  (§.  28.)  1=1  :  sin  R~ 2  ,  at¬ 

que  x  geometrice  constructum.;  Et  potest  nbq  ita 
computari ,  ut  ja  ab  i  quovis  dato  minus  discre¬ 
pet  5  cum  nonnisi  sin  nbq =  esse  debeat. 

§.  39.  (Fig  19.)  Si  fuerint  (in  plano)  pq  et  st , 
II  rectae  mn  (.  27,),  et  «5,  cd  sint  L«ies  ad  mn  ae¬ 
quales  ;  manifesto  est  &dec^~&bea  ,  adeoque  /\li 
(forsan  inixtilinei)  ecp  ,  eat  congruent ,  atque  ec= 
ea.  Si  porro  cf=ag  ,  erit  /\acf^=Acag,  et  utrum¬ 
que  quadrilateri  fage  dimidium  est.  Si  fage,  hagk 
duo  eiusmodi  quadrilatera  fuerint  ad  ag ,  inter  pq 
$t  st ;  aequalitas  eorum  (uti  apud  Euclidem)  ,  nec 
non  Alorum  age ,  agh  eidem  ag  insistentium  ,  ver- 

ticesque  In  pq  habentium  aequalitas  patet.  Est  por¬ 
ro  acf=eag  ,  gcq^zcga  ,  atque  acf+acg-Y gcq~2R 
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(§.32.),  adeoque  etiam  cag+acg+cgazz2R\  I ta* 
que  in  quovis  eiusmodi  Alo  acg  summa  3  Ai  orum 
=  2i/.  Sive  in  ag  (quae  II  nui)  ceciderit  autem  re¬ 
cta  ag  ,  sive  non  ;  Alorum  rectiluieorum  age ,  agh^ 
tam  ipsorum  ,  quam  summarum  /\ lorum  ips oran¬ 
de  m  ,  aequalitas  in  aperto  est. 

§•  40.  (Fig.  20.)  Aequalia  Ala  abe ,  abd  ( abhin& 
rectilinea )  uno  latere  aequali  gaudentia ,  summas 
f\ lorum  aequales  habent .  Nam  dividat  bifariam 
tam  ac  quam  ,  et  sit  ^  (Per  c)  H  ;  cadet  <2 

in  pq .  Nam  si  ipsum  «rara  in  puncto  adeo® 

que  (§.  39.)  ipsum  pq  ad  distantiam  ef=eb  secet  ; 
erit  &abc=/\abf ,  adcoque  et  A a&d=/\abf3  unde 

a  in  /  cadit  :  si  vero  bd  ipsum  mn  non  secuerit, 
sit  c  punctum  ,  ubi  [_iis  rectam  ab  bisserans  ipsum 

pq  secat,  atque  gs^=zfit  ita,  ut  st  productam  bd 
in  puncto  aliquo  k  secet  (quod  fieri  posse  modo 
simili  patet,  ut  §.4.);  sint  porro  sl=sa ,  /oli  st , 

atque  b  sectio  ipsorum  bk  et  /o:esset  tum  &abl= 
A abo  (§.39.)  ,  adeoque  A abci>  &abd  (contra  byp). 

,  >  >k 

§•  4l.  (Fig.21.)  Aequalia  t\(\abb  ^  (Xef ,  aequali - 
bus  /\loruin  summis  gaudent .  Nam  secet  mn  tam 
ac  ,  quam  bc  ,  ita  pq  tam  df  quam  fe  bifariam,  et 
sit  rs  II  mn ,  A! que  to  II  pq\  erit  [_ris  ag  ad  rs  aut= 
L.ri  dh  ad  to ,  aut  altera  e.  g.  dh  erit  maior  :  in  quo- 

vis  casu  Q)df  e  centro  «cum  gs  punctum  aliquod 
h  commune  habet ,  eritque  (§.  39.)  Aabk=Aabc=z 
Fst  vero  feakb  (per  §.  40.)  /\}o  dfe ,  ac  fper 
§•  39.)  /\)o  abe  aequiangulum .  Sunt  igitur  etiam 
/SfSabcj  def  aequiangula. 

In  S  converti  quoque  theorema  potest.  Sint  enim 
def  reciproce  aequiangula,  atque  £±bal=: 
(\def ;  erit  (per  praec.)  alterum  alteri,  adeoque 
etiam  f\,abc  j\\o  abl  aequiangulum  ,  et  hinc  mani¬ 
festo  6ciA-hlc+  cbl~ 2R,  Atqui  (ex  §.31.)  cuiusvis 


(  S5--  ) 

;  /\ lorum  suirtma  in  S,  est  ■<  2R :  cadit  igitur  i 
ia  c\ 

'  i  v  .  *  * 

§.  42.  (Fig.22.)  Si  fuerit  complementum  summae 
y\ lorum  A11  abcad2R^  w,  Ali  defyero  -e;  est  A^c 
i£±def~u:v.  Nam  si  quodvis  Aloriim  acS  •>  8€h -> 
hcb  ,  dfk  ,  Ife  $it— j?  ,  atque  [\a,hc~7np  ,  [Sdef~ s 
;  sitque  5  summa  /\ lorum  cuiusvis  A1*  quod  =3 
I?  est ;  erit  manifesto  2i? — u=ms — (*w — 1)  2R=2R 
m{2R— s),  et  «=7»  (2M—s)  *  et  pariter  «?  =  » 
(212 — -s).  Est  igitur  [ S^abc  :  [\jdef~  m  :  :  0.  Ad 

casum  incommensurabilitatis  Alorum  quo- 

qtie  extendi  facile  patet. 

Eodem  modo  demonstratur  /\ja  in  superficie 
sphaerica  esse  uti  excessus  summarum  /\ lorum,  eo¬ 
rundem  supra  2i2.  Si  2  A 11  A11  sphaerici  recti  fu¬ 
erint  ,  tertius  z  erit  excessus  dictus  ;  est  autem  A 

Z 

istud  (peripheria  maxima  p  dicta)  manifesto=  2  * 

2  ; 

J—  ($.  32.  VI.);  consequ  quodvli  Ai>  C1?‘US  A 101,1151 

2n 

.  ;*  zp2 

cxccssrtls=||  est=  ^-“3  • 


§.  43.  (Fig.15-)  Jam  area  A11  rectilinei  in  $  per 
summam  A1011^11  exprimetiir.  Si  ab  crescat  in  infi¬ 
nitum  ;  erit  (§.  42)  [Sabe  1  (i? — u — v)  constans.  Est 
vero  [Sabe  / — \  baeti  (§.  32.  Y.)  ,  et  R—u — v  /s^v 
z  (§.  1.)  ;  adeoque  baeti  :  z—  [Sabe  :  (i? — u — v)  =- 
hac'u!  :  z'.  Est  porro  manifesto  bdcti  i  bd'c'n'—r  t  r' 
--tang  x  :  tang  %'  (§.  30.).  Pro  y'  0  autem  est 


bcP  c’n\ 
~~bac'nl 


i ,  nec  non 


tang  z 


consequ. 


bdcti  t  bacn~  tang  *  :  *.  Erat  vero  (§.  32)  bdcti^z 
ri=t*  tang  z\  est  igitur  bac?i~zi2 ,  Quoyis  A]o  cu¬ 
lus  Alolum  summae  complementum  ad  2 R.  «est,, 
in  posterum  breviter  A  dicto  erit  idcirco  [\—zi 
Facile  hinc  liquet,  quod  si  (Fig.14.)  or(\jam 

/-w  r~-^> 

et  ro\\\ab  fuerint ;  area  interor,  si ,  oc ,  compre- 
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hensa  (quae  manifesto  limes  absolutus  est  areae 
triangulorum  rectilineorum  sine  fine  crescentium  , 
seu  ipsius  pro  s;/v\  2R),  sit==«/2=0*,  in  F; 
Limite  isto  per  □  denotato,  erit  porro  (Fig.  15) 
(per  §"30 )  =  tang  £ 2  □  ~G  r  *n  ^  (§  2l)=0  * 

(per  §  32.  Vi.  J,  si  chorda  dc  ^  s  dicatur.  Si  jam 
radio  dato  j,  circuli  in  plano  (^sive  radio  L  for  mi 
circuli  in  F)  Lriter  bisecto  ,  construatur  (per  §  31) 
dh  jJJ=£=  cn  ;  demissa  [__.ri  ca  ad  db ,  et  erecta  [__H 
cm  ad  ca\  habebitur  unde  (per  §  37 J  tang  3% 
radio  L  forihi  ad  lubitum  pro  unitate  assumto  $ 
geometrice  determinari  potest  ,  per  duas  lineas 
uniformes  ejusdem  curvaturae  (quae  solis  termi¬ 
nis  datis ,  constructis  axibus,  manifesto  tanquanri 
rectae  commensurari ,  atque  hoc  respectu  rectis 
acquivalentes  spectari  possunt J. 

Porro  (Fig.  23  J  construitur  qtiadrilaterum  ex  gr; 
regulare  =  □  ,  ut  sequitur.  Sit  abc^z  II  ?  lac  =» 

~2  R  ’  oc4  =  “I ~R’  et  poterit  X  (ex  §31.11) 

per  meras  radices  quadra ticas  exprimi,  et  (per  §.37) 
construi:  habitoque  X,  (per  §38,  sive  etiam  29 
et  35 )  x  ipsum  determinari  potest.  Estque  octo» 
pium  jfg  abe  manifesto  ==□  ,  atque  per  hoc ,  circu¬ 
lus  planus  radii  s,  per  figuram  recti  lineam  ,  et  li- 
\neas  uniformes  ejusdem  generis  (redis  ,  quoad 
comparationem  inter  se  ,  aequiv  alent  es )  geome¬ 
trice  quadratus  ;  circulus  F  formis  vero  eodem 
modo  complanatus :  habeturque  aut  Axioma  X{ 
Euclidis  verum ,  aut  quadratura  circuli  geometrici i\ 
etsi  hucusque  indecisum  manserit  ,  qiiodnam  ex  his 
iluobus  revera  locum  habeat.  Quoties  tang  a2  vel  nu¬ 
merus  integer  vel  fractio  rationalis  fuerit,  cujus 
rad  simplicissimam  formam  reductae)  denomina* 
or  aut  numerus  primus  formae,  2m-f  1  f  cujus  est 
etiam  2=26+l)  aut  productum  fuerit  e  quotenn» 
pie  primis  luijus  formae,  quorum  ( ipsum  2,  qui 
olus  quot  vis  ficibus  occurrere  potest ,  excipiendo) 
punis  semel  ut  lactor  occurrit :  per  theoriam  pd« 

.  D 
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lypcnorum  ili.  GAVS8  (praeclarum  nostri  imo 
omnis  aevi  inventum),  etiam  ipsi  tangs*  □  nQj 
fat  nonnisi  pro  talibus  valoribus  ipsius  z)  figuram 
rectilingam  aequalem  constituere  licet.  Nam  divi¬ 
sio  ipsius  □  ( theoremate  §42  facile  ad  quaelibet 
polygoma  extenso )  manifesto  sectionem  ipsius  2E 
requirit,  quam  (ut  ostendi  potest)  unice  Ssub  dicta 
conditione  geometrice  perficere  licet.  In  omnibus 
entem  talibus  casibus  praecedentia  facile  ad  scopum 
perducent.  Et  potest  quaevis  figura  rectilinea  in 
polygonum  regulare  n  laterum  geometrice  eonverti, 
siquidem  n  sub  formam  GA V&Sianam  cadat. 

Superesset  denique  ,  (ut  res  omni  numero  absol¬ 
vatur^)  ,  impossibilitatem  ,  (absque  suppositione 
aliqea)  decidendi ,  num  Y1  ,  aut  aliquod  (et  quod¬ 
nam)  8  sit  ,  demonstrare  :  quod  tamen  occasioni 
magis  idoneae  reservatur. 


ERRATA. 


§.  1*  h  6.  pro  ex  a  m  primum  exit  3  lege,  primo 

»N# 

non  secat  a  m, 

r°*~J 

§.  4.  linea  2  pro  lege  /.3.  lege  (  per 

§.  1.),  ultima  /,  lege  nam  ; 

Pagf  4.  pro  6  lege  §  6  ;  /.  ult.  pro  <5<Hege  b  cl  Pro 
feissecare  ,  lege  ubique  bisecare. 

Pag.  5.  I.  5.  a  calce  ?  lege  af<^ac\  penultimal  et 

ult.  /.  lege  ap  et  6  f. 

§•  7.  Casu  3tio  praemisso  duo  priores,  adinstar 
casus  2di  §•  10.  brevius  ac  elegantius  simul  ab¬ 
solvi  possunt. 

5.  10.  a  calce ,  I.  4.  lege  tgbn, 

§.  11.  I.  7.  et  in  calce  ,  lege  a  m  ;  „ 

Pag,  9.  1 .  2,  pro  prortione  ,  lege ,  extremitate  por¬ 
tionis. 

§*  Demonstrationem  ad  S  restringere  haud  ne» 
cesse  est;  quum  facile  ita  proponatur,  ut  ab¬ 
solute  (pro  S  et  £■)  valeat. 

%•  penultima  /.  et  ult.  pro  c  lege 

§•  20.  /.  2  post  19  claudatur ,  linea  penult.  lege  5 
L  lineus. 

§•  21.  L  1.  deleatur  comma  post;  in;  et  penult» 
lege-l-Q1* 

S-  22.  post  Fig.  9.  claudatur. 

S*  4*  itJge  5 

Y__ 

§.  '24.  L  1.  lege 

iPr-?g.  il.  in  calce  lege  Q}  cd,  l.  penult.  lege  Q  ed. 
IPag.  13.  L  7.'  et  S  lege  .fW 

sia  v  * 


Pnf.  14.  i.  4.  lege  c5  si ;  linea  7  lege  ,  pro  «. 

~b 

'V  */ 

III.  L  3.  lege  p  5  linea  penult.  post  e  1  clau- 

O.0L-  A 

datur;  §.  32.  deleatur. 

P  ags  15.  ante  §.  32.  I.  pentilt.  duae  priores  quan¬ 
titates  parenthesibus  inclusae  quadrari  debent, 
et  primus  terminus  3tiae  exponentem  positivum 
habere.  /.  ult.  lege  a,  p,  c 
%»  32.  I.  I»  3.  a  calce  ,  pro  hba  ,  lege  hbg* 

Pag*  16.  h  3.  lege  linea  4  lege  ,  atque^~  ;  Ii- 


-t 

nea  5  lege  X(X2' — 4)  2  ,  et  dele 

v  7/// 

commata  est.  XII.  /.  1.  Jegc~7~ 


quod  inter  duo 

7^1 

;  /.  a*  lege  ^  , 


d> 


a* 

A 


/.  4.  a  calce,  quantitas  inclusa  quadretur. 

Pa.  17.  VI.  /.1.  post  segmenti,  insere,  z ; 

Pa.  18.  linea  12.  pro  —  (§  29;.  lege  (  §  30  J  ;  linea 
6.  ante  VII.  dele  z  zz  Q  %y  ,  sive;  et  VII 

linea  5,  lege  -7  — Q"1^2. 

Pag.  19.  /.  10«  lege  z=e  ;  linea  16.  lege  §.  30  ;  li¬ 
nea  13e  a  calce,  lege  ,  III.  et  in  calce,  pro  ipsum 
lege,  verum. 

Pag.  20.  I.  15.  lege  leri  pro  Iere  ;  linea  3.  a  cal¬ 
ce  ,  lege  (§.  25.)  ;  linea  2.  lege  zz:  aob  ; 

Pag.  21.  /.  2.  post  unum ,  dele  punctum;  et  L  3. 
a.  calce  pro  sesctio,  lege  sectio. 
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- 

- 

i. 

B. 

Keirteny  Domokos  F5  Biro 

m 

i. 

B. 

Kemeny  Pal  Kollegyom  Curatora 

im 

“ 

- 

So 

G. 

Kemeny  Samuel 

- 

mm 

«e 

i. 

G. 

Kornis  Mihalv  Thes.  Cons.  - 

- 

- 

- 

i. 

Mihaiyi  Kafoly  N.  Enyedi  Tog. 

«3 

«i» 

t. 

I 


II 


T. 

Moos  Istvan  pgyved  - 

— 

_ 

1. 

T. 

Nagy  Irinos  Ugyved  -  -  - 

- 

— 

1. 

M. 

Pava  i  Elek  K.  Tabla  Biro 

_ 

1. 

T. 

Pavai  Jb’sef  Inspector 

* 

1. 

T. 

Peto  Jb’sef  R,  T.  Cancell. 

_ 

1. 

T. 

T.  Petzeli  J65sef  Professor  Debretzenben 

_ 

1. 

Posoni  Gergely  N.  Enyedi  Tog. 

- 

1. 

T. 

Raff  Mibaly  Ugyved  - 

— 

~ 

1. 

G. 

Rkedei  Adam  Fo  Ispany  es  Koll.  Fb  Curatora 

i. 

T. 

Salanki  Lajos  Predikator 

— 

— 

1. 

T. 

Siko  Istvan  K.  Tabla  Arcliivariussa 

— 

- 

i. 

T. 

Szasz  Karoly  Professor  N.  Enyeden 

~ 

1. 

N. 

M.  Szekelv  Mibaly  K.  Tabla  Praesesse 

- 

- 

2. 

Szentpaii  'Sigmond  N.  Enyedi  Tog. 

- 

-s 

1. 

T. 

Szabo  Gyorgy  R.  T.  Cancell. 

= 

- 

1. 

T. 

Szilagyi  J6’sef  Ugyved 

— 

- 

3. 

T. 

Szonnyi  Pal  Debretzenben 

- 

- 

1. 

T. 

Szbts  Mihaly  -  - 

- 

- 

1. 

T. 

Szbllbsi  Pal  Gub.  Cancell. 

- 

■t 

1. 

O. 

Teleki  Domokos  -  -  •  - 

— 

26. 

G. 

Teleki  Imre  -  -  -  - 

- 

1. 

T. 

Tetsi  Ferentz  Nevelb  - 

- 

L. 

G. 

Toldalagi  Ferentz  -  -  - 

IMI 

- 

1. 

G. 

Toldalagi  'Sigmond  Koll.  Fu  Curatora 

- 

- 

2. 

Tolli  Ferentz  N.  Enyedi  Tog. 

- 

- 

1. 

T. 

Tbrbk  Pal  Debretzenben 

- 

. 

1. 

M. 

Zeyk  Daniel  Gub.  Cons.  es  Koll.  Fb  Cu 

c  «a  lora 

- 

10, 

M. 

Zeyk  Janos  -  -  -  - 

- 

- 

1» 

M. 

Zeyk  JoVef  *  -  - 

-■ 

- 

1. 

M. 

Zeyk  Miklos 

— 

— 

1. 

T, 

Zovanyi  Sainuel  R.  Tab.  Cancell. 

- 

1. 

T. 

Jakab  Gybrgy  -  -  - 

- 

- 

1. 

T. 

Vallyi  Karoly  Posta  Mesler 

-  • 

i-j  - 

1. 

T. 

Vajda  Daniel  Nevclb 

- 

- 

1. 

F.zeken  kivul  fb  inditoja  es  segitbje  ezein  iminka  kiada- 
sanak  elfelejthetlen  kedves  baratta  lel  t  tanitYanyom  Med.D.  Bo- 
gozi  Jakab  'Lajos  volt  $  ki  is  jobb  kezemet  kerve  eb.b  e,  bogy 


&z  6 


kereset  telyesitem  ?  bt  szaz  Vallo  Rhftot  adott 
mondvan,  bogy  a’  Jlazdn ah  adja.  M ekkora  kar' 
se  ,  azok  tudjak  ,  a"'  kik  6t’  esinertek  :  az 
szive  ,  elmejenek  tsendes  tiszta  vilaga,  kbnnyii  felfogasa 


altal  ,  azt 
elveszte- 
emberisegert  bazgb 


idegeu 


alapos  mely  nezese ,  ’s  minden  fitogatastol  ’s  fusltbl 
egyszeru  szep  lelke  ,  igazmondo  egyenesseggel,  ’s  szava’  pon- 
tossagaval  —  megannyi  vonasai  az  igaz  talentomnak  5  mellyel 
minden  itt  tanittatott  tudomanyokban  ,  ’&  azok  kbzbtt  kiilb- 


hilsbn  a’  Mathesi 5i ehbeh  kit?ind5k5lven  ,  as  mfiici  ezekkel  kn!~ 
foidtim  6.  ev  alatt  szerzett  ki.nts,  a*  huzai  partoknal’  Siillyedett 
el  —  mikeppen  az  ellenseg  a’  vexerit  t&r  ,  a’  hala!.  is  azdkat 
szauiitvan  ,  kiket  o  egy  liosszu  dlet  alatt  tartott  volna  meg  , 
egynek  szeinelyeben  inind  ezeket  is  ejtette  el.  — 

INem  liallgathatom  meg  el  tobb  kedvejs  biv  Tanitvanyiiri 
kbzu!  Ileiitzfalvi  Szdisz  Pdlt\  ki  middn  az  oskolai  palya’  vd- 
gerbl  a’  fbldi  e  i  et’  viszontagsagokkal  telyes  utjara  lepelt  vol- 
na  7  annak  sarjari  's  napfenyet  sziinetJen  szaggato  borulatjain 

palyaja  folytata- 


fblul  emeltetett  ,  az  orbkkevalosag  tovabbi 


■Sara, 
ber  , 
gasz 


es 


Egy  artatlan  romlatlan  ifjubah  ,  egy  emberseges  em 
lielyen  egy  pontos  terindszetvizsgalo  ,  *s  tsilla- 


maga 


veszett  el.  —  Az  uj  inathesisi  jegyekbol  ,  a’  mi  jo,  neki 
koszbnbm  :  6  kapta  ki  a5  nyointalo  miibelyben  fel  szazad  ota 
hevert  betu-bntb-szer  hasznalasat  ,  *s  jollebet  solia  se  inet- 
tzett  az  elott,  o  mettzette  a’  j 61  kijott  jegyeket  ,  *s  bntbtte, 
’s  mutalta  ki  bnteseket.  Ez  is  tobb  et  tsinalt,  mint  szollott, 
2 s  kevesebbet  irsutatott  mint  vplt  ;  liolott  minden  kitsi  mess- 
szire  szokott  ki  altani.  — 

Egyataljaban  (keves  kulbnbs  kivetellel)  azon  kttz  pa~ 


nasz  ellen  vagyok  ;  hogy  Shakespearkent  a‘  tanitvanyok  ha- 
sonlok  a’  tsemetekhez  ,  snelyek  zold  leveleikkel  kizarjak  az  6-= 


ket  eleliozott  napolg —  sot  vissza  mosolyognak.  —  A’  kit  meghiit 
az  ,  valasnint  egyaltaljaban  a'  ki  haladatossagra  szamit  $  nem 
isieito  rea  ,  szinttigy  mint  a’  lialadatlan  a*  nemes  lelkek  soraba. 

Tulajdonkeppen  nem  is  olly’  rosszak  az  emberek,  mint 
a’  kbz  panasz  kialtja  :  egy  nap  se  lebet  kinTenni  az  utszara  is, 
hogy  sokat  ne  lasson  az  ember  .  a2  kinek  ne  kSszbnhessen  va~ 


larmt  ;  legalabb  azt ,  hogy  vagy  eppen 
nem  bantolta  mee, 


nem 


vagy 


eroseim/y 

vagy  idejet  nem  vette  el  ,  legabivA 
bet  nem  vett  el  abbol  ,  a’  minek  betse  nalunk  -'£*  tsekely 
hogy  tsak  a’  napszamosnal  van  arra,  's  k’-’0.1,  etl 
egymastol  bdntelen  ragadozzuk  el,  pAlantatnyi^oiok- 

segnek  szamtalan  fatlyu  oszto?^  k  eresiink  ,  az  igazi  oioko- 
sok2  karara.  Jg-  .  ..  ...  ; 

KOTEIiESSEG-P3^  A  TISZTEET  KlOZONSEG-NEK., 


JE.LENTENI  : 

2-ben.  Elpirulok  ezen  munkatskanak  oly  keso  kijoten  , 
hogy  kc5?myen  eszibe  juthat  valakinek,  Mons  -parturiebat  -  -  - 
de  nalunk  minden  effele,  ha  kitsi  is,  nehezy —  sok  ideig  keJ- 
le  varnom  ,  mfg  tsak  ennyi  elofizetes  is  gyult  ,  hgy  hogy  a’ 
lemomfasrol  kezdek  vala  gondolkodni  ^  a’  midbn  vegre  ott  laU 
tam  magamat,  a5  honnan  mdr  vissza  nem,  ’s  ele  is  tsak  roni- 
las'  veszedelmevel  lephettein  — -  azutan  is  pedig  sok  fatum ok 
2s  betegseg  mellett  ,  liol  egy  hol  mas  hibazott  7  a 3  jegyekkel  , 
figurakkai  *s  tbbb  effelekkel  is  sok  keslelteto  baj  vblt ,  ’s  e- 
'gyetlen  sajto  ,  keves  tsak  most  szaporodott  beliikkel  ,  sok  e- 


gyeb  munkakkal  vdlt  elfoglaWa  —  's  mtg  most  is  a*  mintegy 
fel  esztendotoJ  fogva  kijott  el«b  da.rab  ,  a*  figurakra  yar. 

2- szor.  A’  2-dik  darabot  magyarul  akarlam  kiadni$  egy- 
felol  azert,  mivel  az  elso  darab  (az  Arithmetikci*  Elejiben  yal«* 
lott  karommal  egyiitt)  szinte  minden  koltseget  e!  nyelven,  nem 
lallam  mas  modjat  a’  2  diknak  ,  hanem  bogy  m.egrbviditve  ol- 
tsobb  papirosra  tsak  300  at  nyomtattassak  (nem  500  at  mint 
az  elsobol)  ?  malkesisbol  ennyi  is  felesleg  leven  nalimk^ —  mas- 
feldl  igy  Hazamnak  egy  kozhaszmi  konyvet  ad n i  r£m*mylettein, 
melyhez  az  elso  darabot  is  ugyan  magyarul  hozza  alkalinazf 
tam  volna  :  de  az  elofizetok  kozul  tSbben,  &  kiknek  tanatso- 
kat  meg  nem  vethettem,  azt  kivantak  ,  bogy  ba  az  elso  deak? 
a”  inasodik  is  ugy  legyen. 

3- szor.  A*  tiszta  Matbesisi  muszdkra  nezve  is }  niel- 
lyeknek  egy  reszevel  az  Arithmetikci  Elejiben  M.  Eeisdr - 
helyt  1830  eltern  ,  ?s  a'  tobbit  az  emlitett  2-dik  darabban  nm- 
tattam  volna  ki  5  kovetkezoket  jelenteni  bazatiui  kbtelessegem. 

I.  Azoknak  formalasaban  ezen  barom  fb  regulam  volt: 
a),  bogy  a’  mennyiben  lehet  rbvidek,  a’ nyely'  termesze- 
tebol  folyok  ,  legalabb  azzal  nem  ellenkezok ,  konnyen.  meg-» 
azokhatok  ,  *s  tudvanyba  valo  igaz  belatassal  a’  dolog  terme- 
8zetere  inutatok  legvenek. 

b.)  bogy  azonegy  szo  ne  tegyen  kiiibmbozoket  5  '8 
bogy  egyebet  jelentsen  ,  egy  kis  helyes  valtoztatas  engedtessek 

meg. 


c.)  hogy  a*  mellyeket  okvetlen  sziikseges  megkulbm- 
tetai ,  azoknak  kiilon  (ba  lebet  mas  atyaliasbol  formalt)  nev 

sdattassek. 

bezc-  ,n*  *z  illeti :  vilagos,  bogy  a5  kezd5  annal  ne» 

j  erti  a*  dolgot  meg,  minei  Mlombozbbb  a' szonak  tu- 

ininel  inWbW tudvanyitol,  s  annal  koimyebben  erti  meg, 
l  ,  )  i  a  ^ra  a*  dologra  mutat.  As  kurtitas  pedig  tui 

egy  felsubh  matbesisi  V  h°Sy  l*"",6  ‘T 

»  j  .  jj  y  ,  .  ■  1  ,utj  .yeadasa  azon  nemzetnef  ,  mely 

vid  **  nL  °  G-r  ary  °rujAur°klldk  ^vezte  ?  *s  az  Analysisi  ro- 
Z  ';Uu  fn°*  mG}ly  megkbnnyi^k  a’  klilonben  it- 

«adan  dolgokat  —  mely  rtivid  s  mathesisi  lebet  »*  fels/>  le- 
ayek  nyelve  !  — 

i  ai  ^z®rt  ts,1b  moddal  legyen  ,  sok  a5  szokatlanSag  miatt 
elebb  visszataszito  ,  azuta'n  megertve  szokotta  lessz  —  men- 
nyi  pelda  nints  erre  az  ujabb  idOkben  l  melly  szokatlan  vala 
elebb  at,  gyonyor  -  fceZlemes  kellemeles  hellyett,  Jcozvetlen 
kozvetetlen  hellyett  >s  t.  Igy  jiWeny  ,  nyugalom  tiirelem  , 
gyozelem  9  veszelem  etc  :  az  effele  itjitas  komr  yii  leven  ,  ini- 
e  y  ®za-)a(Jj  omlik  inindenfelol —  kar.  hogy  Erbschaft  nem  har 
«rokmeny,  *  briilseg  Ewigkeil  helyett  oly  hosszti  szoval  e- 
lunk  ,  mmtha  azzal  akarnok  kifejezni.  — 


V 


A*  2-dikra  nizva,  bajt  tsinalvan  afi  sseg  Nagel ,  melly 
fzint  is  teazen  ,  mivel  szeglet  ,  zugoly  (Winkel)  igeu  hosszafe 
az  osszetefeelben  :  maradna  Dugonits  szerint  Winkel 
'a  inikor  szeg  szint  teszen,  hagyatnek  el  az  sj  vagy  szog  tenue 
u'  szint  ,  ’s  zeg  vagy  zog  lenne  Winkel,  meg  mons  es  apex 
is  lehetne  hegy  es  liogy. 

A*  2-dikra  ’s  3-dikra  nezve  ,  legyen  szabad  pdldaul  hoz- 
ni  ele  :  Id  Zeit,  ido  Wetter,  Vil  faz  honnan  villam)  Eicht, 
nidg  Welt ;  hem  (mintegy  lia!  n  !)  Schall ,  hang  tonus 
vagy  megforditva  ;  Nap  Sonne,  viradtol  e&tig  Napp  (lehetne 
Vily)  ;  dies  solaris  napi  keldelkuz  (roviden  az  illy  dies  dei- 
kuz).  Densitas  torri,  tomeg  (Togarasi  szerint)  massa. 

Az  1-sore  ’$  2-dikra  nezve,  legyen  szabad  a’  llo.l  egyen - 
l'6t  mondani  hosszas  volna,  eggyel  jelenteni  ki,  2  ^y vel,  hogy 
egyl'61  unum  megkiilombbztessek  ("p.  o)  eggy  oldalu  hdrorn - 
szog  nem  X  oldalu  hanern  egyenlo  oldalu  fidrorriszoget  te» 
gyen. 

II.  A*  Dugonits  \  Pete  muszavain  kivul  masokat  nem 
lattam  ;  ’s  egydtaljaban  meg  a'  kezdeten  vagyunk  :  —  de  ha 
egyfeldl  elpirulunk  ,  midon  a’  Mathesisben  mas  nemzeteknek 
tanitoi  eppen  nem,  tanitvannyi  is  (annyira  a*  mennyire  is)  ke-» 
vesen  vagyunk  ;  masfeldl  hogy  valaba  tanitoi  is  lehessunk,  el- 
jitnh  legaldbb  most  mig  ideje  vagyon  ,  eppea  ezen  elmara- 
ddsunhbol  szdrmazott  ollyan  jussunhal ,  ahnellyet  mas  nernze»- 
tek  mar  elvesztettek  $  as  midon  mar  regeri  a’  Mathesis’  bdltsoi 
nyelvet  forditvan  le  ,  sok  ollyan  szok  gybkereztek  a’  szazadok- 
ba ,  mellyek  a’  tanulo,  elmejet  a5  tudvanyi  ertelemtol  felre 
vonjak.  Befolyasa  van  ennek  a’ nemzeti  kiinivelodesre.  — 

III.  Engedtessek  azert  meg ,  Hazank  *s  Nemzetrink  ne- 
veben  !  az  aJ  keres  :  hogy  a’  matbesisi  -rnuszok  adasaban  ,  e- 
gyik  fo  tzel  legyen  ,  hogy  azok  as  mennyire  lehet  tudvanyi 
helatassal  ,  a’  kifejezendo  dolgokra  mutassanak. 

Batcrkodom  a*  fobbekre  nezve  kovetkezo  probat  ide 
tenui,*  ininden  jobbnak  elfogadasara  valo  keszseggel. 

Az  emlitett  Ar illime tikci  ( Id-mennyiseg  tudvdny )  Ele- 
jiben ,  a5  tobbek  kb.zt  kbvetkezd  nevek  adattak  ,  az  holott  is 
&  kivant  okok  is  (valamint  ezen  elso  deak  darabban  is)  meg-. 
talaltatn  ak» 

Spatium  Ur  ( az  honnan  lires,  az  az  a’  miben  Co^a  ert- 
ve  esah)  iir  van.  Tempus,  ici ,  tempestas  ido  ,  quidditas  mi- 
teg,,  quantitas  (mid&eg  mintegy  azon  kerdesre  eredve  mi  id  ?), 
ugyantsak  maradhat|  mennyiseg  ,  qualitas  njillyseg  5  pars 
resz  ,  portio  darab  ,  continuum  szahadatltin ,  tehmteti  (da-, 
rabi )  egyenlo seg  ,  tehinteti  mennyiseg  5  positiv  ,  negatio 
(mathesisi  erteleiiiben )  ^4  ( hereszt ),  ^  ( voncls  jmennyiseg ,  az- 
az  a*  midseg  bisonyos  millyseggei  (melly  *  ,  «•  j eggyel  je» 


leatetik  kf,  Ilogy  az  eszet  egyebre  ae  vigye)  ,  szfili  ezt ,  (pag, 
22  vagy  amaz  ,  bizonyos  ^  hatarozatu  *  ez  ellenes  ha- 
tdrozatu\  —  <U  vontjci  anak,  vagy  ellenesse  (oppositum). 

Summct  meghagyatik}  ugyantsak  lehetne  vszvet  is. 

Addere  surnnidzn.i 5  sub  trahere  potlehazni  (potlotdrsaz- 
nij  i  subtrahendus  pallando  ,  minuendus  . tett  summa  ,  diffe- 
jrentia  potlek  (  yagy  potlotdrs)  ,  differentia  ipsius  P  ab  S  , 
P  nehpotleJca  S  re.  a~b\c ,  a  ’s  vontja  Zmek  e,. 

Series  sor^arithm.  eggypotlehiy geom.  eggymereti)^  mensu- 
rare  B  quoad  A,  'met' ni  Bt  A  val,  mensura  mertek ,  B  mertje  a* 
mertekheh  ,  fractio  meret ,  Unitas  fomertehy  numerus  integer 
egesz  &zdmy  fractio  vera  tbrt  egy0  proportio  geom.  eggy  meret 5 
A  ita  est  ad  B  ,  uti  fl  ad  6  ,  A  aaay£<://,a,Bnek  mint  a  Zmek. 
Multiplicare  a  per  B,  eggymerlezni  at  Bvel  (rbviden  mer- 
tezni)  ,  az-az  ollyan  mertet  adni  anak,a’  millyen  niert  B  (az- 
az  a ’  rniLlyen  mertje  B  a5  fdmerteknek) ,  multiplicator  B  J6- 
mert(\ agy  mertezo ),  a  multiplicandus  tett  mertek  (vagy  mer- 
tezendo),  factum  eggymert ,  factores  meroh . 

Ugyantsak  ha  szerzeni  helyett  egyszer  se  mondattat- 
nek  s zerezni  ,  meg  ezzel  is  inkabb  lehetne  a’  roszszul  nere- 
zett  sokszorozds  helyett  elni  5  factum  szerezet  lenne  Js  a’  t. 

Dividere  b  per  a  ,  bve  pdrazni  (vagy  jperotarsazni  , 
rbviden  mertdrsazni )  at  ;  dividendus  tett  eggymert  ,  divi¬ 
sor  foinero  ( vagy  pdrazando)  ,  quotus  rnerdtdrs  (rbviden 
mertdrs )  5  6  divisum  per  a  ,  6re  pdrja  anak.  Kar'  hogy 
2.3  —  24  :  4  helyett  nem  mas  jegyeket  vettek,  Rp.  o.J  2*3  === 
24\4,  (az  irasbeli  X  ’s  2  pontra  nezve). 

Elevare  a  ad  potentiam  exponentis  q,  eggymerdzni  at 
cj  r angat  rbviden  pval)  ;  ’s  ha  B  ezen  potentia,  B  az  anak 
g  rangu  (eggymerbzetje,  V  Bnek  a,  q  rangu  alapmaroje, 
1’adix  exponentis  q  ipsius  B  $  alapmerozni  Bt  q  rauggal  (rb- 
Viden  pval),  radicem  exponentis  q  extrahere  ex  B. 

Eogarithmus  rangjel-,  basis  communis  kuzalapmero  , 
vagy  kbziqlp. 

Yagy  kbvetkezo  nevek  is  lehetnek  :  at  qv ai  rangozny 
anak  q  rarigja  B  ,  Bnek  a,  q  alrangja  y  Bt  lerangozni  qr ai. 

'V  agy  :  at  pra  ernelm  ,  B  anak  q  rangu  eruedetje^  a 
Bnek  q  rangu  emetije  ,  Bt  q  ranggat\d6viden  qr al  ernei- 
tezni.  Radix  quadrata  felrang  d  t. 

Quantitas  imaginaria  vonds  egyi  midseg ,  (Tom.  L  pag.105). 

Proportionalis  geom.  inedia,  eggy  meret  i  kdzep.  Termi- 
mis  polynonium  Ibbb-izet  ,  biiioaiium. kel-tzet,  terminus 
seriei  sor-Jz ,  terminus  generalis  iz-hep ,,  coefficiens  iz-fomert. 

Functio  /;6kr  kep  ,  series  incrementorum  nbvet-sor ,  dif- 
ferentiale  novet~sor-iz  kep  (rbviden  nbvet-izkep)  ,  coefliciens 
chlfereritialis  novet-iz/fb niert ,  integrale  sunimdzat .  Calcu¬ 
lus  variationum  kbzhepes  kozkep  nVsgdtat. 

Aequatio  egyenlet $  limes  veghatdr,  (comma  vonat$  111- 


VII 

commeesurabile  dsszemerhetlen $  decimales  notae  tizedes  ke - 
/yeX-  3*  expressio  kifejezet.  * 

Analysis  cbmbinatoria  ,  szedet  ’s  rakat  visgdlat  , 
permutatio  elrendelct  (roviden  rendelet ),  variatio  ismetlet ; 

ambo,  terno  etc.  kettds  szedet  ,  Iidr/nas  szedet - vagy 

kettozet  ,  hdrmazcti - 5  hetszeretje  ,  hdromszoratja - 

Yalaminek  ,  dupliima  ,  tripluma - 

Superficies  terj,lep{ az  honjian  lepedo,,  lepel),iieha  kiilet, 
coipus  geometricum  JJr-test t,  Feret  ,  area  ha  super  (iciesrol 
van  szo,  soliditas  ha  corpusrol  van  szo  (ez  lehet  tely  is). Planum 
lap  ,  (horizontale  ter ,  vagy  vizardnyu  lap).  Verticale  /zcg- 
vagy  juggeny^  linea  ,  forma  meghagyatnak  ;  figura 
/dfr,  sectio  vagat ,  recta  egyen  arcus  zzz  ,  corda  /zzzr  ,  radius 
sugar  ?  centrum  kozeppont ,  sphaera  gombj  Cylinder  Zienger, 
Cubus  /fod  ,  angulus  szog  0  triangulum  hdromszdg  ,  polygo- 
«nni  tdbbszdg  (regulare  rend&s')  $  circulus  /fcir.  A’  gdniben 
kezdve  eddig  Z^zz^o/zzYsbol  vetettek.  Angulus  rectus  negyed 
szog  (t.i.  a’  szdg  tekhiteti  mennyiseg%  a’  szarai  kbzt  levo 
fvben),  lgy  60  grad  Jiatod  szdg0  45  nyoltzad  szdg  (mind  az 
egesz  karimara  ertve ) - Apex  anguli  szoghegy ,  anguli  ver¬ 
ticales  s zdgek  5  anguli  alterni  dtellenni  szogeh ,  vagy 

forma  szogek^  szbgnek  (vagy  conusnak J  verticalissa  ,  az  6 
vi  tdrsa  Perpendicularis  zvz  zz//o  ( vagy  roviden  dlld).  Dia¬ 
gonalis  ,  diameter  ketbelo  (vagy  kettezo ). 

Parallelum  e^yiro^z2(D ugoni ts),(tagasabb  ertelemben 
kdziii),  paralellogrammum  lap-eggykdzeny ,  prisma  iir-eggykd - 
zeny ;  Rhomboides,  Rhombus  rt zz//  eggykdzeny ;  (roviden  z/zz~ 
letLy')\  Rhombus  eggyoldalu  d ii l eny ,  rhomboides  nemeggyol * 
dalu  duleny  ,  vagy  roviden  amaz  duleny ,  ez  eggyoldaldny  (oda 
ertve  ,  hogy  cszz/r  az  oldalai  egyenlok),  quadratum  rendes  negy 
szdg  (roviden  negy  e g).  Recl  angulum  oblongum  hosszuko  al~ 
Idiny  (roviden  dlldny )  ;  rectilinea  figura  egyeni.  keritek  :  fi¬ 
gura  plana  /zzpz"  keritek^  figura  sphaerica  gd/nbi  keritek 

Focus  tuzjjont ,  tangens  erintn  ,  asymptota  szinte  e~ 
ro.  Abscissae  /o  ,  ordinatae  al-iitak  (nem  al  utak)}Lasd 

az  Arbort  ezen  darabban).  Az  alutak  lebetnek  1-so  2-dik 

renduek - Gathetnsok  bifogok  ,  hypothenusa  ditfogo.  Sinus 

vegtdv  (az  1V  vege  tavja  a’  /0  kettezotol  p.  456)  5  cosinus 
kozeppont  tav  (  roviden  kozpont  tdv)y  sinus  versus  Jcezdet  tnv 
(az  1'v  kezdete  tavjat  ertve,  ’s  mind  a’  ket  utobbit  a’  sinus - 
ertve),  sedans,  vago ,  complementum  pdtlek-iv  ,  cosinus  p<V- 
ZeX-  uegtdv  (roviden  pdtvegtdv)' s  a'tobbi.  Pyramis  teteny^  conus 
^szz/i  (az  honnan  tsupa),  -vagy  horteteny  ;  igy  lidrom-szbg  te- 
teny  ,  hdrom-szdg  iir eggykdzeny  5  Pa r ali elepip edum-,  zzr- 
lap-eggykdzeny ,  ba  rectangulare  ur^dlldny  ,  (vagy  Dugo- 
HiUsal  tegldny)  Pyramis  truncata  elszelt  teteny  ,  (vagy 
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saelt  teteny),4gy  *zelt  tsup.  Conicae  sectiones  tsup  vdggtghi 
parabola  eggytdvu  (mindenik  pontjat  azon  egy  ponttol  a* 
tuzpontol ,  *s  azon  egy  egyentol  ertve)  }  ^llvpsis  fossebk 
idvu  ,  liyperbola  nagyobb  tdvu  ,  <af  poqttol  inint  egyentGl 
^rtve).  Vagy  az  elso,  Iqzepetlen  tsup  vagat ,  §  masodik  « 
vissza  tero  ,  a  barmadik,  kdzeppontos  vissza  nem  tero.  Vagy 
a^el«5,  2  karu  a  2-dik  ,  vissza  terg  ,  a’  3-dik  4  karu  ,  (a* 
tsupat  az  o  tiSvi  tarsavgl  egyiitt  ,  vagy  p«  101  szerint  ve  ve ). 
Eccentricitas  tiiz  *s  kbzeppont  tdv\  radius  vector  tuzpont-su «? 
gdr^  parameter  fiizpont  hur ,  1  4 

,  ,  ,pes  quadratus  ,  cubicus,  terjldb  9  tely-ldb  (a*  Pallerok 
•zamitasa  szerint,  Arilhmet.  Eieje  p.  1%8).  Simile  h. asoiilo,  ho¬ 
mologum  eggyfekvesii ,  (nelia  megfeleld), 

Prqpositio  mondatvany  ,  (sot  rdviden  mondat ),  t<Hal% 
tet ,  theorema  ohya7'o  tet  ,  problema  feladctt ,  felado  i  et , 
resolutio  megfej tes  ,  vegbe  vitei ,  demonstratio  oh  mutatas. 
Intuitus  on~latvdny ,  axioma  bn-igazscig  ,  alap  igazsag  ,  o/z- 
Idtvdnyi  tet .  Lemma  seged-tet  ’s  a’t. 

Scientia  tudvdny  ,  ohtudvdny  vagy  tanvdny  ,  okada- 
lom  vagy  okalom  ,  scientificus  olcasz  ,  a’  honnan  ohdszat  is 
lehet,  mi  ut  vadasz  yadaszat  5  fenyesz  3  fenyeszet,  ditsesz  ?  «ii- 

tseszet  'S  a*  t. 

^  %-dszer.  A'  Caput  ah  etc.  hefye.tt ,  akarmellyik  osz- 
talyt  lfehetne  vagy  szdmkeppel  fejezniki  ,  ('nem  kiilom- 

ben  a*  plantat  ’s  sok  egyebet  is)}  tsak  a’  felosztasnak  ug-yan- 
azon  graditsfogan  levo  osztalyok  ,  X-so  ,  2-dik  -  ~  ,  kiilom- 

ben  azonegy  osztaly-nevvel  kiilornboztessenek  meg  2  balrol  az 
elsd  szam  tegye  az  annyiadik  Xegelsd  osztalyt/s  akarmellyik  szam 
tegye  az  eldttevalonak  felosztasa’  elso  fogan  levo  annyiadik  osz-» 
talyt  ,  a’  inekkora  azQn  szam  }  (ha  aJ  szam  9-et  megbaladna  , 
a*  ketfeldl  bezartat  egy  szainnak  veve).  Igy  •3,4112.  vagy 
•34ll2-Jik  resz  lenne  az  3-dih  fdresz  i-dik  "alresz  1-s d  io- 
osztalya  elso  al-osztalyanak  2-dik  fbszakassza ,  Ss  viszont  ez 
tfgy  irodnek  le.  IJgyan  is  ez,en  osztalyokat  a’  12-dildg  Xe  igy 
lehet  nevezni  :  fbresz  ,  alresz ,  f'6osztdly\  alosztdly^  fosza-. 
k  as  z  j  ais  z  ah  as  z  .  j^oszctlc  ^  alszak  ^  j  -v  tzikkely  ^  al  *  il~ 
hely  ,  fotzifckj  al  tzihh  ;  niellyet  meg  tovabb  is  lehet  folytatni 
iz  ,  izetske  ’s  tobb  nevekkef}  nolja  romai  szamokkal  's  kbzoii- 
«egesekkel  }  *s  mas  jegyekkel  is  lehet  az  alabb  oda  tartozokat 
mcgkuluinbdztetni.  Elol  is  lehetnek  meg  'konyv ,  der  ab  y  sot 
fodarab  ,  al  darab  nevek  is.  A’  melly  szainnak  eleadasara  ? 
a’  szaksegesek  meg  azon  a5  helyen  nintsenek  meg  zt  a’  bol  mar 
snegvannak  ,  kipotlasat  oda  lebet  tenni^  eleibe  irva  ?  raelJyik 
szdmnah  hipotldsa. 

Legyen  ezen  osztas  medjara  peldaul  az  Ur  tudvdny. 
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•*.  ELS()  Fl %  £iz  t  rnek  alap-szemlelese,*  lep,  fu^lykor 

liilet)  linea ,  pont7  forma  ,  gbmb  ;  3  egyes  fti  mot- 
gds  ;  egyen  ,  lap  ,  ,  ?s  egyeb  alap-kepzetek 

(vagy"  kepezetek) ,  £s  alap-igazsdgok  •  mellyek  er 
zen  elso  darabnak  vegen  pag.  442-ton  kezdve  talal- 
tatnak*  ... 

»3,  MA&0D1K  FO~RESZ  :  leszallas  a*  lapra;  lap-tucivany 
(planimetria). 

•21.  Ji-Zs.o  alresz  :  veges  szamu  ,  egyenekkel  *s  ket  §lstij  fo- 
mivvel ,  ( constructio  geojn .  sensu  stricto ). 

^2X1».  /o  osztdly. :  azon  formak  ,  mellyek  ermek  elsoben 

szembe&tlo  szarmazatjainak  egymast  vagasa  vagy  yeiu 
vagasa  altal  erednek. 

i2Xll.  JE7<so  al-osztdly  :  a’  feret  vizsgalasa  nelkul. 

“21111.  Els  o  j  a  szahasz  :  nem  vagasa. 

Alszakaszok  :  (l~so  ,  2-dik  ,  3— dilc )  :  ket  egyennek 
tbbbnek  ,  ket  kornek  5  egyennek  5  3  kbrnek. 

•21112.  Mdsodik  fo  szahasz  s  vagas. 

'211121.  A?/so  al  szahasz  ;  szbggel  valb  vagas. 

•2111211.  Elso  fo  szaki  tsupa  egyenek  egymassal. 

•21112111.  £/30  :  ket  egyen;  (4-ed  sz<3g  3  tompa 

szi)g  ,  hegyes  szog). 

•21112112.  Mdsodik  ahzah  :  3  egyen. 

•211121121.  Elso  fotzthhely  :  tsak  egyik  par  nem  vagja  egy~ 
raast  ,  kinyujtva  is. 

•211121122.  Mdsodik  fotzihkely  :  .inindenik  vagja  egymast; 
ionen  a’  hdrom  szogek. 

•2111211221.  Eis o  altzikkely  1  a*  karomszi?gek>  egyenlosege- 
nek  feltetei. 

‘21112X1222.  Mdsodik  a.l-tzikkely  1  AJ  harom  szbg  oldalainak 
’s  s z em b elevo  szbgeknekf  kbltsbnos  fiiggese  •  az  hoiy- 
nan  a’  haroinszoget  meghatarozo  artato  kb  61  ,  a’  meg 
nem  adottakat  felszamitni  tanit  a’  Trzg.  plana  ai 
ezen  szamot  illeto  kipotlasban. 

•21112113.  Marmadik  alszah  1  4  egyen. 

°211121131.  Elso  fbtzzkkely  :  lia,  nints  olly  ketto  7  melly 
kinyujtva  egymast  ne  vagja. 

‘211121132.  Mdsodik  fotzihkely  :  ha  van  olly  ketto,,  inelly 
egymast  ne  vagja, 

‘2111211321.  Elso  altzikkely  :  ha  a5  mas  ketto  is  illven,*  ter 
bat  inivel  vagas  van,  ezen  partol  a’  masik  vagatik, 
(p  arallelogr  amnium) . 

•2X11211322.  Masodik  altzikkely . :  ha  tsak  egyik  par  ol- 
lyan  ;  teliat  ez  vagatik  a’  masik  nem  ollyantol ,  (E 
hasonl  atossdg  alapjci )  ;  innen  a’  liarem  szogek5  lia- 
sonlatossaga  feltetei. 

•21112114.  Negyedik  alszah  ;  tvbb  akarhany  egyenek. 


‘211121141»  Elsd  f&tzikhely :  egyenekbdl  alio  (rOviden  e- 

gyeni)  egyes '  linea  (p  446). 

‘2111211411.  Ili  Is  b  altzikhely  i  mas  illyennel  vald  dsszete— 

telbdl  egy  par  egyennek  eggykoziisegebul  szannazo 
kbzbilseges  kepzete  az  eggykdziisegnek. 

•2111211412.  Mdsodik  altzikhely  :  tbbb  oldalu  egyeni  kelitek 

•211121142,  Mdsodik  fdtzikkely :  Yalainelly  egyeni  Iinea- 
nak  minden  szugbegyeire  egyenek  azonegy  pontbol. 

•2L11211421.  ^ Elsd  altzikhely  :  az  egyeni  keriteknek  liarom- 

szugekre  valo  felosztasa,. 

”2111211422.  Mdsodik  altzikhely  minden ik  egyennek  a* 
kbzponttol  azonegy  annyidjat  veve,  a'  hasonlatossdg 
kdzdnseges  kepzete ’  rnagva. 

■2  L 112 12.  Mdsodik  fdszak  :  egy  en  a’  kbrrel./ 

•21112121.  Elsd  ais z ah  :  egy  egyen  a’  korty  csak  egy  pont- 
ban  ,  vagy  kettdben  va'gja. 


"21112122.  Masodik  alszak  i  tdbb  a*  kort  Vago  egyenek. 

•2  L 1121221.  Elsd '  fblzikkely y.  azon  egyenek  vagva  egymast. 

•2111212211.  j Elsb  altzikhely  :  azonegy  pontban. 

.  ■  Ay  fotzikkek  7  ( l-so  ,  2-dik  ,  3-dik)  :  azon 

pont  a’  kaiimaban  ,  a*  kariman  beldl  ?  vagy  kivul. 

•2111212212.  .  .  Masodik  altzikhely  i  lia  azon  egyenek  nein 
azonegy  pontban  vagva  egymast ,  egyes  visszatero 
egyeni  lineat  formalnak, 

•2111212121.  Elsd  fb-tzikk  :  inindenik  egyen  (ngy  a*  mirit 
van  a’  kezdetitdl  a5  vegeig)  Inirja  a’  karimanak;  eu- 
nek  altzikjei  7  3  egyen  ,  4  ’s  a*  tdbbi  }  sdt  ezeknek 
alsobb,  osztalyai  ,  ha  az  egyenek  egyenidk  vagy  nem. 

‘211122122.  Mdsodik  jb-tzikk  :  mindenik  egyen  erintdje 
a’  karimaiiak  $  mellynek  ugyan  az  imintiek  az  alsobb 
osztalyai. 

•211 121222,  Mdsodik  f  o-tzikkely  :  ha  azon  egyenek  nem  vag- 
jak  egymast. 

"2111213.  Hcirniadik  fo-szak  :  kdrek  egymassal. 

Elsd  j o-tzikk  :  erintesi  vagat:  2-dik  az  erintes  nel- 
kul  valo. 

•21 1122.  MdsodiJi  al-szakasz  a’  szogetlen  vdgds  }  inely- 
nek  alsobb  osztalyai ,  az  egyenekbdl  's  koi-ivekbdl? 
vagy  tsupa  kotivekbdl  valo,  3  ’s  tobb  oldalu  forrnak. 

‘2112,,  Mdsodik  al-osztdly  :  j  erete  az  elehozott  keritekek- 
nek  $  mellynek  alsobb  osztalyai  7  az  egyeni  lcerile- 
kek  ,  kor  ,  vagy  tsupa  kdriVekbdl  ,  avagy  kbilvek- 
bdl  ^  egyenekbdl  valok. 

*v£12,,  Mdsodik  J d-oszldly  :  azon  formaknak  ,  mellyeknek  az 
elsd  Id-osztalyban  tsak  magabaii  valo  lelietsege  bt- 
li.k  szembe  (vagy  kerdesbe  jbliet)  ;$  veges  szaniu  ket 
id,  liuvvel  valo  lelietsege  vagy  leiietleiisege  vi’sgalasa. 
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a22.  Mdtodlk  al-resS  :  szamtafan  ket  fu  wivvel(kettos  egye- 
sillt  TnozgdsycL  Id-rnejinyiseg  tudvdny  segitsegevel). 

“221.  Elso  fd-osztdly  :  a’  mellyeknek  lia  nem  is  minden,  de 
mindenik  pontja  megadatik  veges  szamu  2  fb  mivvel. 

*222.  MdsocUh  fd-osztcily  :  a'  meilyeknek  mindenik  pont-' 
ja  sern.  '  < 

»3.  HARMA  DIK  FO-ReSZ  :  yissza  inenetel  a’  laprol  az 
iir  inelysegebe, 

•31.  Elso  cil-resz a’  veges  szamu  egyenekkel  *s  harom  fo 
mivvel  szarmazhatok’  vPsgalasa  ( constructio  geom. 
sensu  lato).  Tudniillik  az  elebbi  ket  fb  mnukahoz 
jartil  a’  tengelyi  fordulas. 

*3il.  Elso  fd-szcikasz  :  tengelyi  forduldsa  k^pteket  nem 
formalo  lmeaknak  ,  es  lapoknak. 

•3111.  Elso  al-szakcisz  :  lineak’  tengelyi  fordulasa. 

•31111.  Elso  fo-szak  :  keriteket  nem  fomtalb  egyeni  li¬ 
neat’  fordulasa. 

•311111.  Elso  al-szak  i  egy  forclulds. 

•3111111.  Elso  fb-tzikkely  :  ket  egyinast  P  lapban  vago  e- 
gyen  megfordul  az  egyik  koriil  }  a’  mozgo  egyen  ut- 
ja  lap  ,  ha  a’  szbg  negyed  szbg  ?  ’s  tbvi  tsiipak  (az- 
az  tsiip  az  b  tb-vi  tarsaval ba  a’  szbg  kissebb  ne- 
gyedszbgnel. 

"3111112.  Mdsodik  jo-tzikkely  :  ITgyan  Pben  A  egyennek  by 

c - pontjairbl  legyenek  B,  C - egyenek  Ara  ra- 

allbk  ,  ’s  ABC-  —  linea  forduljon  meg  A  kbrul  '5 
az  egyqnek  utjai  eggykbzil  lapok. 

•311112.  Mdsodik  al-szak  :  tobb  fordulas  ;  legyenek  P  lap¬ 
ban  A,  B  egyinast  p  poutban  vago  egyenekre  a  es  |3 
ra  alibk  p  bbl  ,  ’s  forduljon  meg  A  koriil  a,’sB  kbrul 
|3  5  a5  ket  ut’  vagatja  a’  raallo  P  bbP  P  re. 

•31 L2.  Mdsodik  al-szahcisz  :  lapok  forduldsa. 

•31121.  Elso  Jb-szak  :  egy  forclulds  ;  fordulva  P  lap, 
valamely  egyenje  torni  ,  sziili  a’  ket  lap/  szoget. 

•31122.  Mdsodik  fo-szak  •'  tobb  forclulds .. 

‘311221./  Elso  al-szak  :  mindenik  fordulas  tengelyenek 
azonegy  p  kbzbs  pontja  :  ugyinint  ertettessek  rniri-. 
deu,  P  lapra  nezve  ,  azonegy  fejbl  4-  (p.  o.  fblul)  ,/s 
minden  fordulas  </  2R  legyen  ,  ( R  negyed  szoget 

teven).  Ezen  felletellel  forduljon  P  lap  pa  egyenje. 
kbrul,  ’s  mindenkor  lijra  ?  a’  hova  jbtt  ,  fordul¬ 
jon  onnau  ,  valamely  p  pontrol  vont  egyenje  kbrul 
bajolva  ,  folytatva  ar  mig  tetszik  5  ered  az  *  angu-. 
Ius  solidus  (tely-szbg)  ;;  Xehet  meg  azo.11  liatarozast 
is  tenui  ,  hogy  P  mindeg  azon  szine  fele  hajoljon 
a’  melly  elebb  albi  vblt. 

•311222.  Mdsodik  al-szak  :  tobb  fordulas  ,  mindenik  for-, 
dulas’  lengelyje’  kbzpontja  nelkui. 
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•31 12231.  Eis  6  fd-tzibhely  :  tsupdn  lapob. 

•314*2211,  al-tzilbely :  a*  fOlill  k£t  eggykbzfl  lap  P 

e*  Q  kbziil  egyik  forduljon  akarmelly  egyenje  kb- 
,  mig  a*  masik  lapnak  valamelly  puntjat  er  i  5  ne- 
veztessek  ezen  uj  lap  R  nek  *  vPsgaitatnak  az  R  tdl 
tginalt  atelleni  szogek  fs  a’  t. 

•31122212.  Masodib  al-tz\bkely  :  az  elebbi  R  forduljon  a-» 
karmelly  az  P  es  Q  lapoko.n  atmeiio  a  egyenje  kb- 
rul  5  ’s  legyen  az  uj  lap  S  5  ,vi*5galtatnak  !P  vel 
es  Qval  levo  vagatjai  az  R  es  S  lapokb 61  alio  for- 
manak. 

‘31122213.  Harmadik  al-izikhely  1  forduljou  S  is  akarmelly5 
P  es  Q  lapokon  atmenb  /3  egyenje  kbrul  ,  vi’sgal- 
tatnak  az  R,  S,  T  lapokb 61  alio  formanak  P  vel  es 
Q  val  levo  vagatjai  5  mind  azon  esetben,  ba  a  1!  |33 
mind  akkor  ha  nem- 

‘3112222.  Mclsodib  fo-tzibbely  t  Icqi oh  egyenehbeh 

*311S2221.  Elso  al-tzibbely :  a*  folebbi  P  es  Q  eggykozii 
lapok  kbziil  egyiknek  akarmelly  pontjabol  a3  rna- 
siknak  akarmelly  pontjara  egyen  gondoltassek  £  vi’s- 
galtatik  az  egyenneb  lappal  vald  szoge  3  az  cltel- 
Leni  szogeb  "s  &  t. 

‘31  122222,  Mclsodib  al-tzibbely  1  P  laphan  legyen  7(33  (E- » 

egyeni  keritek  ,  *s  akarmelly  a  lapon  fblul  lev6  (X 
pont  legyen  7  forduljou  (mindent  egyfelol  ?  p.o.  P 

lapon  fuliil  ertvej  P  lap  7($B  egyen  kbrul,  mig 
71(1  egyen  bele  esik  5  es  legyen  356  ff  es  az-, 

utaa  forduljon  ugyanaz  elso  P  lap  33  (E  egyen  kb¬ 
rul  ,  mig  336  bele  esik  ,  legyen  €x  II  es  =  336 , 
*s  igy  tovabb  az  utolso  oldalig  $  es  ekkor  forduljon 

(167(33  lap  kbrul  0  raig  C  pont  bele  esik.  Ssiile- 

tik  az  egyeni  iir-eggybozdny  ,  inelly p arallel ep ip e- 

dum  ,  lia  2(3)  ^33 p arallelogrammum. 

'31122223«.  Harmctdib  al-tzibbely  s  ha  P  lapban  levo  7(33 £  -  - 
egyeni  keriteknek  ,  minden  szbgliegyeirbl  azonegy  p 
pontra  egyenek  gondoltatnak  ,  's  P  fordul  mindenik 
pldala  kbrul  az  emlitett  keriteknek  ,  mig  p  bele  e- 
sik  ;  sziiletik  as  egyeni  teteny ,  (a*  mennyiben  a* 

kbi>teteny  az-az  kbr  talpu  teteny  fs  akarmelly  mas 
talpu  mind  teteny). 

'3:12.  Mdsoclib  fo-szcibasz  t  tengelyi  forcluldsct  lapi  beri - 
tekebneb . 

‘1121.  Elso  al-szabasz  1  negyedszbges  baroni  szbgnek  meg- 
fordulasa  az  egyik  be  fog 6  kbrul  3  ( negyed  szd- 
git  tsup ). 


xm 


“3123. 


»3124. 


•3131. 

•3132. 

•3133. 

•3134. 

•3135. 

•31351. 


>31352. 


•3122.  Mdsodik  al-szaJbasz  :  Jap-allaiiy  raegforduUta  vala- 
melly  oldala  kbrul  $  ( negyecl  szbgii  lien g  er ^ 
Harmadik  al-szakasz.z  felkbr  jnegfordulasa  &  ket« 
tezo  kGrul  ,  fgomb). 

Megyedik  al-szakasz  :  a*  mindjart  szarmazandiS  tsu- 
pi  vagatok  megfordulasaval  eredo  forinak. 

•313.  Harmadik  fo-szakasz  :  tengelyi  fordulasa  as  lapnak 
az  eddig  szarmazottaknak  valameily  pontja  koriil. 
Elso  al-szakasz  :  a?  tsuppal  ( tsupi  vagatok')  $  El- 
Jypsis  sot  parabola  talpu  tsnp  ,  szelt  tsup). 
Mcisodik  al-szakasz  z  a*  hengerrel. 

Harmadik  al-szakasz  i  az  egyeni  tetennyel. 
Negyedik  al-szakasz  “  az  egyeni  iir  eggykbzennyeh 
Otbdik  al-szakasz  i  a*  gombbel. 

Elso  fo-szak  i  ha  a’  kozep  ponton  mennek  al- 
tal  a’  lapok ;  erednek  3  lapbol  &  gomb*  szinen  a* 
gombi  hdromszdgek  3  miellyeket  a’  meghatarozo  da- 
rabokbol  felszainitni  tanifc  a*  Trigonometrza  sphae - 
rica  (gombi  lihromszog  szdrnitds ).  „ 

Mdsodik  fo-szak  z  ha  mind  erintik  a’  lapok  a* 
gbmbet ,  vagy  mind  vagjak  ,  ’s  iir  darabot  zaro 
egyes  format  tsinalnak  5  ezek  kozt  erednek  a’  egesz- 
szen  vagy  reszszerint  rendeS  ilr-testek. 

*32  Mdsodik  al-resz  1  azon  formak  ?  d  inellyek  veges  sza- 
inii  egyenekkel  Ps  harom  fb  mivvel  nem  szarmazhatnak}  (p.o.) 
ha  vaiaiiielly  ugy  ele  nem  alKthato  formanak  minden  pont- 
jairol  azonegy  pontra  egyenek  ?  vagy  azonegy  egyenhez  eggy- 
koziiek  gbndoltatnak  ^  ’s  annyival  inkabb  ,  ha  azon  egyenek* 
foglalatjanak  bizonyos  formaval  valo  vagatja  kerestetik  ’s  a*t. 
Egyaltaljaban  mindeiifele  forinak  ,  akarmelly  (akar  az  Arbor* 
ban  liarom  egymasra  ra  alio  egyennel ,  akar  valameily  for- 
tnaban  bizonyos  torveny  szerint  levo)  harmas  avagy  tbbbes 
egyesu.lt  mozgas  altal  szarmazhatnak  ,  mind  azokkal  egyetem* 
ben  5  a’  mellyek  ezeknek  egybetetelevel  lesznek,  ide  tartoznak. 

5-szer.  A’  fenn  cmlitett  Ariilini.  Ele)eben  XVIII  la- 
pOn  javaltatott  egy  irds-rnod $  mellyben  nem  fsak  osszetett 
betu  ne  legyen  ,  hanem  egy  betu  se  irodjek  ketszer  egymas- 
utan  ,  sot  egy  betu  feletfc  is  ,  se  poiit  sem  ekezet  ne  legyen, 
meg  is  niinden  hangzonak,  meg  pedig  a’  rbvidnek  a*  hosszu- 
tol  megkiilbmboztetett  jele  legyen,  a’  nelkiil  hogy  xij  betu 
vetessek  fel  5  Ott  a’  hosszak  szintugy. mint  a*  kbtszer  irandok  , 
fbliil  vagy  alol  (a*  rnint  az  iras*  folyasa  kivanja)  nyujtott 
egyenes  vonassal  jelentetnek  ki  5  a’  tbbbi  egy  a*  foly.o  irasra 
(nemelly  betiinel  vizeranyulag  vive  masnal  foliihbl  “szallitva) 
alkalmas  jeggyel  tetetik  ki :  ma  is  Valami  illyen  format  kf- 
vannek  ,  hogy  nyelvxink  kimondasa  meghatarozott ,  *s  legalabb 
irdsuuk*  modja ,  els6  lenne  5  de  a*  gy  kijelentesere  in- 
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kabb  lehetne  d  inint  g  betiit  az  eirilitett  jeggyel  venni.  siai- 
adjon  kbnnyen  valtozik  aggyonv a  ,  de  vagjon  heTvett 


ve» 


mcJhd  senki  vdggyont  $  —  ’s  vagyon 


m^g 


ketto  rnclly- 


)egy  kell  ;  ezen  szokbol  megtetszik  edzeni ,  findzsia 


nem 
nek 

( az  ntolsot  egy  6  eves  gyermek  mondotta  ,  bogy  egyikkel  se 
lebet  le  irni  ,  az  a’  mint  giorrio  moridatik)  ;  zs  volna  z 
azoti  jeggyel,  edzeni  irodnek  ugyaii  z  vel,  de  azon  jegy  meg- 
kettoztetnek  a*-  kuzepen  ,  ez  iigy  is  ritkan  jbn  ele}  valamint 
a'  giorno  harig,  mellyet  g  eleibe  tett  jeggyel  lebetne  ki  ten- 
ni.  ,  ' 

6-odszor.  Egyebarant  ezen  lapokon  az  iras  sokban  kii» 
Ibmbbzik  az  emlitett  koriyvetskebelitol  $  ugyan  is  itt  a’  Pest  ' 
lien  1832-ben  nyomtattatott  Magyar  Helyesirds  j obb  sza- 
bdlyaih&z  kiVantam'  inagam  alkalmazni  '5  mivel  a*  xnidon  a’ 
hanyan  vagyiink  aniiyikeppen  irunk,  onnan  lebet  egyedul  var- 
ni  ,  bogy  valabara  megallrtodjek}  *s  noba  kicsit  tartoztatba- 
tom  avagy  segftbetem  ele,  egy  pibevel  sem  akarom  terbelni 

kincseert  szerencses  szellel  fesziilo  vi- 
—  Sok  van  ,  a’  ihellvre  nezve  kissebb 


a  bazai  kimivelodes5 
torlakkal  evezo  hajot 
az  ,  rnikent  ,  mint  az 


bogy  eidbjtve-  legveii  5  ys 


valabara  azon  a’  liyelven  tanuljunk 


£3. 

a 


megegvezve 


mellvet  Anyainkldl 


tariultiink  ,*  ekkor  indulbatunk  meg  a*  mely  vblgyekbol  fenri 
az  Alpeseken  az  egfele  einelkedo  Nemzetek  utan.  — 


Ha  Oseink  d  eakui  akartak  taniiltatni  ,  a’  leanyokat  kel- 
lett  volna  ‘inkabb  a’  Deak  oskolakba  jartatni  ,  bogy  Sk  tud- 
janak  elebb  ,  ’$  az  anyai  te  j  j  el  szopva  a’  magyarral  egyiitt 
a*  deakot,  a 3  fdbdba  valo  megveniiles  belyett,  bele  szulettiink 
volna — -  a’  bolt  nyelvet  is  az  asszonyi  eleven  nyelv  fel- 
tamaszt6tta  volna  —  5s  tsak  ket  nyelvet  meg  is  lebet  bimi  , 
(legalabb  inkabb,  mini:  annyit,  a?  hanyat  most  tanulni  ken- 
telenek  vagyunk),  ’s  a’  tudomany  nyelve  is  akkor  a’  Deak 
vult.  — - 

Vajlia  a’  tndos  Tarsasagok  abban  egyeznenek  meg,  bogy 


a*  tndonlanybk  oriasi  novesevel  ,  'a  midon  az  emberi  er6  3s  id5 


iiem  no, a’  mostani 


sok  Js  mind  tobb-tobb  belyett  egy  matbe- 
sisi  *s  intisikai  lelekkel  alkotott  veg  nelknl  tbkelyesitbeto  uyel- 
ven  nybintassanak  mindent  (V  sziiksegest  is  le  forditva)  :  nagy 
reszet  iovid  eleliinknek  ,  inelyben  mind  a’  koltsat  keresve  , 
alig  lepiink  be  a*  t udoinanyok>  templomaba  ’s  a’  nap  le  me- 


nyen  ,  ebben  tbltbetnok. 


IJgya-n  is  a 


ttidonianyhoz  ido 


es 

r 


munka  nelknl  jutni,  (a*  termeszetet  megtsalnij  nem  lebet:  bia- 
ba  varja  valaki  a’  knlomben  sok  szep  felu  tarsalkodastol  , 


bogy  sd  Zseucim/  atomjaibbl  (mint  a’  tanlz-bazakbeli  talalko- 
zasokbol)  szarmazo  vilag5  modjara ,  abbol  tudos  legyen  5  a’ 


gondolatok 


ban  van 


tantzolo.  Js  parosodo  szalaja  is  inkabb  a’  magany- 


fiilejrnile  sem 


seregJ 


>en  en 


ekel. 


Lebetne 


s ,  a 

iniudazaUai  a’  tarsalkodast  a’  sok  rosszat  sziilo  kartya  's  e- 


gyeb  idd-pazerlas  helyett,  eppen  nagy  id5  nyftesegre  laszn  al¬ 
ni;  a’  midon  annyi  ollyas  jbn  ki  mindenfelb]  ,  a*  mit  niegkeUeine 
olvasni  ,  lia  eleg  id5  ’s  szem  volna  rea  :  sok  egynapi  olVasast 


elleket  fel-6ra  alatt  lelkesen  mondani  ;  ’s  tsak  12  ollyan  ta- 
Wkozzek  bssze,  felosztva  egymast  kbzbtt  ,  mindeniknek  tsak 
egy  napba  ’s  liat  oraba  kerulne  ,  a‘  mi  12  napba  k eruit  vol¬ 
na  mindeniknek —  sot  egy  nemes  rugoja  is  volna  kinek  kinek  a* 
magara  vallaltSesz’  telyesitese,tbbb  lialgatok^elet&k*  liosszahbi- 
tasara,  's  lelkeik  kimivelesere — -  Ugyanis  a"  tanula*t  is  lehet 
olJyan  rugoval  ebreszteni  ,  melly  rosszabb  a'  tudatlansagnal  : 
iliyen  a’  folul-vagy*  vilag-egese  orszagokon  atfuvo  szelekkel; 
ezzel  serkenteni,  annyi,  mint  egy  pokoli  kiolthatlan  (a’  testtel 
elmarado  vetkeket  is  folii!  elhetb)  tiizet  vetni  az  emberi  nem* 
mejjebe  ,*  —  mitsoda  gonosztevA  tenne  meg,  lia  tehetnti  is,  hogy 
fajdaimat  tamasszon  a*  fube,  liogy  nem  rozsa  bokor,  *8  ebben 

hnr Txr  "on"  - '  termeszet  munkas 

kc II  fejteni  a’  mi 
ak —  ’s  ugy  kell 
teremtetett  ,  ’s  ren- 


liogy  nem  tolgyfa  -  -  -  liogy  az  egesz  szep 

Azt 


magiic 


aimu  csendjebbl  jajra  serkenjen  fel. 
van  ,  csak  fdld  napfeny  ’s  esso  kell  a 
nevelni  mindent,  hogy  kiki  azzal  a’  mire 
deltetett  ,  megelegedve  eljen. — 

De  az  emlitett  liyelvre  terve  vissza  ;  az  nein  rekesz- 
ti  a  neinzeti  nyelvet  ki  ;  tninden  Magyar  meg  van  azon 
kedves  hangoktol  vai‘a’solva  ,  mellyekkel  Edes  Hazdnk’  Anvaf 
alattak  Nemzetimk"  liajdoni  hoseit  ,  a’  kiknek  maid  kardvil- 
lamjaikkal  ropogo  mennydbrgeseikre  verzapor  omlotl  a’  ditsos- 
®e§  mezejen  — lia  szinten  az  akkori  kardok  tolinkka,  ’s  a’ 'karok 
is  inkabb  ezekhez  mint  az  bsi  fegyverekliez  valoklca  lettenek 
is  ,  s  a  ditsosseg  mezejeii  is  a’  hajdoni  kbszikla-iiiej jekbbl 
iakasz  tott  verforrasok  helyett,  fejekbol  szivargd  tenta  palakok 
kigyoznak  m  inde  r  fele. 

A’  kbz  nyelv  mellett,  inindert  nemzetnek  ekkor  is.mi- 
velnikellene  a  magaet;  s  ket  nyelvet  megis  taniilhatna  mind 
a’  ket  nem  ;  's  minden  nemzet  egy  nyelven  tiidvan  szollani  , 
az  egymas’  megertese  in  iliyen  egybefoglalo  kbtel  lenne  ,  (a’ 
melly  Hazankban  is  olly  kivanatos  volna); 
lenne  ez  az  einberi  nem  egyessegere.  — 

De  mikor  hozza  fel  a’  szeretet  b iis  angyala  az 
dek  etpirulo  reggelen  azt  a'  napot,  mellyen  le  olvadnak  a’  csak 
bn  sebet  erzd  kevelyseg’  jegvarai;  's  feltamadvan  kiki,  mint  meg- 
annyi  senyvedb  halott,  kiilbn  kriptajaboi,  a’  setetben  egymas 


’s  melly  kbzelites 


ellen  liadazott  testveri  karok,  niegesmerven  egymast  kbz  bieies- 

s  a  kbz  1  emplom  kiderulo  bbl.tja  alatt  min~ 


re 

den 


ragadtatnak  ; 


szivbbl  kivettetven  az  En-balvan 


leli  Atyaval  "s  egy  vilaggal  telven 
ineg 


veghet- 


a’  fbldrbl  az  eis 5  Mi  At^anh 


meg, 


eg! 


mindenlk  egy 

egy  nyelven  zendfil 
inoso- 


^  boldogsaggal 

lyog  vissza  a  vegetlenseg  ,  az  brukkevalusag’  szeretet-gyui  uje 
logyog  a  fold  kbrul  a  belso  teremtes*  elsb  hajiialat  brbni 
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Ivttonyefc  gyongyozik  —  ’s  az  angyalok  ctda  fenn  ditseretet  <ine- 
kcliiefe  .  — 

Ekkor  lesznek  egybegyiilve  az  drbkhsbk  az  Uj  Testa¬ 
men  tom  telyesftesere  arra  az  dsztalyra,  a’  Iiol  tsak  mmderjnek 
juthat  minden  — -  a’  koz  s.zeretet’  mennyei  kintse  az.  — 

De  mikor  ertjiik  meg  ,  hogy  mindnyajoii  elesdnk  ezen 
tulajdon  magunk  ellen  diilioskodd  liabo  rubari  ?  Ts  mikor  zatu- 
dik  be  Janushdk  az  eis 6  Kaint 61  fogva  mind  iiyflva  a!  16  aj— 
taja  P  Egymast  szaggato  fenevadok*  crdito  pnsztaja  az  y 
inellyiiek  az  Egre  az  Islen*  kepeivel  keJlene  yissza  rogyogni^ 
elszakadt  az  odakbto  szeretet  szent  lairtza,  *s  az  elsetetult 
tsillag  szamkiyetve  bujdosik —  azou  kevesen  a*  kik  keresik  egy- 
in as L,  sem  talalhatjak  fel — ’s  a*  legmelegebb  sziyek  is  magano- 
son  vernek  a’  mindenfelol  kizaro  jegfalak  kozt  —  egy  zivata- 
ros  ejjben  fut  kiki  kiilon  lampasoknal  baza  ,  felve  mindentol* 
leginkabb  egymastol — mikor  lessz  az  aJ  mennyei  szd,  inelyre  a' 
inagat  emeszto  rivo  ziirzavar’  sotetseg eben  vildgossdg  legyen  ? 
lia  Jietn  csak  szajjul,  hanem  egymasboz  k-ozeledo  szrvv.el  kernok, 
eljone  az  Isten’  Orszaga —  fs  e  kdsziklas  szigeten  valo  litlin- 
kat,  a’  helyett  hogy  nehezitsiik  egymasnak  megkbnriyitve,  yigan. 
4rkeznenk  a’  tengerliez  tovabbi  litunkra  —  Akarmely  kitsi  is 
ei  elet,  nem  megvetni  valo;  mikor  feisobb  kotelesseg  keri  is, 
hagy  arrara  imitat,  a’  melly^rt  elado  is;  nem  vegtzel  ugyan,  de 
a‘  miiit  eszkbz  egyfeibl  a’  tovabbira  ,  tz.el  inasfeldl  magabaii 
is.  —  'S  oh  !  a"’  mit  inost  ligy  megriititunk,  melly  szepjie  te- 
lietnok  ;  hogy  nemcsak  a’  jelen  nyerbdnek  meg,  lianern  szeb- 
ben  nevekednek  a’  belso  ember  is,  *s  a’  lialalt  is  ugy  neznok  y 
mint  egy  meg  szebb  vilag*  babajat  —  midon  ez  a*  fdld  alol 
a*  napra  litat  nyitvan,  a*  megnbtt  szamyii  lij  angyalt  leszal- 
lott  kedvessei  repitik  a’  menyre  ki  — -  ’s  a’  feisobb  Terineszefc 
fftint  egy  'anya  a'  fajdaiom  utah  mosolyog  az  iija.n  szulotnek. — - 
Csak  lij  eletre  imitat  az  lij  domb  is,  mellyel  az  ariyafold  me¬ 
li  eb  e  fogadvan  ,  viragokkal  szdtt  zbld  leplet  remenyszivar- 
Vanyok  alatt  kapjavissza.  —  Sot  mikor  a*  sohajtasok  a’  sze- 
mekre  fellegezven  ,  af  sirbalmok’  nefelejtseit  konnyekkel  bntb- 
zik,  a*  sirattak  a*  nienny’ tomaitzibol  neznek  ala— ’s  mikor  el- 
alutt  k&peik  felett  a’  pa^sint  hanykodik  a*  nybgb  szelben  — - 
mulandosag  ’s  brbkkevalosag’  tenger  habjai  horivagy  — * 
(semini  emberi  szo  ki  nem  mondhatja,  Js  a’  imEsika  is  csak  in- 
kal)b  sebesili  az  edes  fajdalomtol  sajgb  szivet  — )  ,  azt  siigjak 
lelkeinkbe  :  JSfe  s zomorho dfct toh  l  ah  !  hogy  nem  mondhat - 
.juk  rnegy  melly  idvesseg  az  Tstenhez  kozelebb  —  tiirjetek 
bekevel ,  ’s  'higgyetek  !  —  a3  vegetlenseg  mennyei  hfidg - 
tiease ,  a3  mi  a*  nemes  lelhehet  vonjay  iit  vdn > 
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